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Conferencias

Conferencia Inaugural

LAs REPRESENTACIONES GRAFICAS EN MATEMATICAS:
UN ESTUDIO HISTORICO-CRITICO

a historia de las representaciones graficas en matema-
ticas es, al mismo tiempo, antigua y reciente.

Antigua, porque se inicia en épocas prehistéricas y se desa-
rrolla a lo largo de los siglos con altos y bajos, hasta adquirir
hoy en dia una importancia mas alla de las mateméticas y de
la ciencia en general. En efecto, hoy la imagen visual tiene
sobre nuestras acciones y sobre las decisiones de la socie-
dad una influencia sin duda superior al texto escrito.

Por otro lado, la historia de los gréficos es relativamente
reciente, si al término “representacion gréfica” se le da el
sentido hoy mas comun: un dibujo que refleja la variacion
de un fenomeno concreto o abstracto. A este significado
quiero referirme, independientemente de su estudio tedrico
desde el punto de vista de la geometria analitica.

La representacion grafica, en su significado mas amplio, nos
lleva al dibujo, al arte. Es precisamente por el arte por
donde quiero empezar. Vamos a reflexionar sobre estas
expresiones artisticas. Esta representacion de caza (fig. 1),
pintada en la cueva de la Arafia (Valencia) llama la atencién
por su estilo claramente expresionista. Hay, en esta pintura
del Paleolitico, un sentido matematico que se manifiesta en
las proporciones entre hombres, animales, arcos y flechas,
todo en un ambiente verdaderamente dinamico.

Cueva de la Arafia. Valencia. (Fig. 1)

Emma Castelnuovo
Italia

Una jirafa grabada en horizontal, en la cumbre de una colina
rocosa en el desierto del Niger: se encuentra a 130 Km. al
norte de Agadés. No pude tomar una foto de este grabado
con mi camara por las dimensiones enormes del animal.
Dadas estas dimensiones, se puede afirmar que el gra-
bado ha sido realizado “de memoria”. Lo que impresiona es
el sentido de las proporciones en un dibujo que no se podia
Ver en su conjunto, ya que no existian otras colinas en los
alrededores.

Este grabado pertenece al Neolitico-Africano.

Y ahora regresamos a Europa. Cuando del Paleolitico se
pasa al Neolitico se advierte que el campesino ya no nece-
sita del sentido agudo de observacion que tenia el cazador.
Esta motivado a expresarse de un modo abstracto: con un
dibujo representa un pensamiento, una idea.

Las famosas espirales, tipicas del Neolftico en Irlanda (fig. 2),
significan quizas un volver sobre si mismo, quizas la eter-
nidad.

Espirales del Neolitico en Irlanda. (Fig. 2)

En esta espiral, la exactitud del dibujo atestigua sin duda
unos conocimientos matematicos.
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De 3000 afios antes de Cristo, a los cuales se remonta esta
espiral, pasamos a civilizaciones mas recientes.

Este es el plano de la ciudad de Nippur (fig. 3), un famoso
centro religioso y cultural de la antigua Babilonia. Este plano
esta grabado en una tabla de arcilla, y se remonta al 1500
a.C. Después de excavaciones sucesivas se descubrié que
el plano corresponde exactamente a la antigua ciudad. Por
lo tanto se trata de un dibujo que revela firmes conoci-
mientos matematicos.

Plano de la ciudad de Nippur. (Fig. 3)

He ilustrado hasta ahora unos dibujos que estan ligados, sin
duda, a las matematicas, pero que estan lejos del sentido
de gréficos que representan un fendmeno variable.

Quiero ahora entrar verdaderamente en el campo mate-
matico.

Esta pintura (fig. 4) marca el inicio de la representacion gra-
fica en el plane cartesiano. Se trata de una pintura realizada
en el techo de la tumba del Faradén Ramses VII (1100 a.C.).

L..s"'&' fz‘(‘

-'ﬁi!i’é“*-

Representac:on graﬂca enel p/ano cartesiano. (Fig. 4)

Conferencias

Hay un cielo de estrellas sobre un plano cuadriculado, segu-
ramente con el propésito de que el Faradn, incluso muerto,
pueda gozar de este espectaculo maravilloso.

Cada estrella tiene, en el plano cuadriculado, una posicién
determinada segun la hora de observacion. Se puede con-
siderar esta pintura como el inicio de la representacion en
el plano coordenado.

Pero sdlo se trata de puntos luminosos: es un cielo estre-
llado. Se nos pregunta: ;,como podian tener la idea de tra-
zar recorridos que no se ven? Pero algunas veces se ven:
las estrellas fugaces siempre ejercitaron un encante sobre
la humanidad. No tenemos ningun dibujo de estrellas fuga-
ces, mientras muchos son los escritores, los poetas, los
astronomos gue hacen referencia a ellas en sus escritos.

Veamos como Marco Manilio, un astrénomo romano del siglo
la.C., describe las estrellas fugaces. Dice: “La noche, en el
cielo sereno, cuando las estrellas centellean por doquier, se
pueden ver unas luces caer o vagar en el espacio. Dejan,
detras de ellas, una larga tira de fuego que se afila en un hilo
sutil”. Sin duda esta descripcién podia sugerir una imagen
gréfica, pero, como he dicho, no tenemos ningun dibujo de
este fendmeno.

Son, al contrario, recorridos mucho mas abstractos los que
estan dibujados en un pergamino del siglo X o X1 d.C. (fig. 5):
se trata de un pergamino descubierto en 1877 y que se
encuentra en la Biblioteca Real de Ménaco. En é! estan indi-
cadas las trayectorias de los planetas en un reticulado espa-
cio-temporal. Se trata del primer gréafico donde no estan
indicados solamente unos puntos sino también unos recorri-
dos: las orbitas planetarias en funcion del tiempo. Parece que
este grafico, sin duda dibujado con un poco de imagina-
cion, ha sido realizado para ayudar a los alumnos de las
escuelas monasticas.

VENVG

A S

%ﬁz‘ i
SR .__7{
yd .';
¥y
k)

Trayectorias de los planetas en un reticulado espacio-temporal. (Fig. 5)
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En el mismo siglo, el X1, se encuentra una representacién
gréfica que se refiere a otro fendmeno variable; es la nota-
cion musical. En este caso la representacion esta ligada a
la manoy a la sensibilidad del musico. Fue Guido d'Arezzo
quien tuvo la idea de trazar rectas paralelas (que formaran
el pentagrama), sobre las cuales se apoyan las notas. La
altura de una nota corresponde a un valor de la ordenada,
mientras los tiempos no corresponden a puntos de un eje
perpendicular, sino que son las formas de las notas las que
indican la duracién del tiempo.

Para encontrar una representacion grafica méas préxima a la
cartesiana hay que esperar todavia tres siglos, y llegar al
ano 1360. Debemos a un religioso, el obispo francés Nico-
lés de Oresme, la idea de desplazar la atencion de los feno-
menos concernientes a movimientos en el cielo a
movimientos realizados con un experimento. Entre los
muchos trabajos de Nicolds de Oresme, uno, en particular,
indica el nuevo papel que debia tener la representacion
gréfica en el campo de la fisica-matemética.

Oresme estudia tanto el movimiento de los cuerpos que se
desplazan con velocidad constante (movimiento uniforme)
como el de los cuerpos que tienen una velocidad que
varfa en modo constante (movimiento uniformemente ace-
lerado).

Procede asi: sobre un segmento AB, donde B es el origen,

representa el tiempo; a cada tiempo le corresponde un
punto: la distancia del punto al origen es la longitud (fig. 6).

A 000000000000 B

(Fig. 6)

La velocidades estan representadas con segmentos per-
pendiculares a AB; la longitud de cada segmento se debe
imaginar (Oresme dice: “imaginanda est”) como la intensi-
dad de la velocidad. Utiliza la palabra latitud para indicar
la longitud de los segmentos (fig. 7).

(Fig. 7)
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He aqui sus dibujos, (figs. 8a,8b y 8¢) que ponen en corres-
pondencia la fisica y la geometria.

— Si la velocidad es constante: un rectangulo

(Fig. 8a)

— Sila velocidad cambia uniformemente partiendo de cero:
un tridngulo rectangulo

(Fig. 8b)

— Si la velocidad cambia uniformemente pero no parte de
cero: un trapecio rectangulo

(Fig. 8c)

Oresme sugiere unir los puntos extremos de las velocidades
teniendo asi una linea. Esta “linea summitatis” es, en térmi-
nos modernos, el gréfico de la funcién.

Y, después, haciendo referencia al movimiento uniforme,
dice que una velocidad es mayor que otra si en el mismo
tiempo el cuerpo recorre un espacio mas grande; por lo
tanto el area del rectangulo es mayor. Es asi como esta
idea de Oresme le lleva a afirmar que el espacio recorrido
s esta representado por el area del rectangulo que tienen
base ty altura v (fig. 9).

s=vt

(Fig. 9)

Vemos asf como el movimiento se refleja en la geometria de
las figuras.

-
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Un medio tan sencillo y Gtil como los histogramas ha sido
inventado por un no-matematice y, ademas, por un tipo gue [
no tenia ningun escrapuio académico. ’

L

B EERLREE

[ TFZe>CUARTL S
! J;m»;,;gmwﬁ ;
. . N . | |" D :‘é"”f:‘zi".'”’- | I g
A William Playfair se deben también otras representaciones - ff;,‘;?'ggw%/ - ‘;1 | I3
i , . L 11 | i fa. 7 s Flaveas) | | o I N
gréficas, como diagramas con areas, histogramas, gréficos T HEEE 1 Tt b - d
de sectores y graficos de lineas. - ‘ :f;
! -3
= | 5
Aqui vemos (figs. 11,12,13) unos gréficos realizados en b i
afios sucesivos y concernientes todos a economia y finan- jnnananyiNEnnNNNN ARRRRRAARER]
zas, cuestiones en las cuales Playfair estaba particular- (Fig. 13)

mente interesado.
El primero, de 1785, representa importaciones y exporta-

CHABT of IMPORTS and EXPORTS of ENGLAND o wndd from all NoRTHAMERI \ Ari fi "
Jr Ymﬁ{m e A ciones entre .Inglaterra y Norte América en el periodo 1770
== - 1782; pone de relieve la balanza comercial entre los dos

paises.

En el segundo, de 1786, Playfair quiere destacar como la
deuda nacional crece de un modo excepcional en periodos
de guerra.

El tercero, de 1821, pone en correspondencia, con una
= o - 2 representacion muy viva, el precio del trigo con los salarios
T Botiom Zowe w divited st Joare the righttand Line wie BONDRED TWFCIdNS Forva .

de los trabajadores.

(Fig. 11)

Por lo tanto Playfair, con sus graficos matematicos, aungue
también “artisticos”, se propone interesar a todos, pero sus
temas estan todavia lejos del hombre de la calle.

p— — ;__':‘_"_' = =]
i o
' ‘ m 7 a; " La actividad matematica de W. Playfair ha sido descubierta
; A muy recientemente; su nombre no se encuentra ni siquiera
} Qj‘atwmtl (Deﬁff) §i en las grandes enciclopedias.
: | O /_\/_\ * 5o
\ﬂRIIH[/V ﬁmM{REVOZ(’T!OJ‘}" 20 . ) )
N to e Condd of e Woar (/u‘/ Y ahora, todavia una vez méas, vamos a reflexionar sobre la
' w "é‘" i situacién. Estamos al final del siglo XVIII. Con sus repre-
T N }. P sentaciones geométricas, William Playfair habfa introducido
i .;__ =il un medio visual muy fuerte para ilustrar cuestiones de eco-
e — ; —3 1 nomia y de finanzas. Pero la gente, como he dicho, siempre
(R i 0 3 '_ - T se ha interesado sobre todo por su salud. Y en la época de
3 S -L_I 5 f?\_ ; 50 Playfair no se encuentran graficos de este tipo. Mientras, ya
i’ = : i\ 1 ' e un siglo antes, en 1662, se habla publicado en Inglaterra un
i = 3 oy 1 o il libro de estadfstica titulado “Observaciones naturales y poli-
i 'f‘ ~ SEE ticas sobre la mortalidad en Londres”. El autor es John
é, ' \ \ : F: 1 : i ' Graunt, un comerciante de tejidos de Londres. Se encuen-
T “i '? N _"'" tran en este libro tablas y tablas numéricas con diferentes
3 SN ,:"; ‘ causas de muerte (peste, escorbuto, suicidio,... mas de cien
f; ‘ .Y 4 i o causas de muerte). NUmeros y nimeros pero no graficos.
o ! ' Hay que esperar muchos afios para encontrar datos numé-
el ricos relativos a la muerte “vivificados” en un dibujo.
]
7 Aqur (fig. 14) vemos un grafico, realizado en 1827, concer-
The Diviseivns at the Bottome are .}’&xr.nxrkmmo’zlb_'yﬁtlmndl{mgf: niente a la razon entre la poblacién y el nimero de muertos
en las diferentes provincias de los Paises Bajos. El autor es
(Fig. 12) Adolphe Quételet, un astrénomo y antropélogo belga.

11—
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Volvemos ahora a lo que es més interesante para nosotros:
las primeras ideas sobre el plano cartesiano.

Oresme dice que a cada punto de la linea summitatis
corresponden dos nimeros, la longitud y la latitud, es decir,
un tiempo y una velocidad. Pero el cuadro grafico parece
limitado porque no hay dos ejes de referencia: hay sola-
mente un segmento AB y las pequefias barras construidas
sobre esta base.

Todavia tres siglos tienen que pasar para tener, con Des-
cartes, Fermat y Galileo, una clara utilizacion del plano coor-
denado. Galileo esta interesado en los mismos problemas
que Oresme, pero su plano de referencia es ilimitado, con
dos ejes. Quiero seguir su construccion de un grafico que
representa un cuerpo que cae, mencionando también su
texto.

Galileo considera un cuerpo, una pelota, que se mueve con
movimiento uniforme a lo largo de un plano horizontal ab
(fig. 10). Si el plano se interrumpe en b, el cuerpo no cae a
lo largo de la vertical bn porque —dice Galileo— su movi-
miento es “indestructible”, conservando la direccion hori-
zontal. Por lo tanto se debe hacer la composicion de los dos
desplazamientos, horizontal y vertical.

& ad [4 b «g O
e
vl *;
ké_ - g
A e L%

(Fig. 10)

Galileo, para dibujar la trayectoria, toma sobre la linea be,

- prolongacién de ab, unos segmentos iguales be, cd, de, ...,
y traza, a partir de los puntos ¢, d, e... la paralela a la verti-
cal bn. Sobre estas verticales opera as': fija un segmento
cualquiera ci, y toma

df=4ci, eh=9ci, ...

Por lo tanto toma “spatia eh, df, ci, ... inter se ut cuadrato
linearum eb, db, ¢b, ...".

Es decir, estos segmentos estan tomados segtn la ley de los
cuadrados en un movimiento uniformemente acelerado.

La trayectoria resulta una parabola por la propiedad de
esta curva.

Conferencias

Es cierto que la oportuna eleccion de los dos ejes hace més
facil la comprension: en efecto, el gréfico corresponde a la
trayectoria de la pelota.

Y ahora, antes de continuar con nuestra “historia”, vamos a
reflexionar sobre et camino seguido.

Después de un gréfico con los recorridos de los planetas,
recorridos que no se ven, y después unas consideraciones
sobre la primera notacién musical, que tiene algo de mate-
matica, hemos considerado los gréaficos de Nicolas de
Oresme relativos a algunos experimentos sobre el movi-
miento de los cuerpos. Estos experimentos, como estan
realizados por el hombre, constituyen algo concreto. Pero
también esta representacion es bastante abstracta porque
es dificil —como dice Oresme— tomar las velocidades
Como segmentos.

Después hemos considerado el grafico de Galileo relativo
a la calda de los cuerpos. Este gréfico, dado que corres-
ponde a una trayectoria visual, es realmente algo concreto.
Pero -se nos pregunta-: jpuede este experimento de fisica
interesar al hombre de la calle? Sin duda la gente no se
plantea un problema de este tipo... Los problemas que
interesan a la gente son los que conciernen a la viday a la
muerte. Ya vimos como en el Paleolitico los hombres pinta-
ban animales que representaban, al mismo tiempo, un peli-
gro y una fuente de subsistencia.

¢Por qué hasta el final del siglo XVIil, es decir, un siglo y
medio después de Galileo, los hombres no sintieron la nece-
sidad de ilustrar con gréficos diferentes tablas numéricas
relativas a cuestiones de economia, de finanzas, de medi-
cina,...?

Es el purismo de la geometria cartesiana lo que ha dificul-
tado la visualizacién de problemas empiricos en el plano
coordenado?

Dejemos esta cuestion por un momento para relatar unas
recientes investigaciones concernientes a la historia de los
gréficos estadisticos.

Parece que fue el escocés William Playfair (1759-1823)
quien tuvo la idea de representar con graficos de tipo dife-
rente muchas tablas numéricas empiricas. W. Playfair no era
un matematico; era un disefiador, un comerciante, un inven-
tor,... cambiaba de actividad segun su interés en cada
momento. Pienso que una de sus aserciones puede des-
cribir a este tipo original. Escribe: “Cada noche, cuando
regreso a mi casa, pongo mis guineas una sobre otra
teniendo asf un pequeno cilindro. Al final de cada semana,
observando estos cilindros, puedo decir a simple vista
cuando he ganado mas”

— 10 —
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Ademas a Quetelet se le debe un grafico (fig. 15), realizado
muchos afios después, en 1870, que visualiza la estatura
humana hasta la edad de 20 afios. Quételet se refiere al
hombre normal, conforme a los estadios de Gauss. Este gra-
fico interesa a todos: ¢esta mi hijo por debajo o por encima
de la estatura media? Muchas son las cuestiones que sur-
gen observando el gréfico.

200
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Q
€120 ,/
=
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« 080
2
~ 040
T 4. 8 1z, 18 20
Ages en années
- Croissance moyenne de I'étre humain
{Adolphe Quételet, 1870).
(Fig. 15)
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Empezando por la frontera polaca-rusa, cerca del rio Nie-
men, el espesor de la tira gris es proporcional al nimero de
militares: 422.000, cuando invadieron Rusia. A su llegada
aMoscu los militares eran 100.000. La retirada esta pintada
con la tira negra, donde el espesor es siempre proporcio-
nal al nimero de hombres. La travesia del rio Beresina
muestra el desastre final: solo 10.000 hombres regresaron
a Polonia.

Esta pintura, donde también las temperaturas de ese gélido
invierno estan indicadas, describe con pocas fineas una his-
toria terrible, y habla sin duda mas claro que paginas de una
descripcién escrita.

Llegamos ahora a nuestra época.

Hoy en dia estamos bombardeados por representaciones
graficas de diferentes tipos: se quiere dar informaciones de
todo a todos.

Y, todavia otra vez, se nos pregunta: jpor qué estos medios
visuales tuvieron tantas dificultades para penetrar en la
sociedad?

¢Quién ha dificultado esta penetracion? ;,Sélo unos mate-
maticos puristas? 4O hay otras razones? ;No se temia,
puede ser, que poniendo al alcance de todos, a través de
un medio visual, ios hechos sociales méas variados, la gente
adquiriese la posibilidad de intervenir en problemas de
ciencia, de economia, de politica, cuestiones que, expre-
sadas en nimeros, simbolos, férmulas, estaban reserva-
das a pocas personas? M

CARTE FIGURATIVE des pertes successives en hommes de |Armie Frangsise dans la campagne de Rusaie 1812-1813.

Oressée par Minard, Inspecteur Général des Ponts et Chaussées en retraite.

Estamos al final del siglo pasado.
Desde este momento las representa-
ciones gréficas han tenido las mas
variadas utilizaciones: desde el
comercio a problemas demograficos,
a cuestiones médicas, a... Otros gra-
ficos concernientes al pasado lleva-
ban a la gente a reflexionar sobre la
politica. Agui aparece (fig. 16) un

impresionante grafico realizado en
1861 por el ingeniero francés Charles
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Minard: es una “pintura” que repre-
senta las devastadoras pérdidas del
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san gue la informatica dé fin a la demostracion deductiva y
general, pero es indudable gue esta influyendo en la forma
en que ellos descubren o inventan (de acuerdo a la postura
filosdfica que se adopte) nueva matematica. ;De qué forma
influye la tecnologia en educacién matematica? La primera
observacion es que la influencia es similar a lo descrito con
respecto a la disciplina: permite abordar temas en forma
muy diferente, y permite también abordar nuevos temas. Y
es importante destacar no sélo las capacidades técnicas de
los avances de la inférmatica, sino de gué manera ésta
puede promover formas diferentes de pensamiento, y por la
tanto influir en la manera en que aprendemos matemati-
cas. Esto requiere una elaboracién en detalle.

Empezaré analizando el concepto de tecnologia cognosci-
tiva desarrollado por investigadores americanos (Pea,
1987). Laidea es la siguiente: la mente humana tiene capa-
cidades intelectuales poderosas; memoria, atencion, per-
cepcion, raciocinio, imaginacion. Pero en general estas
capacidades son limitadas, por ejemplo nos es imposible
“procesar en paralelo”, por usar una metéfora de la infor-
mética, es decir, nos es imposible atender a mas de una
cierta cantidad de informacioén a un mismo tiempo.

Una tecnologfa cognitiva es cualquier medio que permite
trascender las limitaciones de la mente humana. Mucho
antes de que aparecieran los computadores, instrumentos
muy simples ayudaron a expandir considerablemente la
inteligencia humana. Entes e instrumentos de lo més diverso
responden a esta definicion: por ejemplo, un lapiz y un
papel. Comparemos lo gue implica hacer matematicas men-
talmente con lo que es hacerlo con lapiz y papel. Estos ins-
trumentos adn siendo simples nos permiten tranformar en
externos y tangibles los productos de nuestro pensamiento,
que de ser privados, etéreos, invisibles, sujetos a la distor-
si6n de la memoria, la atencion o la percepcion, pasan a ser
externalizados, “capturados” en un trozo de papel y por lo
tanto por el s6lo hecho de estar registrados se transforman
en objetos pasibles de observacion, analisis, reflexién,
extension y de discusién con nuestros pares.

Pero no sélo lapiz y papel califican como ejemplos de tec-
nologias cognitivas, sino también los sistemas simbdlicos.
Consideremos por ejemplo la resolucion del siguiente pro-
blema: “si a una cantidad le sumamos la séptima parte
obteniendo 19, ;cudl es la cantidad?” Este problema se
puede resolver en forma casi inmediata operando con sim-
bolos algebraicos, y es entonces un simple ejercicio. Sin
embargo, los simbolos algebraicos son relativamente nue-
vos en matematicas, datan de hace aproximadamente 400
anos. Pero este problema y otros similares fueron plantea-
dos en uno de los textos matematicos mas antiguos de los
cuales se tiene conocimiento: el Papiro Rhind que data de
hace casi 4.000 afos y que fue descifrado hace menos de
200 afios y hoy esta en el Museo Britanico de Londres.

_ Con_ferencias

Quizé nos resulte muy dificil imaginar como puede resol-
verse un problema asi, sin algebra. Este grafico

Hieroglyphic** |
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(Fig. 1)

muestra la resolucion del problema en su version original y
en su traduccion a nuestro sistema decimal. Si bien se trata
de un problema elemental, descifrar el razonamiento mate-
matico detras de esta solucién numerica no es un ejercicio
trivial. El método nos sorprende por lo extenso y complejo,
sobre todo porque tenemos en nuestro haber una tecnologia
cognitiva tan poderosa como son los simbolos algebraicos
que nos permiten resolver este problema y similares en ins-
tantes, ampliando asi nuestras capacidades intelectuales. En
este caso, no solo tenemos una tecnologia cognitiva que nos
permite registrar nuestro pensamiento como en el caso del
lapiz y el papel, sino también agilizarlo, simplificarlo y tam-
bién acceder a formas de pensar y crear antes desconoci-
das. Al respecto decfa el matematico Alfred North Whitehead
(1911), coautor de Bertrand Russell de la Principia Matema-
tica, que por medio del simbolismo podemos hacer transi-
ciones casi mecanicas en nuestro razonamiento, cosa que
de otra manera requeriria el uso de las facultades mas ele-
vadas de nuestra mente. De esta manera liberamos nuestras
energias de pensamiento. El simbolismo, dice Whitehead
nos ayuda a ahorrar operaciones de pensamiento, que son
como la carga de caballeria en una batalla, muy restringidas
en namero, requieren caballos “frescos” y por lo tanto deben
ser usadas sélo en momentos decisivos.

La informatica en educacion matematica es sin duda una
tecnologia cognitiva, pero su rol no es el de mero amplifi-
cador que potencia nuestras capacidades, sino que ade-
més permite el acceso a nuevas posibilidades de pensar,
crear, entender, aprender y conectarnos con las matemati-
cas de formas que antes estaban excluidas o eran impen-
sables. Este tema es complejo y requiere un analisis
profundo del tipo que hacemos en nuestros curses de post
graduacion para estudiantes de master y doctorado durante
uno o.dos semestres. Aqui ilustraré brevemente de qué
manera, una tecnologia cognitiva puede actuar de ampilifi-
cador, puede servir para abrir posibilidades de pensamiento
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EDUCACION MATEMATICA HACIA EL ANO 2000

ducacién matematica es una disciplina, o quizé una

interdisciplina, que se ocupa de todo aquello que

tenga que ver con los procesos de aprendizajey de
ensefianza de la matematica, incluyendo a) el proceso de
disefio de materiales curriculares (textos, juegos, material
manipulativo, microentornos o micromundos de explora-
cién, etc.), b) la formacién y el perfeccionamiento en servi-
cio de profesores, y c) la investigacion pedagégica y
cognoscitiva.

La educacién matematica actualmente esta en proceso de
definir su propia identidad académica y por lo tanto esta
encontrando su lugar como tal en los claustros universitarios
y en los institutos de investigacion. Es probable que la
influencia de esta disciplina y lo que ella ya ha producido no
sea aun demasiado visible en la realidad cotidiana de la
mayoria de las escuelas del mundo, sean éstas del primer
o del tercer mundo y quiza por eso su peso y su influencia
no sea tan notable adn. No obstante hay en el presente
una acumulacion de experiencias y de conocimientos que
no van a tardar demasiado en dejar su huella en el aula.

Considero que hay dos factores centrales que estan influ-
yendo en esta disciplina y que han cobrado impulso en los
dltimos 10 o 15 afios. El primero, los espectaculares avan-
ces de la tecnologia —en especial la informatica—y el
segundo, los incipientes pero firmes resultados de la inves-
tigacion cognoscitiva sobre los procesos de aprendizaje y
ensefianza. En esta presentacion trataré de ilustrar con
ejemplos la influencia de ambos factores, y concluir con una
vision acerca de la educacion matemética en el futuro.

TECNOLOGIA

No es necesario abundar en descripciones acerca de los
avances de la tecnologia y la informatica en nuestros dias.
En la mayoria, sinc en todos nuestros quehaceres profesio-
nales o laborales, la tecnologia o sus rastros son omnipre-
sentes: en la administracion y en las telecomunicaciones, en

Abraham Arcavi
Weizmann Institute of Science. lsrael

la astronomia y en la agricultura, en la medicina y en la
ingenieria, en el comercio, en la industria, y en los medios
de transporte. No sélo los avances tecnolégicos per se son
asombrosos sino el ritmo en el que ellos transcurren. Ain asi
cabe preguntarse: ¢De qué manera puede influir la tecno-
logia en la educacién matematica? ;No es acaso la educa-
cion una empresa eminentemente humana, donde la
comunicacion (verbal o no) entre seres humanos es el pivote
primordial? 4 No es acaso la matematica la ciencia deduc-
tiva por excelencia considerada por la mayoria como el
épitome del conocimiento l6gico? ¢ De qué manera entonces
puede el advenimiento de la tecnologia influir en estas dos
actividades intelectuales, la educacion y las matematicas,
y por lo tanto influir en la educacion matematica? Pues bien,
aungue parezca sorprendente, la tecnologia estd empe-
zando a dejar sus huellas profundas también en esto.

Consideremos primero brevemente la influencia de la tec-
nologia en la matematica como disciplina. Quiza lo més
notable de destacar es, por un lado, el desarrollo de sub-
disciplinas ligadas a la computacion: el analisis nimerico,
el estudio tedrico de algoritmos, el desarrollo de temas.
como sistemas dinamicos, caos, etc. Algunos de estos
temas eran en parte conocidos antes del advenimiento de
las computadoras, pero eran imposibles de desarrollar
debido a las enormes demandas de calculo.

La informatica esta influyendo no sélo en los contenidos
sino también en las formas de trabajo en matematicas. La
computadora se torna en un poderoso laboratorio de expe-
rimentacion y por lo tanto permite otorgar un rol importante
al empirismo en la investigacién matematica, consistente
con la filosoffa de Lakatos y sus seguidores, por la cual no
se desplaza, pero si se reduce el mgnopolio del raciocinio
puramente deductivo en la actividad matematica. Como
ejemplo ilustrativo cabe sefialar gue este tema llevé a la
prestigiosa publicacién de divulgacion cientifica, el Scien-
tific American, a publicar en ! nimero de octubre 1993 un
articulo polémico llamado “La muerte de la demostracion”
(en mateméticas). La mayoria de los matematicos no pien-
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No quisiera pretender que todos los alumnos van a desa-
rrollar formas sofisticadas de pensar como esta, pero o
que sf quiero afirmar es que esta tecnologia cognoscitiva
posibilita y motiva al alumno para producir formas de pen-
samiento que no solo no estan en el curriculum tradicional,
sino que seria muy dificil de surgir en otro contexto. El
aprendizaje que resulta en este caso permitiria una conexion
entre lo formal, lo gréafico y lo intuitivo.

La disefiadora de este juego cuenta que fueron precisa-
mente formas sofisticadas de pensar de los alumnos lo que
la llevé a disefiar una version para expertos: ella cuenta que
vio alumnos introducir funciones del tipo y = 10sen(10x), con
la cual practicamente “barrian” la pantalla y obviamente obte-
nian asi el maximo puntaje posible. Para estos expertos ella
disefio la version en la cual ademas de globos, aparecen en
la pantalla “agujeros negros” que detienen el gréfico de la fun-
cion cuando son alcanzados. De esta manera, el alumno
tiene no solo que romper el mayor nimero posible de globos,
sino evitar al mismo tiempo esos “agujeros negros”.

Tercero, en el transcurso de este juego, es el alumno el que
decide cudl es el problema que va a resolver, es él quién elige
el tipo de funcién que usard y cuantos globos seran su obje-
tivo. Si es el alumno el que define el problema, el problema le
pertenece, y por lo tanto es probable que la motivacion, la
inversién de tiempo, esfuerzo y recursos a su disposicion ten-
dera a ser mayor que con un problema ajeno o definido por el
docente. Por lo demés una clase entera puede trabajar con un
mismo tipo de tarea en niveles bien diferentes, de acuerdo a
las capacidades e intereses de los alumnos.

Cuarto, una actividad de este tipo puede cambiar la socio-
logia del aula. En general, el docente prepara las activida-
des, elige los problemas y conoce sus soluciones, y hasta
los posibles errores del alumno. El alumno recibe un pro-
blema sin haber participado plenamente de su definicion,
y sabe leer entre lineas en la expresion del docente si la
solucion esta bién encaminada o no. En el caso de una acti-
vidad como ésta, donde el alumno es el que define el pro-
blema, el docente no siempre sabe de inmediato cuél es la
solucién, es decir, cudl es la forma smbdlica correspon-
diente a un grafico deseado, y a veces hay mas de una
solucién posible. En ese caso la tecnologia coloca al
alumno y al docente del mismo lado, ambos pueden cola-
borar en la resolucion, y el alumno puede aprender del
docente, no necesariamente contenidos nuevos o solucio-
nes pre-hechas, sino formas de trabajo en el trancurso de
resolucion de un problema para el cual el docente no tiene
una solucion preparada. La tecnologia, mediante progra-
mas apropiados, puede crear este tipo de situaciones en el
C{ue el alumno tiene la oportuhidad de tomar contacto
directo con Ia pericia del docente viéndolo resolver situa-

Clones nuevas y observando estrategias de pensamiento
de un experto.

Conferencias

Segundo ejemplo

Hay programas, como el Cabri, el Sketchpad o el Inventor,
en los cuales el alumno puede observar transformaciones
dinamicas, y trabajar en una especie de laboratorio empi-
rico para formar conjeturas, establecer hipotesis que luego
hay que trabajar para probar o para encontrar contarejem-
plos. Lo importante es que el alumno participa en la formu-
lacion de hipotesis y no es un pasivo receptor de
enunciados “caldos del cielo” para ser demostrados. El
problema es que a veces los alumnos producen hipdtesis
gue no siempre el docente sabe a primera vista si son
correctas o no, y si lo son cémo probarlas.

Este tipo de software (y similares) abre el camino para estu-
diar la geometria de una manera muy diferente, en la cual
el alumno genera conjeturas y tiene una sensacion intuitiva,
experimental, acerca de ella, y puede conectar contenidos.

INVESTIGACION COGNOSCITIVA

Durante las decadas del ‘60 y ‘70, la mayoria de los traba-
jos de investigacion en ensefianza y aprendizaje de las
ciencias y matematica estaban guiados por un paradigma
“conductista” (behaviorism). En general, este modelo de
trabajo consiste en disefiar un tratamiento experimental,
implementarlo en un grupo, establecer grupos de control, y
mediante una bateria de tests estadisticos, determinar el
efecto del tratamiento experimental. Este modelo, impor-
tado de estudios como por ejemplo ta agricultura o la medi-
cina, contribuy6 relativamente poco a la comprension del
proceso ensenanza-aprendizaje.

Los trabajos de Piaget por un lado, y los trabajos de la
ciencia cognoscitiva por el otro (en especial los de inteli-
gencia artificial), establecieron paradigmas de investiga-
cion nuevos centrados en la observacion y el analisis
meticulosos de lo que le ocurre al alumno durante el pro-
ceso de aprendizaje, tratando de caracterizar la naturaleza
de ese proceso.

Ultimamente se ha sumado una nueva tradicion, con raices
en la antropologia y que estéd arrojando luz sobre la natura-
leza social del aprendizaje, y sobre todo destacando aspec-
tos de aprendizaje antes soslayados. Esta tradicion sostiene
que aprender es entrar a practicar una cierta cultura, con
sus valores, sus puntos de vista, sus practicas de hacer,
hablar y observar el mundo.

Antes de resumir algunos resultados gquisiera hacer dos
observaciones.

Primero: una.de las expectativas, fundada o no, tanto del
publico en general-como de la comunidad cientifica, es que
la Investigacion produzca resultados repentinos, o como se
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en direcciones nuevas, puede cambiar radicalmente los
contenidos y el enfoque curricular, puede tranformar la moti-
vacion del alumno, puede transformar la sociologia y la cul-
tura del aula cambiando drasticamente el rol del docente.

Primer ejemplo

Green Globs (Dugadle, 1986) es un juego matematico
basado en una idea simple pero muy ingeniosa. La panta-
lla del computador nos muestra un sistema de ejes carte-
sianos sobre la cual aparecen 13 “globos” localizados en
posiciones que el programa elige al azar cada vez que uno
comienza un nuevo juego. El objetivo del juego es “dispa-
rar” contra el mayor nimero de globos posible. El “disparo”
consiste en producir una funcion cuyo gréfico toca, es decir,
rompe, los globos, y para poder obtener ese gréfico hay que
introducir la forma algebraica de la funcién. La siguiente ilus-
tracién muestra una réplica de una pantalla tipica.

Shot #i =
RETURN for the next shot.

(Fig. 2)

En esta disposicion del grafico podriamos intentar una fun-
cién lineal, una cuadratica etc. El puntaje que obtiene el
alumno crece en forma exponencial, de manera que por el
primer globo que logre romper obtendré 1 punto, 2 por el
segundo, 4 por el tercero, 8 por el cuarto y asi sucesiva-
mente. Asi, el juego invita al alumno a considerar la posibi-
lidad de “romper” el mayor nimero de globos posibles con
ta misma funcion.

;Qué ilustra este juego?

Primero, ofrece una posibilidad de graficar funciones con
mucha facilidad descargando el peso del calculo y la grafica-
cién, ambos tediosos, en la computadora que lo hace instan-
taneamente librando nuestras energias para pensar, analizar y
razonar, en lugar de gastarias en operar técnicamente.

Segundo, contrastemos el tipo de pensamiento que requiere
este juego con lo que en general se requiere durante el
estudio de analisis matematico. Tradicionalmente el ejer-

Conferencias

cicio més comun consiste en, dada la forma algebraica,
producir el grafico de una funcién. Gran parte del estudio
previo implica adquirir instrumentos para ese fin: sustitucio-
nes y resolucion de ecuaciones para averiguar los puntos de
interseccion con los ejes, derivar e igualar la derivada a
cero para estudiar posibles puntos extremos, paso al limite
para investigar la existencia de asintotas, etc. En el caso de
Green Globs, se trata precisamente de lo inverso, la cons-
truccién de una forma algebraica correspondiente a un cierto
gréafico dado o que uno quisiera construir. Uno podria pen-
sar en establecer un sistema de ecuaciones para encontrar
el valor de los parametros pero en general no es es el tipo
de actividad que este juego genera. En general los trabajos
de observacion de alumnos usando este juego muestran
formas de pensar mas informales, cualitativas e intuitivas en
las cuales ellos investigan empiricamente el rol de los dis-
tintos parametros y como influyen en la forma final del gré-
fico. Por ejemplo, en el caso de la ecuacion de una recta,
muchos alumnos comienzan tratando de visualizar la pen-
diente, desarrollando destrezas de estimacion, y si la funcién
que resulta no fuera la deseada, trabajan sobre las corre-
ciones que serfa necesario hacer. Esta forma de pensar
informal, desarrolla la intuicién y enriquece el substarto feno-
menolégico de los conceptos, que muchas veces para €l
alumno son opacos, ocultos tras los procedimientos forma-
les. La siguiente es una situacion gue fue registrada en la
literatura como un ejemplo del tipo de actividad cognoscitiva
que este juego puede promover. :

Dugdale (1993) narra el caso de un alumno atrapado por
este juego y que se propuso lograr puntajes altos. Habiendo
obtenido una distribucién de globos como la indicada en la
figura 2, él visualiz6 la parabola, cuya ecuacion supo cal-
cular, pero no se-contenté con cuatro globos. Y su racioci-
nio fue el siguiente: quisiera obtener tres globos mas que
estan en la posicidn vertical proximos a la recta x=3.5, para
lo cual necesitaria que esta funcién sea parabola en casi
todo su dominio, pero en las inmediaciones de 3.5 se com-
porte como una vertical. Después de mucho investigar
disefi6 la ecuacion correspondiente al grafico deseado:

Score: 127 Jason

Shot #i
RETURN for the next shot.

(Fig. 3)
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de educacion matematica antes mencionados deberan
torar esa responsabitidad.

4. Muchos temas cambiaran, y los enfoques seran distin-
tos. Se pondra mucho méas énfasis en el como y no
tanto en el qué, se trabajara mas en aspectos intuitivos,
graficos realzando el sentido comun y se restara impor-
tancia a la ensefianza de algoritmos y recetas. Un ejem-
plo casi caricaturesco podria ser el tiempo que se
invertia en aprender a operar con la tabla de logaritmos,
sin saber demasiado lo que ello significaba. Yo recuerdo
que recién en la universidad entendi que lo que hacia-
mos en la secundaria era interpolacion lineal entre dos
valores de la tabla para obtener un tercero intermedio
que la tabla no mostraba.

Esto, en lugar de representar un corte con el pasado,
puede implicar por lo contrario, un retorno a las fuentes
de la historia de las matematicas, en busca de las intui-
ciones primeras, de las dificultades iniciales, de las fuen-
tes de insight.

Conferencias

5. El aula funcionard distinto, los roles del docente y del
alumno cambiaran. El alumno tenderé a ser un pequefio
investigador entre pares, el docente serd un experto
facilitador y a veces un colega.

6. Se prestar4 mucha atencién a los resuttados de la inves-
tigacién que indique cémo los alumnos aprenden en
estos nuevos medios.

Reviendo la lista anterior, quiza los descreidos entre noso-
tros diremos que mas que una lista de cambios inexorables
lentos 0 no, es una lista de deseos. Pienso que aunque
s0lo una parte de lo anterior empiece a ocurrir, y creo que
sin duda ocurrira, y aun cuando el ritmo de cambio no sea
el deseado, creo gue nos podemos permitir ser optimistas.
Si organismos gubernamentales en el mundo contindan
con la tendencia de comprar menos armas de guerra y se
preocupan sinceramente (es decir asignando recursos
financieros) por la ecologia, la salud y la educacion, la ense-
fanza de las matematicas y de las ciencias ganaran mucho
terreno &
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dice en inglés “breakthroughs”: si ayer se desconogcia el ori-
gen del SIDA, un buen dia se aisl6 el virus, si ayer se deco-
nocia tat o cudl particula subatomica, hoy se pudo identificar,
si ayer el teorema de Fermat era sdlo una hipotesis, apa-
rentemente se pudo probar; etc. En educacion la expecta-
tiva de un avance espectacular es un tanto infundada. La
investigacion en educacién producira avances en nuestro
entendimiento de los procesos de aprendizaje, en forma
gradual y evolutiva. Por lo tanto debemos adoptar patrones
de tiempo diferentes. Aln asi sostengo que que hoy en dia
entendemos mejor los procesos de aprendizaje que hace 20
afios atras. Y a medida que los paradigmas de investigacion
se vayan refinando, se producirdn nuevos avances. La
segunda observacion se refiere a la brevedad en que enu-
meraré algunos resultados, brevedad que puede distorsio-
narlos y tornarlos en superficiales. Pero correremos ese
riesgo y éste es un posible resumen de lo que la investiga-
cién ha producido.

Sobre la naturaleza del proceso de
aprendizaje

El aprendizaje de una disciplina compleja como las mate-
maticas, es un proceso lento, no lineal, donde hay avances
y retrocesos y donde el contexto del estudio tiene una
influencia crucial. Un concepto puede ser reconocido o
ignorado de acuerdo a las caracteristicas del problema, y
s6lo paulatinamente podran apreciarse sus ramificaciones
y multiples conexiones con otros conceptos.

Sobre la naturaleza del “error”’

Las concepciones del alumno son consistentes aunque al
docente muchas veces le parezcan incoherentes. Estas
concepciones son el producto de tratar de acomodar el
nuevo conocimiento a una estructura cognitiva existente,
y en ese proceso ocurre o que los docentes llamamos
“errores”. Este proceso de busgueda del sentido del nuevo
conocimiento producira inevitablemente concepciones gque
no son consistentes con las del maestro, y por lo tanto sera
futil la tarea de disefiar secuencias didécticas “perfectas”
que traten de evitar “errores”. En lugar de esforzarnos por
construir esas secuencias nuestras energias deben con-
centrarse en entender al alumno, des-cubrir las concep-
ciones subyacentes y disefiar tareas que apoyen la
construccién del concepto en su forma mas rica.

Sobre procesos metacognitivos y
creencias

La investigacion ha identificado procesos de control, de
planeamiento y uso de estrategias de trabajo, de distribu-
cién de recursos mentales, toma de conciencia de 10s pro-
pios mecanismos de aprendizaje, reconocimiento de los
propios niveles de entendimiento y las creencias acerca

Conferencias

de las mateméticas y en qué consiste la actividad mate-
matica. Estos temas han adquirido un lugar central en el
estudio del aprendizaje y han logrado explicar aspectos
del éxito y/o fracaso de los alumnos.

Sobre la interaccion social

El didlogo, la interaccion social, la “cultura” del aula son ele-
mentos claves que establecen las pautas de actividad que
el alumno internaliza. Numerosos estudios se concentran
hoy en dia en el aula, en la creacién de atmosferas de tra-
bajo consistentes con las formas de trabajo profesional en
matematicas, transmitiendo la responsabilidad del apren-
dizaje y del dialogo al alumno, y apoyando su autonomia.

Y bien, he ilustrado lo que a mi juicio son los dos factores
centrales que influiran en la educaciéon matematica en el
siglo XXI: ta tecnologia y los resultados de investigacion.
;De qué manera éstos influiran en las caracteristicas de la
educacién matematica de! futuro?

1. La tecnologia sera incorporada, quizé lentamente al
principio, por medio de computadoras o calculadoras
gréficas, o tal vez la multimedia. Esto es irreversible por
dos motivos, primero las tecnologias se abaratan, y
segundo los alumnos ya crecen con la tecnologia,
aprenden a interactuar con ellas desde nifios, quiza
mejor que nosotros. Por eso y porque ademas se esta
demostrando que hay formas diferentes de aprender
con tecnologias, ellas pasaran a ser parte integral de la
ensefiaza de matematicas y no sélo de matematicas,
sino de casi todas o todas las asignaturas.

2. Se constituiran grupos de educacion matematica que
iran desplazando a los escritores individuales de textos.
Hoy en dia producir material curricular incluye un anali-
sis y una decisién de cuéles temas hay que ensefar,
incluye basar los materiales en resultados de investiga-
cién cognoscitiva, y ademas incluye el continuo perfec-
cionamiento docente acorde con el espiritu con el que los
materiales fueron creados. Estas tareas estan entrelaza-
das y s6lo pueden llevarse a cabo por un equipo gue tra-
baja en un dmbito academico y con apoyo y recursos.

3. La continua preparacion docente sera una preocupa-
cién primordial. Sobre todo la preparacion en servicio.
Contrariamente a fo que se penso en los primeros tiem-
pos de! microcomputador, el docente no sélo no es pres-
cindible, sino que su rol es importantisimo, no como
transmisor de conocimientos, sino como el experto faci-
litador, como el experto del cual el alumno puede apren-
der cémo piensa, opera y funciona un experto cuando
esta por resolver un problema cuya solucion no es inme-
diata. Esto requiere una preparacion.ininterrumpida con-
sistente en cursos, cursillos, seminarios, etc. Los grupos
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1. Matematicas de ahora y ensenanza
de las Matematicas

TEORIA DEL CAOS Y RENOVACION MATEMATICA

I. ALGUNOS EJEMPLOS

Antes de entrar en consideraciones generales sobre las
consecuencias filoséficas y matematicas de la teoria del
€ao0s, empezamos con algunos ejemplos que servirén para
ilustrar el tipo de problemas que estudia la teorfa del caos
y como pueden ser utilizados en el aula.

Lateorfa del caos nace del estudio de sistemas dinamicos,
es decir, del estudio matematico del movimiento. La repre-
sentacion de este area en el actual curriculum de ense-
flanza media se limita a las progresiones aritméticas vy
geométricas, y aun asf el enfoque més generalizado que se
da a esos temas no es dinamico. A través de los siguientes
ejemplos se puede ver la variedad de situaciones que se
pueden estudiar con sistemas dinamicos, y como ello pedria
permitir un enfoque nuevo, basado en muchos casos en la
experimentacion grafica y con ordenador, de nociones tan

espincsas como las de sucesion, limite, punto de aglome-
racion etc.

a) Evolucion de una poblacion de maripoesas en
uh ecesistema saturade. (Robert May, 1976)

E] agotamiento de los medios de subsistencia en un eco-
sistema cerrado causa que la clasica ecuacion

Xir1 = OXi

Pard el estudio de la evolucion de una poblacién sea poco
fedlista en el caso en que la tasa de natalidad supere a la

de mortalidad (caso en que O >1). El bidlogo Robert May
Propuso la ecuacién no lineal

Xiet = H(1—Xk)xk

é Manuel Moran Cabre
Dpto. de Anélisis Econdmico. Univ. Complutense. Madrid

gue tiene en cuenta los efectos de saturacion del ecosis-
tema. Si

f(x) = p(1-x) x

podemos calcular la poblacién x.,; en el periodo k+1
mediante la ecuacion

Xie1 = f(xk)

Asi pués, una representacion gréafica de f permite el com-
puto inmediato del tamario de una poblacién en funcién de
la del periodo anterior. De hecho, si tenemos representado
el grafico de la funcion podemos saber con faciliidad cuél
es el tamafio de la poblacién x al cabo de k periodos, si
sabe cudl es su tamafio x.en el periodo inicial, mediante el
siguiente algoritmo gréafico.

PRI
s

Una vez calculado x; podemos llevar este valor sobre el gje X
para calcular x, y asf sucesivamente. El mismo efecto se logra si
en lugar de llevar los sucesivos valores sobre el eje X se utiliza la
diagonal del primer cuadrante como se indica en la figura.
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{I. ALGUNAS CONSECUENCIAS DE LA
TEORIA DEL CAOS

1. Determinismo versus aleatoreidad

En el ejemplo a) de la primera parte hemos visto que para
ciertos valores del parametro L la poblacién de mariposas
evoluciona de forma cadtica, sin pauta aparente. Supon-
gamos gue registramos unos datos Xo, X1, Xa,... generados

mediante el algoritmo
Xier = f(Xi), con f = 4(1-x)x

;Coémo saber que se trata de una serie generada
mediante un mecanismo determinista, y no de una serie
puramente aleatoria? Si se supone que podemos medir
datos con infinita precision, existen procedimientos para
descubrir la ley determinista. Pero sabemos gue en la
practica s6lo se puede medir con una precision finita,
digamos de m digitos binarios. Por el caracter cadtico
del sistema dinamico que estudiamos, la indeterminacion
acerca de la posicion de x. crece en un digito binario con
cada nueva iteracién, de manera que al cabo de m itera-
ciones hemos perdido completamente toda informacion
acerca de la posible conducta del sistema. En estas con-
diciones la ley determista x.., = f(x.) se comporta de forma
completamente aleatoria si se observa al cabo de m uni-
dades de tiempo.

Reciprocamente, consideremos el proceso estocastico
correspondiente a tiradas repetidas de una moneda equili-
brada. El espacic muestral £ de este proceso es el de
todas las sucesiones de ceros y unos. En este espacio
muestral existe definida la aplicacién paso de! tiempo
T: Q — Q que a cada sucesion a = a,, a,, @, ..., 8, €{0,1},
hace corresponder la sucesion T(a) = @y, as, ay,... El sis-
tema dindmico X, = T(x) en Q es equivalente al sistema
dinamico x.., = f(x,) en [0,1] (en un sentido que puede
hacerse matematicamente preciso; la idea se basa en
representar ) en el intervalo unidad interpretando las
sucesiones de ceros y unos como expresiones binarias de
nimeros reales). Si se conocen los m primeros digitos de
?(o, al cabo de m iteraciones habremos perdido toda la
informacion inicial, y no tendremos ninguna informacion
acerca de la conducta del sistema, como ocurria arriba. Si
conocemos todas las cifras de x,, entonces conoceremos

1. Matematicas de ahora y enseiianza de las Matematicas

exactamente x. para cualquier k, y el sistema es perfecta-
mente determinista. Mientras que el sistema de May X =
f(x) era tradicionalmente considerado como determinista,
el proceso estocastico de tiradas repetidas de una
moneda equilibrada es el ejemplo mas clasico de un pro-
ceso aleatorio. La equivalencia de ambos, puesta de mani-
fiesto por la teoria del caos, hace tambalear los conceptos
tradicionales de determinismo y aleatoreidad.

2. Las matematicas ;Una ciencia
experimental?

Los sistemas cadticos son intrinsicamente aleatorios. Su
conducta no puede ser prevista, ain cuando se conozca su
ley de evolucion. ;Cémo estudiar estos sistema? La teoria
ergédica muestra que podemos aprender de los sistemas
dindmicos a partir de su observacion, lo que establece una
conexion clara entre las matematicas y otras ciencias expe-
rimentales, particularmente la fisica. La teoria del caos es de
hecho un area compartida por fisicos y matematicos, y en
ella la investigacién empirica, mediante el uso del ordena-
dor, ha jugado un papel clave.

El analisis clésico de sistemas dinamicos buscaba la obten-
¢cién de expresiones analiticas de la funcién f de un sis-
‘~ma, que permite, dada la condicion inicial X, del mismo,
= ofencion de su estado al cabo de k unidades tempora-
ws X, = fofo...of(x,) = f(x). Pero esta tarea es en general
imposible si f es no lineal. Sin embargo la aparicicion del
ordenador hace posible de forma sencilla el calculo iterativo
de f (x°). De la observacién de una sola érbita x,, X, X5, ...,
puede en muchos casos deducirse propiedades genéricas
de las 6rbitas del sistema. Ello ha proporcionado un
impulso definitivo al estudio de los sistemas dindamicos no
lineales, que es de hecho lo que ha originado el naci-
miento de la teoria del caos. La investigacion actual en
este area incorpora la experimentacion como fuente de
conocimiento. Las matematicas pasan de ser una ciencia
deductiva a incorporar sistematicamente mecanismos
inductivos para la formulacion de conjeturas. No sdlo esto,
sino que ademas la experimentacién en matematicas
resulta ser incluso mas accesible que en otras ciencias, al
basarse en tecnologia electrénica y no mecénica o qui-
mica, como en el caso de la fisica y de las ciencias de la
naturaleza @
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Este algoritmo grafico nos permite encontrar de forma inme-
diata los estados de equilibrio de la poblacién. Ensa-
yando con diferentes valores del pardmetro Ll se puede
descubrir con sencillos procedimientos graficos que una
gran variedad de conductas son posibles, desde conver-
gencia asintética hacia los estados de equilibrio, hasta
convergencia asintética a regimenes periodicos de 6rdenes
2, 4, 8... Para ciertos valores del parametro L, como por
ejemplo, para [L = 4, el sistema entra en régimen cadtico:
No hay convergencia hacia ningun estado de equilibrio ni
hacia ningun ciclo periédico; por el contrario el sistema
evoluciona aparentemente -sin ninguna pauta regular de
conducta.

b) Calculo de raices cuadradas usando
sistemas dinamicos

Presentamos aqui una aplicacion de la teorfa del cacs a un
problema de célculo gue resulta muy adecuada para la
experimentacion en el aula.

La teoria del caos parte, como en el ejemplo anterior, del
estudio de la evolucion de sistemas dinamicos en que el
estado x.. del sistema en un periodo se obtiene mediante
la ecuacion

Xie1 = f(xk)!

donde f es cierta funcion, llamada la ley de evolucién del
sistema, que en general es no lineal. Los puntos de equili-
brio se caracterizan por la ecuacién f(x) = x. Un punto de
equilibrio & se dice globalmente atractivo si para cualquier
valor de X, se tiene x. — & Si ademas se sabe que f(€) =0,
entonces no solo el sistema evoluciona hacia ﬁ a partir de
cualquier condicion inicial, sino ademas lo hace de forma
extraordinariamente rapida. Se dice entonces que & es un
punto superatractivo. Como ejemplo de aplicacién, consi-
derar la funcion

fX =L+L
) 2x 2

definida en R’ y el sistema dinamico asociado, .. = f(xJ). Se
comprueba inmediatamente que ¥C es un punto fijo, gque
es globalmente atractivo. Ademas se tiene f'(vc)=0 de
forma que se trata de un punto superatractivo. Para calcu-
lar ¥C basta tomar cualquier x, y entonces X, —> § La con-
vergencia es tan rapida que para obtener 36 cifras
decimales de aproximacién a ¥3 tomando X, = 2, bastan
tan solo cinco iteraciones. Este ejemplo es ideal para el
trabajo en el aula con calculadoras de mano. También
puede ser programado muy facilmente por computador.
Con ideas analogas pueden fabricarse otros algoritmos
para realizar iterativamente otros célculos.

1. Matematicas de ahora y ensefianza de las Matematicas

c) Solucién iterativa de problemas
geométricos

Se tiene una curva convexa y cerrada C, y un triangulo T.
¢Es posible construir un triangulo con lados paralelos a los
de TeinscritaenC?

Este problema admite una formulacion y solucion dinamica,
que da lugar a un bonito algoritmo gréfico. Para ello llama-
mos a, b, ¢, a los lados del triangulo T. El lado a define una
aplicacion p.: C — C que a cada punto x de C hace corres-
ponder la interseccién de la recta paralela a a y que pasa
por x con la curva C. Andlogamente definimos py'y pe. La
composicion de las tres aplicaciones, f = p. o ps o p.define
un sistema dinémico

Xis1 = f(Xk)

Supongamos que Z:, es un punto fijo, es decir, tal que

E=(E) = peopsopa (§)

SN N
s ~ i L
W WA
,,,»,x’a.%m

Las rectas que unen x con p ({;), P. (&) CON P {Pa (E_,)) y
P (P- (é)) con C, son paralelas a los lados de T y cierran
un triangulo, fuego son solucion del problema. Puede pro-
barse por medios elementales que el problema admite
dos soluciones exactamente. Para buscar graficamente
estas soluciones se toma un punto arbitrario X, y se cons-
truye la orbita X,, Xz, Xs,...Considerando g ="y su sistema
dinamico asociado x... = g(x.) se puede obtener la otra
solucion.
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2. Concepciones epistemologicas de las
Matematicas y de su ensenanza

MODAS Y CREENCIAS EN EPISTEMOLOGIA MATEMATICA,
SU RELEVANCIA PARA LA DIDACTICA

XXXIX.-"He creido deber mio distinguir
esos idolos que obsesionan la inteligencia
humana aplicandoles estas cuatro
denominaciones (con el fin de que se
comprendan mejor): idolos de raza
(prejuicios de la especie), idolos de antro
(prejuicios del individuo), idolos del foro
(prejuicios del lenguaje), e idolos del teatro
(prejuicios filosoficos)”.

(F. BACON, Novum Organum,16).

;e querido empezar con esta cita de BACON, para

¥ poner de manifiesto con lenguaje clasico algo de lo

gue vamos a desarrollar en esta exposicion, si bien

aqui.nos centraremos en los dos Ultimos: los prejuicios del
lenguaje y los filoséficos.

Cada _gener_a_cién, segun el contexto socio-histérico que le
toca vivir, y en nuestro caso, cada generacion de matemati-
€Os usa determinadas palabras con prejuicios: las palabra
‘conjunto’, ‘categoria’, hace algunos afios; expresiones como
la certeza matemética’, ‘demostracion deductiva’,..., hoy.
Dejando a un lado las historias personales que hayan podido
llevar a esos prejuicios, se dan determinados fendmenos
sociales en las comunidades matematicas que hacen que
haya modas, tanto en aceptar y valorar, como en cuestionar
yrechazar. Y si bien los fendmenos de la moda tienen que ver
con el exito de algunos conceptos, estructuras o sistemas,
también incluyen otro factor menos evidente que se corres-
Ponde con los Idolos del Teatro, y que aqui vamos a tratar
COmo Creencias en torno a la matematica, a los objetos de los
Que trata y al conocimiento mateméatico en cuanto tal.

No hay mucho Qque argumentar para evidenciar que las
Imodas generadas por los /dola, constituyen factores rele-
vantes para las concepciones didacticas y para el trabajo
del profesor de Mateméticas en el aula. Tampoco, espero,
-__-_'_‘_‘—~—~—\_\_

L =

Camino Cafon
Universidad Pontificia de Comillas. Madrid

necesita muchas razones el poner de manifiesto cémo las
creencias basicas del profesor, que no son ajenas a las
que reinan en su contexto, condicionan su propio quehacer.
El propio texto del BOE sobre la ESO en Matematicas, en su
introduccién dice lo siguiente:

“Las Mateméaticas deben mucho de su prestigio académico
y social al doble caracter que se les atribuye de ser una cien-
cia exacta y deductiva. La cualidad de la exactitud sin
embargo, representa sélo una cara de la moneda, (...) De
modo semejante, la tradicional idea de las matematicas como
ciencia puramente deductiva, idea ciertamente valida para el
conocimiento matematico en cuanto producto desarrollado y
ya elaborado, ha de corregirse con la consideracion...”

En lo que sigue, veremos en primer lugar, el sentido en el que
aquf hablamos de creencias, para pasar después a exponer
de qué manera en el transcurso del tiempo desde Grecia
hasta nuestro presente se han configurado esas creencias,
se han cuestionado, se han abandonado y recreado otras
nuevas. Por Gitimo nos preguntaremos ¢,cuéles son hoy nues-
tras creencias?, las que estdn de moda, y las que a cada cual
en el aula con la puerta cerrada de hecho te acomparian.

IDEAS Y CREENCIAS EN EL SENTIDO DE
ORTEGA

“La creencia es —dice Ortega— certidumbre en que nos
encontramos, sin saber cémo ni por dénde hemos entrado
en ella."”

“No llegamos a ellas tras una faena del entendimiento,
sino que operan ya en nuestro fondo cuando nos ponemos
a pensar sobre algo” (Ibidem). En la literatura reciente
sobre el aprendizaje de la Matematica, las investigaciones
sobre la influencia de las creencias ocupan un lugar des-

J. Ortega y Gasset, Ideas y creencias. Editorial Nacional, 82 Edicion, p. 17

— 27 —



Vit~ JAEM

Mesa Redonda

1. Matematicas de ahora y ensefianza de las Matematicas

INNOVACION EN MATEMATICAS Y ENSENANZA
DE LAS MATEMATICAS

Coordina:
Tomas Recio

Cuestionario para participantes

1. 4C6émo se hacen las matematicas ahora?

2. ¢Como afectan las nuevas tecnologias al proceso de
creacion matematica?

3. ¢Qué consecuencias didacticas pueden extraerse de un
conocimiento mas detallado del proceso creativo actual?

4. Cémo se contemplan en este fin de siglo las grandes dis-

Participantes:

José Manuel Aroca, Carmen Corrales, Santos

Gonzalez y Juan Luis Vazquez

yuntivas: discreto-continuo, determinismo-azar, sintético-
analitico...?

5. ¢Qué relaciones guardan en la matematica de hoy las
grandes lineas de actividad: matematicas puras, aplica-
ciones tecnolégicas, ciencias de la computacién, mate-
maética fisica?

6. ¢Cudl habria de ser la proyeccién de los avances actuales
de las Matematicas sobre la ensefianza de las mismas?

Texto de Santos Gonzalez
Universidad de Oviedo

La Ciencia y la Tecnologfa estan teniendo un papel prota-
gonista en el cambio y modernizacién de la sociedad del
milenio que pronto va a comenzar. Y como siempre sucede,
las Matematicas estan jugando en este progreso un pape!
casi decisivo tanto en la consolidacion y desarrollo de dichos
avances como en la esperanza de que otros hitos vean
pronto su luz. Es por ello que el papel de todos los protago-
nistas reales: docentes, investigadores, Centros, autoridades
académicas, editoriales e incluso medios de difusion, debe
contribuir a un desarrollo armonico de tales avances y a
que los mismos sean asimilados por los alumnos y fa socie-
dad en general de una forma 6ptima, modernay eficaz.

Los avances de la Ciencia se producen hoy dia a ritmo ver-
tiginoso 1o que conileva un enorme esfuerzo de actualizacion

permanente entodas las esferas de la ensefianza y mas ain’

en Mateméticas. Contrasta obviamente, con la evolucion y
desarrollo en otras etapas de la historia. Asi, por ejemplo, del
Neolitico a la Imprenta el lapso es de 9000 afios pero ahora
las transformaciones en curso pueden no precisar mas de

quince afios. Y en todos estos procesos de transformacion’

estd presente la Matematica, cada vez mas utilizada en la

Industria y en las empresas de servicios. Todos los sectores.
necesitan de ella: la Medicina, la Economia, la industria aero- «

espacial, ta Informatica, las Telecomunicaciones, la industria
automovilistica, la Musica, el Arte, etc.

Sin duda, como Emma Castelnuovo hace notar en su obra

Didéctica de la Matematica Moderna, pag. 64:

...la ensenianza de temas cientificos (y puede afadirse téc-
nicos) presenta problemas diddcticos importantes que estan
estrechamente ligados con la ensefianza de las matemati-
cas, por lo que es necesario examinar 1as relaciones entre
ambas ..., y como mas tarde reconoce, ... la educacion
cientifica debe tener como finalidad hacer pasar de una
vision magica, sobrenatural, de las cosas que nos rodean a
un conocimiento objetivo y a un sereno juicio de los fend-
menos naturales; debe ser un continuo ascenso en el arte

‘de saber observar.

Por ello es necesaria una puesta a punto serena y perma-
nente de los conocimientos y un intento, no facil, de hacer
llegar a los alumnos esos avances del desarrollo matema-
tico y de sus numerosas aplicaciones en fa sociedad actual.
Asf sucede, por ejemplo, con el fendémeno de la codificacion
y.criptografia que cada veztiene mas auge y mas implica-
ciones en aspectos que llegan muy de cerca a la sociedad
en.este momento. Introducir de forma inteligible a los alum-
nos éstos y otros numerosos temas que escapan de este
rapido resumen, constituye una necesidad y un reto de ta
comunidad matematica actual. El papel del mateméatico
cobra cada dia mas fuerza. Un reciente y recomendable
articuio, Los Bancos de la City londinense se disputan a los
cientificos prodigio, publicado en The Independent y reco-
gido en EI Pais, 8-Enero-1995, pone de manifiesto este
importante papel de las Matematicas y de los matematicos
ante el fin de siglo. Dificil y apasionante pero, sin duda,
una gran responsabilidad para todos @

— 26 —
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cimiento que se denominé Matematicas, es obra de los
griegos. A ellos debemos pues la gestacion de Ias. ‘buenas
razones' con gue trataron de dar cuenta de esa realidad sor-
prendente que eran las Matematicas.

Dice Piaget que hay razones psicoldgicas que dan cuenta del
hecho de que sea posible utilizar durante mucho tiempo las
operaciones l6gico-matematicas sin tomar conciencia de su
existencia como operaciones. Esto explica que “las matema-
ticas griegas nacieran esencialmente realistas (o0, como ha
dicho Pierre Boutroux, ‘contemplativas’); es decir, proyectaron
en lo real los resultados de las operaciones, en lugar de refle-
xionar sobre éstas y manipularlas en su calidad de instru-
mentos moviles y libres de transformacion y combinacién.(...)
Por eso, también es indudable que la primera de las teorfas
épistemolégicas, que consistio en reflexiones de Pitagoras
acerca de la naturaleza de los nimeros, demostré ser cabal-
mente realista: de acuerdo con ese gran matematico, los
nimeros enteros constituyen los elementos de los objetos y de
las figuras, como si de algiin modo se tratara de atomos
espaciales, y ello sin la menor sospecha de que tales nime-
fos pudieran resultar de actividades, de operaciones o de
acciones propiamente dichas del sujeto mismo. Para el rea-
lismo, pues, el sujeto cognoscente no interviene en el cono-
gimiento: todavia no existe como sujeto activo, y se limita a
contemplar”.

En esta explicacion de Piaget se pone de manifiesto hasta
que punto lo gue las Matematicas sean pasa a ser integrado
dentro del acervo de creencias de una cultura, y en ella
SEQUn las pautas de la creencia se articularan razones para
comprender mejor la plausibilidad de esa creencia.

El realismo griego articula de modos diversos —especial-
‘mente los pitagoricos, Platon y el propio Aristoteles— eso
que algunos autores llaman realismo preteorético®: Si los
hechos matematicos son hechos, deben serlo acerca de
_algo; si las verdades matematicas son verdad, algo debe
hgcerlas verdad. Por eso, las matematicas se presentan
Primariamente como un conocimiento acerca de unos entes,
CUya naturaleza habra de ser muy especial para que el

saber acerca de ellos se constituya en theoremas, en con-
templacion, en theoria

No es este el lugar para hacer una presentacién de la filo-
‘soffa de Platon, pero me atreveré a eshozar algunos ele-
imeqtos Que permitan situar alguna de tas formas mas
airaigadas de las creencias en Matematicas, aquelias que
ESET_ Suele decir, el matematico posee en su mas celosa inti-
midad cuando trabaja, y de las que reniega en las charlas
de café con los colegas. Nos hacemos las preguntas

‘Sigulenites:

—_—

2. Concepciones epistemoldgicas de las Matematicas

1. Qué entiende Platdn por conocimiento matematico
2. Cémo concibe el acceso a él
3. Qué finalidades le asigna

1. Qué entiende Platén por conocimiento
matematico

En el célebre pasaje de la recta (Rep. 507d-511e), distingue
Platon entre doxa y episteme, a la que a su vez divide en
dianoia, conocimiento propio de la Matematica, y noesis,
propio de la Filosofia. La episteme esta orientada “hacia los
seres que No nacen ni mueren, antes son eternamente idén-
ticos e inmutables” (Filebo 59 b-d).

El mundo sensible lo crea el Demiurgo como una copia del
modelo matematico (Paradigma), haciendo también que el
tiempo se rija por las leyes de los nimeros.“Los razona-
mientos tienen un cierto parentesco con los mismos objetos
que explican” (Timeo 29b). Los razonamientos que se
refieren al Paradigma (dianoia) “se refieren a lo que per-
manece, a lo que es fijo y traslicido para el entendimiento”
asf pues deberan ser “fijos e indemostrables, y en la medida
en que es posible en los razonamientos del ser, deben ser
irrefutables e irrebatibles” (Ibidem, 29b-c).

Los razonamientos que se refieren a la copia del modelo, es
decir, los que se refieren al mundo sensible y se basan en
observaciones de los sentidos, conducen a resultados que
estan lejos de conllevar certeza, son sélo verosimiles: “no
somos mas que hombres, de manera que en esas materias
nos basta aceptar una narracion verosimil y no debemos
buscar mas”(lbidem, 29d).

2. Como concibe el acceso a él

El camino de acceso al conocimiento matematico es la
reminiscencia (Fedon 74 b-d) conducida por el arte de la
mayéutica, como el célebre pasaje del Mendn, 81e-86¢, en
que el esclavo conducido por las preguntas de Socrates,
bajo la Gnica condicion de entender el griego, llega a pro-
bar que la diagonal del cuadrado de lado 2 pies es incon-
mensurable con fa longitud del lado.

El lenguaje es un medio cuya relevancia Platon matiza en
diversos pasajes. En este del Menon, lo muestra como vehi-
culo necesario para acceder al conocimiento matematico,
pero el lenguaje es a menudo un camino enganioso (Repd-
blica vii; 527a-b) porque hablamos de acciones como ‘cor-
tar’, ‘afiadir’,... que realizamos sobre las imagenes
empiricas de los objetos matematicos; los objetos son rea-
lidades de otro mundo y a ellos no se les aplica sino meta-

foricamente ese lenguaje. Por otra parte, el lenguaje

7. i y
J. Piaget, Naturaleza ¥ Métodos de la Epistemologia, Ed. Proteo, Buenos Aires, 1970, p. 27.
8. P Maddy, 1990 p. 1.
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proporciona elementos convencionales, imprescindibles
para llegar al conocimiento (carta vii 342d)

3. Qué finalidades le asigna

La finalidad primera del conocimiento es la contemplacion
del Ser, por eso la Matematica le ser4 indispensable al gue-
frero, no sdlo “para entender algo de cémo debe ordenar el
ejército”, sino “si quiere ser hombre” (cfr. Repdblica vii; 524a).

Para conocer el mundo por otra parte, el conocimiento del
Paradigma que eligi¢ el Demiurgo para crearlo, es el tnico
camino seguro, los demas sélo son aproximaciones verosi-
miles. Esta conviccién de Platén fue fuertemente criticada
por Aristételes que veia en ella una negacion del camino de
la ciencia natural.

Para los usos de la vida corriente Platén considera que lo
que se aplica no es la ciencia matematica, sino un saber
que no le merece otra calificacion mas que ‘matematica
del vulgo’ (Filebo 56¢).

Hasta aqui y de manera somera esta aproximacién a la
vision que Platon transmite acerca de las Mateméticas, y
Que va a marcar decisivamente toda Ia reflexién que se
haga sobre el tema. Como decia Piaget en el texto citado,
la Matematica es realista: hay unos objetos a los que acce-
demos contemplativamente por el camino de la reminis-
cencia que requiere el apoyo de lenguajes diversos y a
Veces equivocos, y cuyas relaciones y propiedades apa-
recen expresadas en proposiciones cuyo caracter no
puede ser otro que necesario y universal: nada empirico
puede refutarlas, su verdad al referirse a entes que existen
siempre y permanecen, esta mas alld de los sujetos que las
piensan y de las culturas que las reconocen. Esta herencia
esta incrustada en el nticleo mismo de las creencias de
nuestra civilizacion occidental y una buena parte de la his-
toria de las ideas en torno al conocimiento mateméatico
puede articularse en como se ha asumido o rechazado
esta creencia. Pasamos a decir algo de ello en lo que
sigue.

LA CREENCIA EN LA MODERNIDAD

El giro copernicano que supone la modernidad para la epis-
temologia sitta al sujeto en el centro de Ia actividad del
conocer; cuales sean sus relaciones con el objeto conocido,
si lo descubre o lo crea, si lo construye o lo reduce a otros
objetos mas basicos o al lenguaje mismo, seran variantes
que se dan segun los autores que piensan sobre el tema.
Pero esta aproximacién comin estd hecha desde un
referente también coman: la conviceion, la creencia de que
el conocimiento matematico es un conocimiento cualitati-
vamente distinto de los demas tipos de conocimiento. El
mismo empirismo en sus etapas iniciales reservara para el

2. Concepciones epistemoldgicas de las Matematicas

conocimiento matemético un lugar dificilmente aislable del
terreno de lo cierto.

Al'igual que las demas cuestiones objeto del filosofar en
esta etapa, también la matematica fue tratada de distinto
modo por las dos grande corrientes racionalista y empi-
rista en los siglos XVl y XVIII. Y también Kant, al igual que
sucede con ofras grandes cuestiones, aportara un avance
de sintesis que posibilitara suelo filosofico a los intuicionis-
mos y constructivismos derivados de aquél, ya en nuestro
siglo. Presentaré en primer lugar, algunas ideas de Leibniz
enrelacion con Descartes y otras que expresan su relacién
y distancia con el empirismo, en particular con Locke.

Leibniz construye sobre la herencia de Descartes, tanto en
Matematicas como en Filosofa. Es contemporaneo de New-
ton y creador/descubridor del Calculo Infinitesimal inde-
pendientemente de él, que Voitaire Caracterizara casi un
siglo después como “el arte de nombrar y medir exacta-
mente una cosa cuya existencia no puede ser concebida’”.

Con Descartes comparte la creencia en el caracter cierto del
conocimiento matematico y el innatismo de las ideas mate-
maticas. Sin embargo, se distancia significativamente de ¢l
en la fundamentacion del propio quehacer y en particular en
Su concepcion del infinito. Lo claro y distinto cartesiano deja
paso ahora a la creencia en el orden de algo que se presenta
oscuro pero continuo: la claridad de una idea es indepen-
diente de la existencia de una imagen de la misma. También
la concepcion estatica cartesiana deja paso a una concep-
cion dindmica posibilitada por el principio de continuidad,
que “permite considerar el 'eposo como un movimiento infi-
nitamente pequefio (es decir como equivalente a una espe-
cie de su contradictorio), y la coincidencia como una
distancia infinitamente pequena, y la igualdad como la itima
de las desigualdades, etc.” (Carta a Varignon, 2-2-1 702). El
infinito es asi el rey y el origen del dinamismo matemético
regido inicialmente por dos principio metafisicos: continuidad
y orden que el trabajo tenaz de generaciones de matemati-
€os han conseguido domesticar i—al mencs en parte—!

Pero si el quehacer matematico lleva a Leibniz a trabajar con
ideas no claras y distintas, no le lleva sin embargo a abdi-
car del caracter necesario y universal de las proposiciones
matematicas: analiticas, eso si, en la mente de Dios, y solo
virtualmente analiticas en cuanto producto histérico. En
cuanto tales, en cuanto productos del quehacer racional
humano, histéricos y perfectibles, pero su caracter de ver-
dades de razén y no de hecho, con fundamento en las
ideas innatas, independiente por tanto de nuestros sentidos,
las hace ciertas.

El empirismo también diferenciaba dos tipos de verdades,
las matematicas correspondientes a relaciones de ideas, y
las correspondientes a relaciones de hechos. En las dos
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intervenian los sentidos, y por ende la certeza no quedaba
asegurada en ningun caso. No obstante hasta Mill a mitad
del XIX, no hay una articulacion critica gue sitle netamente
el conocimiento de la Matematica en la misma arena gue el
conocimiento de las ciencias naturales.

Como hemos dicho anteriormente, es Kant quien se ocupa de
ofrecer una aportacion de sintesis que supera estas visiones
y que mantiene la validez de la vieja creencia griega en la cer-
teza del conocimiento matematico y en el caracter necesa-
rio y universal de sus proposiciones. La conocida propuesta
de Kant de considerar los juicios matematicos como ‘sintéti-
cos a priori’, proporciona un nuevo referente para quienes
después de él se han ocupado de revisar criticamente las
creencias de que venimos hablando. La Matematica res-
plandece como obra de la razon que vuela por sus dominios
como una paloma por un aire sin rozamiento alguno.

El empirismo inglés reaccionara ante Kant, como habia
reaccionado anteriormente ante Descartes. Joh Stuart Mill
se echa a sus espaldas la ardua tarea de mostrar que no
hay tal cosa como el lamado conocimiento cierto, y que el
apriorismo kantiano resulta ser una justificaciéon més, a la
gue no le resulta suficiente la actividad psicohistérica del
sujeto que conoce y produce conocimientos.

Para Mill no hay proposiciones necesarias. La necesidad es
una creencia basada en el habito que se ha ido generando
a través de generaciones y asentando asi verdades de
observacion construidas con la ayuda del principio de aso-
ciacion. De ver un balén y un globo y 1a luna llena, hemos
ido aprendiendo a ver un objeto al que hemos denominado
esfera. La evidencia de los postulados y definiciones se
reduce a esta ‘evidencia heredada’, y el método deductivo
que constituye un salto cualitativo en el modo de hacer
ciencia, estd asentado sobre una ‘inferencia aparente’, pues
no otra cosa es la deduccién, ya que el estatuto de infe-
rencia le corresponde Unicamente a la induccion. La deduc-
¢ibén no es otra cosa que un proceso de inferencia inductiva
abreviada. Esta revision de la creencia esta presente hoy en
muchos autores, y en particular en jos que preconizan la
‘pérdida de la certeza’.

PUNTO DE INFLEXION Y POSTMODERNIDAD

El punto de inflexién en las creencias o constituye la revo-
lucién epistemolégica producida por la aparicién de las
geometrias no euclideas. La reaccion en los medios mate-
maticos fue unanime: encontraremos una roca firme que
asegure de una vez por todas que la aritmética es el
reducto de la creencia que sostiene el caracter necesario
y universal de las proposiciones y la certeza de su conoci-
miento. Logicismo, formalismo e intuicionismo fueron tres

2, Concepciones epistemoldgicas de las Matematicas

empresas ingentes sostenidas por hombros de gigantes.
Los subproductos que aportaron no sélo a la Matematica,
sino a la Filosofia fueron de extraordinario valor, pero la
roca firme no estaba bajo las arenas movedizas de las
paradojas.

“Nosotros no conocemos, solo conjeturamos”, es una céle-
bre frase de Lakatos cuya significacién se inscribe en ese
gozne con las escuelas de busqueda de fundamentos y con
la nueva trayectoria iniciada por Popper de dejar atrés fa
pregunta por las condiciones de posibilidad del conoci-
miento, para hacerse la pregunta por el cémo del avance de
la ciencia. La obra de Lakatos marca el despegue de otro
horizonte en la filosofia actual de la matematica en que la
creencia heredada se ha transformado en perplejidad y la
conviccion de que no cabe la certeza ha ocupado en
muchos el lugar de la vieja creencia.

La literatura de los afios ochenta ha ofrecido titulos y estu-
dios sobre los modelos de avance de la ciencia que més
cuadran a una interpretacién de la Historia de la Matema-
tica que tenga en cuenta el caracter acumulativo de sus
resultados. Wilder ofrece un modelo evolutivo regido por
veintitrés leyes, Kitcher por su parte, inspirdndose en el
modelo revolucionario kuhniano toma de él el avance por
paradigmas, rechazando la inconmensurabilidad de las eta-
pas, Lakatos ofrece el modelo de zig-zag, de pruebas y
refutaciones para la etapa de génesis de las teorfas. Todos
ellos, revelan una posicion distante respecto de la creencia
heredada, siendo quizas Wilder el que més cabida da a la
dimensién de sociologia de la ciencia, y consiguientemente
a la entrada de una posicion relativista en lo que habia sido
el reducto de la certeza del conocimiento.

Por mi parte, no quiero renunciar ni a la dimensién histérica
del quehacer, ni a la consideracion de necesidad formal pro-
pia de los resultados de teorias maduras. No es éste el
lugar para exponer con detalle mi punto de vista. Baste
decir que hay elementos complejos en la creencia heredada
que necesitan revision, pero que hay dimensiones de la no
arbitrariedad del conocimiento matematico para cuyo aban-
dono no encuentro razones, y me ha parecido en cambio
haberlas encontrado para sus sostenimiento.®

Queremos terminar estas paginas recogiendo algunas de
las preguntas que hoy no podemos ahorrarnos y gue son
relevantes para el quehacer didactico en el aula. Son las
preguntas acerca de nuestras creencias por el rigor, por el
caracter de las demostraciones, de las definiciones, por el
papel que otorgamos a la utilidad y a la armonia como fac-
fores de validacién de un resultado. Son cuestiones cuya
respuesta condicionara el modo de hacer, el modo con-
creto de ensefiar, y sobre ellas podemos dialogar B

9. He expuesto estas ideas en la Ultima parte de mi libro: La Matematica: Creacion y Descubrimiento. Univ. P. Comillas, 1993.
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tacado®. Douglas® B. McLEOD, en un estudio sobre la
influencia de los afectos —emociones, actitudes y creen-
cias— en la educacién matematica®, diferencia cuatro ejes
en relacion a las creencias: creencias sobre las Matema-
ticas, sobre uno mismo, sobre la ensefianza de la Mate-
matica y sobre el contexto social al que pertenencen los
alumnos. Aqui nos ocuparemos de las creencias del pro-
fesor respecto de las Matematicas. Dice a este respecto
HERSH®:

“Las propias convicciones de lo que es la Matematica afec-
tan a la propia conviccién de como deberia ser presentada.
La propia manera de presentario es una indicacién de lo
que uno cree gue es lo més esencial en ello... La cuestion
entonces no es ‘;cuél es el mejor modo de ensefar?’, sino
‘¢ de qué tratan reaimente las Matematicas?' ”

Existen en la literatura tipologias diversas en relacion a las
creencias respecto de la Matematica; recordemos a titulo de
ejemplo la que ofrece ERNEST (1988):

1. Vision dindmica de fa Matematica, como un campo de
creacion humana en continua expansion, en el cual se
generan modelos y procedimientos que son destilados
como conocimientos. La Matemética es algo abierto y
sus resultados permanecen abiertos a revision (pers-
pectiva de resolucion de problemas).

2. Vision de la Matematica como cuerpo estatico y unifi-
cado de conocimiento. La Matematica entonces séio
se descubre, no se crea (visiones platonistas).

3. Vision de la Matematica como una caja de herramientas.
La Matemadtica se hace acumulativamente en la medida
en gue hay objetivos externos a ella que puede ayudar
a lograr (visién utilitarista).

Thompson, que hace una presentacion detallada de las
investigaciones efectuadas para estudiar con precisién la
influencia de las creencias sostenidas por el profesor en su
modo de ensefiar, recoge también una sintesis de uno de
sus propios trabajos y afirma:

“A pesar de que la complejidad de la relacién entre concep-
ciones y practicas desafia la simplicidad de la relacion causa-
efecto, mucho del contraste existente entre la diversidad de
énfasis puesto por distintos profesores puede ser explicado
por su visién predominante respecto de la Matematica”.®

cfr. 1986, p. 13.
cfr. o0.c. pp 575-596.
cfr. 1986, p. 13.

o0 s e

o.c., p. 119. Ef articulo sintesis mencionado esta en la pag. 132ss.

2. Concepciones epistemoldgicas de las Matematicas

Asi podemos decir que:

* uninstrumentalista ensefia de manera prescriptiva
enfatizando reglas y procedimientos.

* un platonista ensefia enfatizando el significado
matematico de los conceptos v la ldgica de los
procedimientos matematicos.

® un matematico que esté en la linea de resolucion de
problemas, enfatizara actividades que conduzcan a
interesar a los estudiantes en procesos generativos
de la matematica.

No se trata —al menos no es esa mi propuesta—, de enca-
sillar nuestras creencias en una tipologia, que como cual-
quier otra deja fuera muchos matices y reduce a perfiles
homogéneos aportaciones singulares y valiosas. Pero si es
importante caer en la cuenta de que nuestros modos de tra-
bajo en el aula tienen fundamentalmente que ver con nues-
tras creencias. O dicho de otro modo, lo que nuestros
profescres, también los de universidad, nos ensefiaron y su
modo de hacerlo, es inseparable de su propia concepcion,
de la que quizés algunos de nosotros hayamos tomado dis-
tancia, al modo como hemos tomado distancia de otras
creencias ‘en las que nacimos’ como diria Ortega, y que la
vida y el conocimiento nos han hecho explicitar y luego
abandonar o en otros casos corroborar.

Lo que sigue se orienta a ofrecer una panoramica sintética
de como se gestaron las creencias més arraigadas en torno
a la Matematica, y cuéles han sido las visicitudes a través
de las cuales esas creencias han entrado en crisis en nues-
tra época de pensamiento postmoderno, en que no sélo se
abandonan los grandes relatos, sino las certezas.

LA GESTACION DE LAS CREENCIAS

Uno de los puntos controvertidos entre los fildsofos que se
ocupan de la Matemadtica, es el llamado ‘la cuestién del ori-
gen'. ¢Nacieron las Matematicas en Grecia y lo hecho ante-
riormente por las civilizaciones antiguas era una actividad
empirica que preparé el terreno, pero que no merece la
misma consideracion que el producto racional logrado por
los pitagdricos? Kant serfa de este parecer. O bien, tenemos
que pensar que entre los dos momentos hay sélo una dife-
rencia importante, pero no un corte. Esta segunda posicion
serfa la sostenida por las corrientes empiristas. Sea la que
sea la representacion del origen que adoptemos, hay un
hecho en nuestra civilizacion occidental que es el que ahora
nos importa: hacer objeto del filosofar ese dominio del cono-

Ver p.e. el articulo sintesis de Alba G. Thompson, de la Universidad de San Diego. Cfr. o.c. pp 127-145
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a) Por una parte, tanto en los profesores que llamaremos A
y B, como en la profesora C observamos una clara ten-
dencia a relacionar la RP y los conocimientos mate-
maticos de una forma unidireccional, con el énfasis
exclusivamente centrado en éstos. Asi, por ejemplo, los
indicadores utilizados nos permiten afirmar gue el pro-
fesor A cree que:

¢ | aidea de problema conlleva inevitablemente referen-
cias a conocimientos matematicos y la idea de reso-
lucion de problemas esté intrinsecamente relacionada
con la «manipulacién adecuada de los datos» a par-
tir de una actitud operativista o mecanicista.

Un problema puede servirle para motivar o atraer el
interés del alumnado, o para evaluar la adquisicion de
determinados conocimientos, o para “repasar’ cono-
cimientos anteriores.

Los problemas siempre deben ser propuestos al final
de los temas estudiados, con la finalidad de que pue-
dan “aplicarse los conocimientos adquiridos”.

La capacidad de resolver problemas, a pesar de con-
siderarla innata, esta muy relacionada con la profun-
didad y cantidad de conocimientos matematicos
aprendidos.

¢ Un objetivo importante suyo es evidenciar la resolu-
cién de los problemas propuestos, para que asi los
alumnos y alumnas “aprendan’.

¢ Es indispensable. que los conocimientos matemati-
cos implicados en la resolucién de un problema y el
proceso de resolucion en sf mismo sean aquellos
esperados por el profesor, aguellos en los que el pro-
fesor ha instruido a sus alumnos y alumnas.

Ademas, el estudio ha detectado otros aspectos interesantes
y diferenciables en las creencias de los profesores By C:

¢ En el profesor B se detecta una importante influencia
de una creencia que podrfa resumirse en la siguiente
frase: «no debe dificultarse al alumnado la posibilidad
de aprobar la asignatura»; esta creencia influye direc-
tamente en reforzar su idea de que «los problemas
deben ser puestos al servicio de los conocimientos
matematicos», en la medida en la que asf puede
estandarizarse el trabajo en el aula.

* |a profesora C defiende a menudo posturas basadas
en una creencia no estudiada (ni tan siquiera relacio-
nada propiamente con las matematicas) que resulta
ser una actitud vital suya de «superacion, autocon-
fianza, insistencia,...»; sin embargo esta creencia,

2. Concepciones epistemoldgicas de las Matematicas

que muy posiblemente incide positivamente en
aspectos afectivos relacionados con el trabajo con
problemas en el aula, no modifican su opinién de que
los problemas deben ser reducidos a no-problemas.

b) Por otra parte, el profesor que Hlamaremos D manifiesta
un conjunto de opiniones y creencias, coherente inter-
namente, en torno a lo que cree que debiera ser el trabajo
con problemas en el aula; creencias que podriamos
representar, en el marco anteriormente descrito, con una
cierta tendencia a entender los problemas como «hetra-
mientas para favorecer el pensamiento matematico»;
sin embargo continuamente hace referencias a limitacio-
nes de tipo pragmatico en el sentido de que «de
momento, hoy por hoy, sin renunciar a mis principios,
2qué puedo hacer?. Asi, por ejemplo:

¢ Su idea de problema incluye fuertes referencias al
término situacion, y prevé la posibilidad de un carac-
ter abierto; su idea de RP pasa necesariamente por
una fase exploratoria.

¢ Observa mltiples finalidades en la RP.

* Propone problemas en cualguier momento y bajo
cualquier pretexto.

¢ Cree que uno de sus objetivos es presentar lo que é!
llama distintas «lineas de actuacién» para la resolu-
cién de problemas, insistiendo muy claramente gue lo
diferencia de los términos mecanismos o conoci-
mientos matematicos.

Provoca que se discutan siempre los problemas en
grupos, e insiste muy especialmente en que no sirve
de nada «observar buenas resoluciones».

Cree gue no se debe supra-valorar unas vias de reso-
lucién respecto a otras, ni Unos conocimientos mate-
maticos implicados respecto a otros.

Sin embargo, como hemos dicho, en <«la clase de hoy»
reconoce no tener resueltos un conjunto de aspectos tras-
cendentales como son: trabajar de manera efectiva pro-
blemas abiertos, valorar los avances en el aprendizaje de
estrategias, y por supuesto coordinar estrechamente un tra-
bajo de este tipo en el curriculum de matematicas. Y esto le
provoca inseguridad; y un buen nimero de contradicciones.

3. Un reflejo de estas concepciones:
la estandarizacion de los enunciados

Estos sistemas de creencias en torno a la idea de problema
y al papel que éstos deben jugar en la educacion matema-
tica conducen a los profesores a un conjunto de decisiones
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: PROBLEMAS DE MATEMATICAS? ;PARA QUE?
& ¢
Una contribucion al estudio de las creencias de los profesores/as y alumnos/as

1. Introduccion

La trascendencia del papel de la resolucion de problemas
(RP) en la educacién matematica ha sido recogida y anali-
zada ampliamente en la mayoria de los grandes Proyectos
Curriculares e Informes de los ultimos 20 arios.

Sin embargo, cabe preguntarse hasta qué punto y desde
qué perspectiva el profesorado concibe esta trascendencia
en el papel de la RP. Por supuesto debemos reconocer que
en el lenguaje habitual en el aula se habla més a menudo
de «obtener la solucién del problema» que de «enfrentarse
a él», se habla mas a menudo de «organizar los datos del
enunciado» que de «analizar la situacién planteada», de
«comprobar el resultado» que de «explorar situaciones
parecidas 0 mas generales», etc.

En la medida en la que estos tdpicos del lenguaje respondan
a creencias arraigadas en el profesorado, es razonable pensar
que los problemas no pasan de ser ilustraciones de los cono-
cimientos matematicos y que la RP es importante sélo en la
medida en la cual «se pone al servicio de éstos» y no al revés.

Esta hipdtesis es la que se plantea en un estudio (Vila, 1995),
del cual son aqui presentadas las conclusiones, sobre algu-
nas concepciones en torno a la idea de problemay a su fina-
lidad en la educacién matematica.

2. Algunas creencias de los profesores en
torno a la finalidad de la Resolucion de
Problemas en la Educacién Matematica

Actualmente no se pone en duda la gran influencia que sobre
la practica de la educacion matematica tiene el sistema de cre-
encias de los profesores en torno a las propias matematicas y
a su ensefanza/aprendizaje (A.G.Thompson,1984). En parti-
cular Kush y Ball (1986) identifican 4 visiones de «como deben
ser ensefiadas las matematicas»: la que pone el centro de
atencion en la construccion del conocimiento matematico por
parte del propio «aprendiz», fa gue lo pone en la conceptuall-
zacién de los contenidos, en 1a gjecucion de estos contenidos,
o bien en «la clase» primando aspectos afectivos.

Desde esta perspectiva intentaremos dibujar unos ejes de
referencia donde encuadrar las distintas visiones en torno

Antoni Vila Corts
1.B. Gabriel Ferrater. Reus, Tarragona

a la idea de problemay a su papel en la educacién mate-
matica, que nos permitan representar/identificar un rango
suficientemente amplio de sistemas de creencias.

En uno de estos gjes situaremos aquellas visiones que dan
a los problemas escolares un papel subsidiario a los con-
tenidos matematicos. Aqui encuadraremos tanto aquellas
visiones instrumentalistas de las matematicas (A.G.Thomp-'
son,1984), como aquellas que reducen el papel de los pro-
blemas al de «herramientas que permiten aplicar los
conocimientos matematicos», entendiendo que esta apli-
cacion no deja de poner el énfasis en los conocimientos y
por lo tanto no es més que una ilustracion de éstos. Estas
visiones suelen entender el aprendizaje desde la tradicion
conductista (imitacién de conductas, reproduccion del
saber,...), apareciendo intimamente asociadas a un modelo
observable de trabajo con problemas en el aula, aquel que
definiremos como «reduccion de los problemas a no-pro-
blemas».

En el otro gje situaremos aquellas visiones que entienden el
problema como una herramienta didactica para «favorecer
el pensamiento matematico del alumno», entendiendo el
término pensamiento matemético como lo describen Scho-
enfeld (1991) o, desde otras épticas, Douady (1986) o
Mason (1988). Un aspecto observable que caracteriza estas
visiones es el de que los problemas son tratados en el aula
a la vez «como objeto y como instrumento de estudio».

Bajo este marco de referencia fueron estudiados 4 profe-
sores de matematicas de 12 de BUP (Vila, 1995). Con la fina-
lidad de acceder a una imagen de sus creencias se disefio
un estudio gue permitiese describir el modelo de trabajo con
problemas en el aula a partir de indicadores indirectos. Asi,
la fuente de informacion se centré en las manifestaciones
efectuadas por los propios profesores (a partir de entrevis-
tas en profundidad y cuestionarios) en torno a: las «peque-
fias caracteristicas» o «pequefias decisiones» tomadas,
las justificaciones que daban a estas decisiones, su opinion
en torno a «casos limite» o directamente la expresion de sus
«postulados ideales».

Ei andlisis de esta informacién nos permite describir 2 per-
files distintos entre ios 4 profesores estudiados:
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tiempo en «hacer» que en reflexionar sobre el problema,
sobre lo que hacen y sobre para qué les sirve lo que estén
haciendo” (Callejo, 1994).

El estudio, disefiado y desarrollado en la linea previamente
abierta por Woods (1987) y M. Luz Callejo (1994), y efec-
tuado sobre la totalidad del grupo-clase de 12 de BUP de
cada uno de los 4 profesores estudiados, nos permite
constatar por una parte gue el alumnado identifica estre-
chamente la idea de problema con |a idea de preguntia,
con enunciado verbal, pregunta gue hace explicita referen-
cia a conocimientos matematicos, considerando ademas
que esta categoria de problema es intrinseca, no depen-
diendo del resolutor. Podriamos interpretar de los datos
obtenidos, que estos alumnos y alumnas supravaloran la
importancia del enunciado en la medida en la que en él
esperan encontrar claramente contexiualizado el problema
planteado, esperan encontrar también los referentes iden-
tificativos en cuanto al campo matematico en el que debe
moverse la resolucion y a los términos matematicos que
van a ser necesarios para efectuar los calculos necesarios.
Por lo tanto, al identificar el problema en estos términos, el
alumnado en general considera el problema tan solo como
una situacion escolar, que requiere un fratamiento escolar.
Asi, podriamos decir que la diferencia entre gjercicio y
problema radica, para ellos, en el hecho de que los pro-
blemas tienen enunciado verbal, y por supuesto los
referentes antes mencionados no son tan evidentes.

Tan solo entre los alumnos y alumnas del profesor D, encon-
tramos de forma significativa alguna referencia a la idea de
problema en términos de situacion, y relacionandole carac-
teristicas que lo diferencian de una simple ejercitacion o
aplicacion de conocimientos.

Por otra parte, y en cuanto a las creencias de este alum-
nado en general entorno a la RP, podemos concluir en pri-
mer lugar gue mayoritariamente esperan o pretenden llegar
a «aprender un método para resolver problemas»
(método del cual se ha captado la idea de que efectiva-
mente «debe existir y hay expertos, como el profesor, que
lo han aprendido»), y que este método podran dominarlo
en la medida en la que dominen los conocimientos mate-
maéticos. Estas creencias estan fuertemente arraigadas, a
pesar de que manifiestan (o quizas mejor, reivindican) que
hace falta también otro tipo de habilidades para resolver
problemas.

Otro aspecto también detectado (lo que constituye una
conclusién central del estudio) es la existencia de una
importante relacién entre la practica escolar y estas cre-
encias. Es entre los alumnos y alumnas de A, By C donde
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mas arraigadas estan las creencias anteriores, y es entre
los alumnos y alumnas de D donde menos. Sin embargo en
algunos items del cuestionario sobre creencias adminis-
trado al alumnado de la profesora C se observan claras
diferencias respecto a los casos Ay B; la interpretacion que
se ha dado a este hecho hace referencia mas a la actitud
personal® de la profesora en clase o en actividades de
tutoria que al modelo de trabajo con problemas ¢ a sus cre-
encias.

5. Un aspecto crucial: algunas de las
dificultades con las que se encuentran
los alumnos y alumnas al abordar
determinados problemas

Continuando en la linea de analizar la trascendencia que las
creencias del profesorado y sus consecuentes plantea-
mientos en el aula puedan tener en el aprendizaje de alum-
nos y alumnas, un ultimo objetivo del estudio fue el de
explorar algunas acciones de éstos ante determinados pro-
blemas, de manera que pudiésemos tener una imagen de
determinadas dificultades con las que pueden encontrarse
cuando abordan «auténticos problemas».

Con esta finalidad se disefié la fase del estudio en la que se
analizaron las resoluciones dadas por la totalidad de alum-
nos y alumnas de los 4 profesores estudiados a una colec-
cion de 8 cuestiones, aislando en cada una de ellas distintas
caracteristicas (frecuentemente presentes en problemas
abiertos o en situaciones-problema) siguiendo la linea de
estudios anteriores (NCTM,1981 y Puchalska-Sema-
deni, 1987). Se trataba de problemas con enunciados gue
hacian referencia a casos generales, que contenian una
evidente falta 0 exceso de informacion, que contenfan infor-
macién claramente contradictoria, que hacian referencia a
situaciones muy familiares pero imprecisas, ¢ gue proponian
la obtencién de un amplio conjunto de resultados admisibles
o incluso la determinacion de alguna regularidad en el con-
junto de soluciones.

El andlisis cualitativo de estas acciones explicitadas en las
hojas de resolucion (o implicitas en los célculos, represen-
taciones o comentarios anotados), y centrandonos Unica-
mente en la fase de abordaje (Mason,1988), nos permite
concluir gue las acciones mas frecuentes en la resolucion
de estos problemas son: no responder, efectuar célculos sin
ningln sentido, efectuar anotaciones sin continuidad, no
asumir que se esta delante de un problema de matematicas
respondiendo a partir de experiencias personales anterio-
res o de creencias sin relacion a las matematicas, variar el
propdsito del enunciado, .

2. Actitud personal, anteriormente mencionada, de espiritu de superacion, autoconfianza e insistencia.
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(en algunos casos incluso de forma inconsciente) en torno
a la tipologia de enunciados de las cuestiones que deben
ser propuestas en el aula.

Asi, los profesores A, By C, que consideran que la RP debe
moverse de forma subsidiaria a los conocimientos mate-
méaticos, necesitan una fuerte estandarizacion en los comun-
mente llamados «problemas»' que proponen a sus alumnos,
para poder centrar sus esfuerzos en conseguir reducirlos a
no-problemas. Entendemos por estandarizacion la inclu-
sion sistematica de referentes que facilmente puedan iden-
tificar diferentes aspectos: los procedimientos matematicos
adecuados para la resolucion, el nivel de respuesta espe-
rado, el contexto en el que se mueve el problema, ... Esto es
lo que permite que los problemas sean realmente «proble-
mas de aplicacién», que los alumnos s6lo deban centrar sus
esfuerzos en la aplicacion adecuada del procedimiento
matematico adecuado o del patrén de resolucion espe-
rado, y no deban pensar en qué procedimiento es éste,
dado que es evidente por la situacion en la cual el pro-
blema es planteado.

El analisis de cada una de las cuestiones contenidas en los
materiales didacticos utilizados por estos 3 profesores (cen-
trandonos exclusivamente en la unidades didacticas que se
mueven en el campo de la aritmética y el algebra), analisis
contrastado con sus opiniones al respecto, nos muestra
efectivamente que entre el 85% vy el 95% de las cuestiones
propuestas pueden considerarse gjercicios (destinados a
facilitar la mecanizacién/automatizacién/comprension de
los conocimientos matematicos), y la practica totalidad del
resto de cuestiones pueden considerarse problemas con-
textualizados.

Pero es que a su vez, para conseguir esta estandarizacion,
los mismos profesores reconocen que hace falta tomar un
conjunto de pequefias decisiones {explicitas o implicitas)
sobre los enunciados de estos problemas. Asi, atendiendo
a las caracteristicas de la informacién contenida en el enun-
ciado de las cuestiones verbales (los cominmente llamados
«problemas»), la practica totalidad son precisos, hacen
referencia a una situacién concretay no contienen ni exceso
ni falta de informacion. Por otra parte, también la practica
totalidad de estas cuestiones verbales proponen el calculo
0 la obtencién de un resultado numérico.

Con lo cual las caracteristicas de los enunciados de los
problemas que los profesores A, B y C, plantean en el
aula son una consecuencia de sus creencias, pero a la
vez, al ser un reflejo de ellas, pueden considerarse un
indicador mas.

2. Concepciones epistemoldgicas de las Matematicas

El caso del profesor D es distinto. Recordemos que el per-
fil determinado en el estudio lo situaba, aungue solo en
algunos momentos, cercano a la vision de problema como
«herramienta didactica para favorecer el pensamiento
matematico». También como consecuencia (y reflejo) de
este sistema de creencias, observamos que casi un 30%
de las cuestiones propuestas en el aula no pueden consi-
derarse gjercicios y serfan los cominmente llamados «pro-
blemas»; de éstos, la mitad pueden considerarse
«auténticos problemas»: problemas no contextualizados,
o bien situaciones-problema, o bien problemas de estra-
tegia. Por otra parte solo el 55% de los enunciados de
estas cuestiones verbales pueden considerarse estanda-
rizados, proponiendc también problemas abiertos, o pro-
blemas que hacen referencia a situaciones generales, 0 a
situaciones incoherentes, o bien conteniendo exceso o
falta de informacion. Es, a su vez, el Unico profesor estu-
diado que, de forma significativa, plantea cuestiones ver-
bales que tienen como propésito demostrar, explorar,
ejemplificar, obtener pautas, tomar decisiones,... Sin
embargo, el mismo profesor D reconoce que el hecho de
que proponga problemas de estas caracteristicas a sus
alumnos no garantiza (y éi lo duda) que haga un buen
uso de estas situaciones didacticas; estas dudas provocan
gue raramente proponga problemas de estas caracteris-
ticas en pruebas escritas.

4. ;Tienen realmente alguna
trascendencia estas concepciones y
estos modelos? Una exploracion de las
creencias de los alumnos y alumnas

Analizada la estrecha relacién existente entre las creencias
de los profesores y sus decisiones en cuanto a planificacion
del trabajo con problemas en el aula, incluyendo las carac-
teristicas de éstos, debemos plantearnos un aspecto cru-
cial: jqué trascendencia pueden tener estas creencias en
cuanto a la eficacia en el proceso de aprendizaje del alum-
nado?

En uno de sus objetivos, el estudio aqui presentado se pro-
puso efectuar una exploracién de algunas creencias de los
alumnos y alumnas en torno a la idea de problema y de
resolucion de problemas. Autores como M. Luz Callejo
(1994), expresan su conviccién de que determinadas cre-
encias pueden dar lugar a comportamientos que no ayudan
a los estudiantes a resolver los problemas con esperanza de
éxito. Por ejemplo, en la linea de las conclusiones anterio-
res, esta autora afirma que “si los estudiantes creen que la
resolucion de un problema sélo exige la aplicacién auto-
madtica y directa de saberes y habilidades, invertirdn mas

1. Realmente, desde nuestra 6ptica negamos la categoria deyoblemas a la mayoria de cuestiones asi planteadas a los alumnos; sin

embargo mantendremos este nombre como «cajon de sastre».
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Analizando detalladamente estas acciones y relacionan- las diferencias respecto a los otros grupos son mas signifi-
dolas con las creencias detectadas en estos mismos gru- cativas podemos hablar de resultados satisfactorios. Asi
pos-clase, podemos formular de manera razonable una pues, podriamos formular una dltima conclusién en la linea
hip6tesis explicativa: los alumnos buscan en los enunciados de la efectuada por Puchalska y Semadeni (1987) con alum-
de los problemas un conjunto de referentes habituales (con- nos de 7 afios: para conseguir una cierta efectividad, no es
sensuados explicitamente o implicitamente con el profesor, suficiente con el trabajo de forma aislada con problemas de
a partir de la practica escolar anterior) que les permitan por este tipo, tal como vemos gue se produce en el caso del
una parte descubrir cudl es el procedimiento matematico (o profesor D.

el campo de conocimientos) al cual hace referencia, y por
otra parte decidir la manipulacién més adecuada de los

datos contenidos en el enunciado; sin embargo estos 6. Una reflexion final

referentes no son hallados en estos enunciados, o bien son El estudio agui presentado nos ha mostrado un buen
hallados pero se trata de referentes inadecuados®, en cual- numero de conclusiones que cabe considerar de una cierta
quier caso, se intentan aplicar los «mecanismos» habitua- trascendencia en cuanto a sus implicaciones didacticas.
les, y al no «funcionar», o «funcionar de forma incompleta», Pero principalmente nos ha inducido a emitir unas hipotesis
el resultado es un blogueo, una accion incoherente, o una no menos trascendentes, hipétesis que deberan ser con-
«salida del problema» (por ejemplo, no asumiendo que se trastadas en posteriores estudios.

trata de un problema de mateméticas).
Estas conciusiones e hipdtesis nos llevan a considerar que,

Profundizando més en el analisis anterior, podemos formu- en el caso en el gue un profesor o profesora considere
lar tres nuevas conclusiones. En primer lugar, los datos importante® que sus alumnos y alumnas aprendan a enfren-
obtenidos en el estudio nos permiten establecer que no tarse a situaciones que les son totalmente desconocidas,
hay una clara relacién entre aguellas acciones que en cierta deberéa en primer lugar asumir, no miméticamente, que la
manera podriamos calificar de satisfactorias (0 que pueden Resolucion de Problemas debe jugar un papel intrinseca-
llevar a una fase de ataque efectiva) y las calificaciones de mente importante.
matematicas de 12 de BUP obtenidas por los alumnos
durante el mismo curso’. Esta conclusién tiene importancia Esta creencia deberéd quedar reflejada en su actitud en
en la medida en la que nos anticipamos a una hipotética clase, en la atmosfera creada en el aula, y en las decisio-
objecién a-las conclusiones del estudio, objecion que ven- nes tomadas en el disefio y desarrollo curricular en cuanto
dria formulada en términos de “estamos hablando no tanto a la pretension, entre otras, de conseguir en el alumnado
de problemas poco frecuentes en el aula, como de proble- un cambio cualitativo en sus creencias (sobre la idea de
mas mas dificiles que los habitualmente propuestos en el problema y de resolucion de problemas, sobre lo que se
aula; por lo tanto solo el alumnado mejor preparado tiene espera de ellos, y lo que ellos mismos deben esperar de
capacidad para enfrentarse a ellos con alguna garantia de la RP).
éxito”.

En caso contrario, no es facil que sea la educacion mate-
En segundo lugar, el hecho de haber trabajado en el aula con matica recibida la que capacite al alumnado a enfrentarse
problemas de estas caracteristicas (y por lo tanto bajo un mo- con garantias de éxito a «auténticas problemas», incluso al
delo de trabajo distinto, en algunos momentos, del que he- alumnado «mejor preparado», y en cualquier caso no nos
mos llamado «reduccion de los problemas a no-problemas») referimos al éxito solo en términos de «obtencion de la solu-
aumenta las posibilidades de desarrollar acciones satisfac- cion buscada», sino también desde una perspectiva de
torias. Este es el caso de los alumnos y alumnas del profe- tipo afectivo: «la satisfaccién con la tarea desarrollada
sor D. durante el proceso de resolucion»

Y finalmente, a pesar de la conclusion anterior, se ha consta- .
tado que no todos los problemas pueden considerarse f
abordados con un cierto éxito por los alumnos y alumnas del
profesor D; ni tan siquiera en aquellos problemas en los que

3. No olvidemos que se trataba de enunciados de problemas con caracteristicas poco o nada frecuentes en la experiencia anterior del alum-
no, como el mismo estudio habia detectado.

4. Los datos del estudio fueron obtenidos durante el mes de junio de 1994,

5. Queremos resaltar esta precision.

— 36 —

R T, R e a T |




B il

los
Jara

Y no
> &l
. en
blolY)

opo-
en

Wi

efilo
sufri-
ere-

{e}
ver-
2 ics
ens-
n").
2 les
sen-
pios
Xia-
iate-
) las
Spo-
i ain-

los
icias

el it e ———————————— - S et e oo o x5

Vit~ JAEM

de los distintos contextos— de los que ponen en juego 0s
mejores matematicos, desde Diofanto hasta nuestro s. XIX,
para encontrarle sentido a ese ‘centauro ontologico’ que son
-para Leibniz- las magnitudes imaginarias.

Intentaremos ahora aplicar esta metodologia de analisis a
aquel objeto matemético que el llamado programa fuerte de
sociologia del conocimiento cientifico no era capaz de expli-
car: el cero. Y lo haremos en dos contextos sociales € his-
téricos bien diferentes, para observar como los dispositivos
simbdlicos que se ponen en marcha son, en cada caso,
también radicalmente distintos.

Un cero aun sin conceptualizar es un blanco ideal para la
actuacion de dispositivos simbdlicos, pues:
¢ se trata de una expresion sin referente aparente
¢ conduce a todo tipo de paradojas (como las de
dividir por cero)
e no existe caracterizacion en el repertorio
matematico durante siglos
e incluso definido, es un concepto mal comprendido
(seguramente hasta la elaboracion de la t de

grupos)

Cada problema que histéricamente atafie -sabemos hoy- al
cero, recorre los procesos simbélicos que distingue Sper-
ber:

19) El problema se va focalizando, por desplazamientos
metafdricos, en torno a conceptos vecinos (vacio, no-ser,
caos en Europa) o a otros simbolos ya cristalizados (Tao
0 Hun-tun en China).

29) Estas focalizaciones dispararédn un complejo de evo-
caciones inconscientes del repertorio de significados
de cada sociedad: evocaciones conceptuales (inex-
tenso), afectivas (horror, carencia), valorativas (la falta
como defecto), gramaticales (particulas y sufijos nega-
tivos y privativos) o técnicas (suma, resta, técnicas
numéricas, métodos de resolucién de ecuaciones).

3%) Estas evocaciones se condensan (de distinto modo en
cada contexto social e histérico) en los diferentes ensa-
yos de conceptualizarlo formalmente, de operar con él,
0 de rechazar la mismisima posibilidad de que pueda
existir algo semejante...

En la Grecia clasica, el texto que mas aproximadamente
evoca algo como nuestro cero perienece al libro 1V de la
Physica de Aristoteles. Este texto se encuentra entre los
muchos argumentos con los que Aristoteles intenta espan-
tar racionalmente el panico al vacio, y dice asi.

“Pero no hay ninguna razén en la que el vacio (kendn) sea
excedido por los cuerpos, de igual modo que ‘nada’ (médén

3. Historia de las Matematicas: ;,qué ensefiar y qué nos ensefa?

= nada hay que) no esta en razén alguna con un ndmero.
Pues 4 excedea3en 1,ya2enmas(que 1),ya1entoda-
via més de lo que excede a 2; pero cuando llegamos a
nada (médends) no hay razén alguna en la que 4 lo exceda,
pues el nimero que excede debe dividirse en el exceso y
el namero que es excedido, asf que 4 deberia ser la suma
del exceso y nada (aqui oudén, no meédén: no hay con-
cepto para ese ‘nada’). Por esto, tampoco una linea excede
a un punto (en ninguna razoén), porgue no esta hecha de
puntos. Similarmente, el vacio no puede estar en razén
alguna con lo lleno”

En el texto podemos observar que:

19  Se trata de un razonamiento analégico (vacio/cuerpos
= nada{no) / numeros) que en realidad es la puesta en
l6gica de un prejuicio (la aversion al vacio) mediante
el recurso a la autoridad moral que se concede a las
matematicas.

29 El razonamiento matematico sobre el que des-
cansa la demostraciéon (4=3+1, 4=2+2, 4=1+3,
4=méden+4) no es ni siquiera un razonamiento.
Se inicia una serie que, por induccion, queda frus-
trada: la sinrazdn de méden no se demuestra, es evi-
dente, es un prejuicio adin mas hondo que el del
horror al vacio y, por tanto, ni siquiera es objeto de
reflexién: ‘nada’ no es pensable porque es lo que
permite ponerse a pensar, que es como Ortega define
una creencia. Al llegar ahi, el argumento toca fondo
(el fondo de la evidencia colectiva, de la opinién
comin) y rebota: por analogfa a la ‘sinrazon’ de ‘nada’
se concluye la sinrazén del vacio. El argumento es,
ademaés, un buen ejemplo de cémo se utiliza la reduc-
cién al absurdo para confirmar los prejuicios de los
que ya se partia.

Entonces, ;qué hay bajo esa evidencia? Por un lado, un

rasgo cultural especifico: el sustancialismo o cosismo

griego, el predominio del sentido de la vista que se forma

‘ideas’ (abstractos) de las cosas. El nimero griego es asi

también algo lleno, pleno, visible: tanto en su version pita-

goérica (ntmeros figurados, ;cero?), como en la platonica

(‘multitud de unidades’, cero?, 4una?), como en la eucli-

deo-aristotélica (segmentos, ;cero?). Por otro lagg, un

rasgo socio-religioso: la pérdida de la fe enlos dioses

(Severino) mueve a la especulacion griega a construir un

cielo de conceptos bajo el que protegerse: y prbfegerse en

particular del miedo al devenir, de ese brotar las cosas de

la nada y volver a la nada cuando se renuncia a recursos,
trascendentes: Como instalar entonces la nada en el cora-
z6n mismo de ese cielo protector que son las ideas y, en-
particular las ideas matematicas? No, para el cero no ha

lugar en el nuevo culto a la razén que sustituye a la religién

de sus mayores.
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3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefiar y qué nos ensefa?

3. Historia de las Matematicas:
iqué enseiar y qué nos ensena?

Raices CULTURALES DE L0OS NUMEROS NEGATIVOS
Y EL CERO

resentaré aqui, sintetizadas y reestructuradas,

alguna de las indagaciones que desarrollo con por-

menor en mi libro Imaginario colectivo y creacion
matemadtica. La construccion social del nimero, el espacio
y lo imposible en China y en Grecia (Gedisa, Barcelona,
1993). Lo original de esta presentacion es que recrganiza
ciertos materiales alli estudiados, utilizando para ello un
modelo de andlisis antropoldgico capaz de aplicarse asi-
mismo al estudio de la emergecia de cualesquiera otros
objetos, operaciones o construcciones mateméticas. Como-
quiera que las circunstancias en que los nuevos conceptos
emergen en el alumno que los aprende por primera vez
son, en cierto sentido, similares a los de su emergencia
histérica (por diferente que sea el sustrato cultural desde el
gue emerjan en cada caso), creo que el método de andlisis
que aqui propongo tiene evidentes y Utiles aplicaciones
didacticas.

Para la antropologia cognitiva de Dan Sperber (El simbo-
lismo en general, Anthropos, Barcelona, 1978), lo simbolico
no consiste tanto en un repertorio de objetos (simbolos) &
interpretar o utilizar, cuanto en un dispositivo de conoci-
miento que actia cuando el dispositivo conceptualizador
resulta insatisfactorio. Este dispositivo simbdélico no actda
sobre unos simbolos predefinidos, a los que interpretaria o
deconstruiria, sino sobre problemas o situaciones para los
que no hay conceptos elaborados: es un dispositivo de
construccién de significado. Asi, p.e., a la hora de intentar
pensar un olor, para el que carecemos de un repertorio
semantico adecuado, se produce un doble movimiento, a la
vez afectivo e intelectual:

19) un movimiento de focalizacion en una imagen,
sensacién o concepto que funciona como co-relato
analogico del olor que se quiere pensar,

29) una cascada de evocaciones convocadas por el
poder atractor de aque! foco, sobre el cual vienen
a precipitar, contribuyendo a darte forma. Este
doble movimiento se corresponderia mas 0 menos

Emmanuel Lizcano
Facultad de Sociologia. UNED. Madrid

con las operaciones de desplazamiento y
condensacion que considera Freud, y con los
dispositivos metaférico y metonimico que para
Jakobson estructuran cualquier lenguaje. Desde
esta perspectiva, es el proceso simbolizador -y no
la matematica, segun el proyecto leibniziano- el
que esta en el origen de todo lenguaje. Y, en
particular, en el origen del lenguaje matematico y
l6gico.

Efectivamente, en cada problema matematico atn sin resol-
ver, en el origen de cada concepto cuando ain no lo era,
fracasa la conceptualizacién anterior igual que fracasa
nuestro repertorio enciclopédico ante los olores. Y cada
una de estas situaciones puede pensarse en términos de un
proceso de simbolizacion.

De hecho, cada una de las situaciones en gue el antrop6-
logo observa la actuacion de dispositivos simbdlicos en
sociedades primitivas apenas difieren de las analogas en
las tribus de matematicos y epistemdélogos. El tratamiento
que sufre el problema de los olores es andlogo al que sufri-
rén los ensayos de conceptualizacion del cero (como vere-
mos a continuacion), de los nuimeros negativos, los
irracionales o los infinitesimales, que han llenado de diver-
tidos errores, de retérica y de poesia las paginas de los
mejores matematicos (“En matematicas —decia Wittq)éns-
tein— son tretas gramaticales las que nos convencen”).
Las paradojas que el problema de unos leopardos que les
resultan ser cristianos a los dorzé y la negociacion de sen-
tidos que éstos lievan a cabo para preservar sus principios
de clasificacion, reproducen las mismas operaciones socia-
les e intelectuales con las que - como veiamos -los mate-
maticos y logicos abordan y negocian el sentido de las
paradojas aparecidas en teorfa de conjuntos. O los dispo-
sitivos simbdlicos que se disparan ante construcciones sin-
tacticas sin referente empirico, como son, p.e., los
centauros, apenas difieren —salvo en las circunstancias
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29) espacio extenso y homogéneo de representacion, y
3% numerales alfabéticos.

Pero jde donde sacan los matematicos chinos el material y
la inspiracion con los que construir esos caminos y objetos
que son imposibles para otros matematicos, tan sabios al
menos como ellos? Ese manatial no es otro que la sociedad
china de la época, con su peculiar estructuracion social y
conformacion mitico-simbdlica.

Una buena pista para adentrarnos en ese universo imagi-
nario de la China anterior a los Han nos la suministran los
propios palillos numerales. L.os mismos palillos que se usan
en algebra son también los empleados en multitud de ofras
operaciones, pero operaciones no matematicas sino popu-
lares. Arrojando esos palillos se lee el futuro y se reflexiona
sobre la propia historia y la historia del pueblo chino
mediante las técnicas del | Ching, con ellos hacen los
comerciantes sus calculos, con ellos se juegan juegos
siguiendo reglas no menos intrincadas que las del &lgebra,
y con ellos hasta se come. En esos palilios esta, precipitado,
materializado, buena parte del imaginario social y de la
memoria colectiva del pueblo chino. Por medio de los pali-
llos la actividad matematica se funde, y se confunde, con
otras mil actividades cotidianas.

Pues bien, en su uso algebraico, esos palillos son de dos
colores (negro y rojo) o de dos formas (seccion cuadrada o
triangular), que se corresponden con lo que nosotros lla-
mariamos nuimeros negativos y positivos, respectivamente.
Numeros que, como el cero, tampoco tienen el menor sen-
tido ni para el algebra geométrica griega ni para la potente
algebra simbolica arabe. No tiene el menor sentido afirmar
{como hace algun ilustre historiador de la matematica:
Boyer) que: “la idea de los nimeros negativos no parece
haber ocasionado muchas dificultades a los chinos, puesto
gue estaban acostumbrados a calcular utilizando dos gru-
pos de palillos”. No tiene el menor sentido, pues una de dos:
0 la ‘idea de nimeros negativos’ es distinta de los grupos de
palillos y los pre-existe en algun olimpo matematico, o
ambas cosas —idea y palillos— son la misma cosa (lo que
parece mas acorde con el modo de pensar chino, para el
que las ideas son directamente linglisticas). En cualquiera
de ambos casos el problema queda intacto: ¢por qué los
chinos, y sélo los chinos, operan con palilios de dos colo-
res, que nosotros podemos hoy identificar con nuestra idea
de numeros positivos y negativos?

La respuesta la obtenemos observando atentamente cémo
trabajan estos palillos en el algebra fang cheng para la
resolucion de sistemas de n ecuaciones con m incégnitas

3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefiar y qué nos ensefia?

(un método que no se conocerd en Europa hasta el s. XIX
bajo el nombre de método de Gauss).

El objetivo del método es ir equilibrando entre si (gi tong)
palitlos negros vy rojos, de modo que se vayan destruyendo
mutuamente, hasta conseguir que determinados lugares
queden vacios, que en ellos los palillos desaparezcan (jin)
(lo que en matematica moderna se llamarfa diagonalizar la
matriz). Literalmente, se trata de un sofisticado método para
producir nada, para obtener el vacio, un método gue pon-
dria los pelos de punta a los griegos.

Si ahora enfrentamos esto con toda la bateria de argumen-
tos con que Aristételes, y toda la tradicion occidental (mate-
mética, estética, fisica, teologica), intenta expulsar al vacio del
ambito de lo pensable y de lo existente, acaso tenga sentido
pararse a pensar en gue estamos no sélo ante dos matema-
ticas inconmensurables, sino ante dos modos de pensar que
no admiten comdn medida (y soy consciente del rechazo
general que producen tesis como éstas, un rechazo que
también serfa interesante analizar en el marco de una antro-
pologia simbdlica de los mitos modernos de Occidente).

Pero lo realmente interesante (aungue ahora no podamos ya
pararnos en elio) es observar la perfecta homologia que
entrelaza a la terna matematica zheng/fu/wu (palillos-
rojos/negros/hueco-en-el-tablero) con la terna simbdlica
yang/yin/tao. Una terna en torno a la que se anuda todo el
complejo de significaciones imaginarias chinas y que ali-
menta tanto el vocabulario como los modelos tedricos de
todos los saberes chinos: filosofia, fisica y quimica, geogra-
fia, astronomia, etc. Una terna que Granet ha estudiado
magistralmente en su doble dimensién de dar forma —y tam-
bién expresar— a las distintas dimensiones y dinamismos de
la vida social en China: fiestas populares, disposicién de las
habitaciones de la casa, formas de gobierno de las comuni-
dades locales, etc. El tao, como el hueco en el tablero de cal-
culo, se nombra siempre negativamente (bien mediante
imagenes contradicctorias, bien diciendo lo que no es). El tao
divide —a la vez que enlaza— a las oposiciones en gue con-
siste toda realidad (y, en particular, la realidad del nimero).
Es el gozne que articula y permite el transito y la operacion
entre los opuestos, es el manantial del que emergen las alter-
nancias y las oposiciones y lugar el sin marca en el que se
remansan. Un estudio filolégico detallado de esta homologia
(como el que ensayo en mi libro) confirma rotundamente el
singular arraigo de la matemética china —y también de su
légica— en las mismas formas de memoria compartida que
estructuran y dinamizan toda su vida social (p.e. los signifi-
cados de zhengy fuen el lenguaje ordinario, o el carater no-
marcado de lo negativo respecto de lo positivo) B
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39 Ante el problema del vacio, el argumento aristotélico
pone en funcionamiento ejemplarmente aquel dispo-
sitivo simbdlico que analizaba Sperber:

a) Problema: vacio/cuerpos (paradojas, mal concep-
tualizado): un problema ante el que fracasa el dis-
positivo conceptualizador,

b) Focalizacién: en torno a ‘nada/ndmero’, por des-
plazamiento analégico (‘de igual modo que’: hos-
per, ‘similarmente’).

c¢) Condensacién de evocaciones sobre el nuevo foco:
puntoflinea, aritmds (asociacién del nimero con los
cuerpos), la asociacién razén=relacion(suma-
tiva)=existencia, concepto de exceso o diferencia
(que implica la exigencia de una sustrato comun
que permita sustraer=aphairesis).

Si ahora nos trasladamos a la China de la época de los Pri-
meros Han, lo primero que choca no es ya encontrarse con
el cero en el texto clasico mds antiguo de la matematica
China (“Los nueve capitulos del arte matematico”) sino con
una multitud de ceros: unos que reciben distintos nombres
segun el contexto matemético en que aparecen (resolucion
de ecuaciones, célculo de raices cuadradas) y otros que
aparecen en contextos que ni siquiera son matematicos
(técnicas adivinatorias, esquemas cosmogadnicos). El cero
esta tan extendido en China como lo esté en Grecia la aver-
sion por él.

Pero vayamos de nuevo a los textos mismos. En el cap. 82
de “Los nueve capitulos...”, el problema 8 dice:

“Al vender 2 vacas y 5 cabras para comprar 13 cerdos, hay
un superavit de 1000 monedas. El dinero obtenido de ven-
der 3 vacas y 3 cerdos da justo para comprar 9 cabras. Al
vender 6 cabras y 8 cerdos para comprar 5 vacas, hay un
déficit de 600 monedas. ;Cudl es el precio de una vaca, de
una cabra y de un cerdo?”

Hasta aqui, no parece haber nada nuevo. Pero la primera
sorpresa surge al ver representado el planteamiento del
problema: no en un espacio extenso como el euclideo sino
en un espacio simbdlico, como el que desarroliara nuestra
algebra matricial del s.XIX. Pues bien, seran precisamente
las caracteristicas de estos espacios de representacion las
que den una realidad u otra, o incluso den o nieguen reali-
dad, a lo que en ellos se representa. Serd la representacion
la gue construya la realidad de ciertos objetos, y no -como
suele mantenerse- a la inversa.

En la figura podemos observar Io siguiente:
19) La disposicién de la matriz reproduce la de la

lengua escrita china: en columnas de arriba a
abajo y de izda. a dcha.

3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefar y qué nos ensefia?

Igual que la expresién de una ecuacién en Occidente repro-
duce la estructura de las lenguas indoeuropeas (la segunda
linea: 3x+3z=9y se corresponde con Sujeto-Verbo-Predi-
cado: “3 vacas y 3 cerdos dan justo para 9 cabras”). Pero
esta aparente trivialidad condiciona el que ciertas cosas
puedan decirse y otras no, esto es, que ciertas cosas pue-
dan existir entre los hablantes de una lengua y no existan
para los de otra.

En la matriz, cada numero (palillos) significa en funcién del
lugar que ocupa en el conjunto, como los ideogramas chi-
nos, que son invariantes. Solo teniendo a la vista el esquema
global (como en una partitura musical) se entiende cada
frase o cada palabra.

El ‘cero’ de la segunda columna es, en el original, un hueco:
en ese lugar no hay palillos (nimeros). En nuestras len-
guas, el hueco en la escritura es insignificante: se limita a
separar dos significados, dos palabras. Pero ese hueco en
la escritura china es un hueco que significa: y significa lo
que significa por ocupar precisamente ese lugar y no otro.
(Por cierto, el que sea el lugar el que signifique, y por lo
tanto no haya la menor necesidad de atribuir un nombre
especial -‘cero’-al lugar vacio, ha llevado en ocasiones al fia-
grante etnocentrismo de decir que la China antigua desco-
nocia el cero).

Siintentamos escribir esa columna en algebra simbdlica (1),
resultaria: 3x-9y+3z = 0. Pero no encontramos expresiones
asi hasta nuestro s. XVII. Ni para los griegos, ni para el lge-
bra alejandrina, ni para la potente matemética arabe, ni para
el dlgebra renacentista, tiene el menor sentido que ‘algo’ sea
igual a ‘nada’, que ‘nada’ pueda predicarse de ‘algo’.

Junto a las caracteristicas lingUisticas y a las del espacio de
representacion, el tercer elemento que permite a la episteme
china pensar el ‘cero’ es el singular tipo de materialidad en
que se expresa su sistema de numeracién. El hecho de
que los nimeros no se escriban, sino que se pongan al
poner palillos en el tablero de célculo, permite que (al ope-
rar los ndmeros entre sf) los palillos vayan cambiando de un
lugar a otro, y que -en determinados momentos- determi-
nados lugares se queden vacios de forma ‘naturat’.

Pero si estos tres elementos (lenguaje, espacio simbdlico de
representacion y palillos numerales) posibilitan el que pueda
emerger algo como el cero, no determinan necesariamente
esa emergencia. Son solo un camino para que la nada
pueda decirse: un camino que en el algebra geométrica
griega ya estaba bloqueado precisamente por las caracte-
risticas especificas de esos tres elementos:

19) lenguaje lineal (S-V-P), donde las palabras se remi-
ten a conceptos externos (significados) en lugar de
significar por si mismas y por su situacion en el con-
texto,
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2, RESTAURAR EL ALGEBRA ARABE

Desde hace ya una treintena de afios se esta urdiendo
otra trama que permite hacer desempefar al algebra
arabe clasica un papel distinto, gracias fundamen-
talmente, desde mi punto de vista, a los trabajos de
Roshdi Rashed y de Jens Hayrup. Aungue resulta poco
menos gue imposible enumerar en pocas lineas todo o
que cada uno de ellos ha realizado, o tratar de resumirio,
y mas aun intentar encajar conjuntamente las piezas ela-
boradas por uno y otro, en este apartado presento un
comprimido de todo ello.

A Roshdi Rashed se le debe el descubrimiento y el estable-
cimiento, entre otros, del texto de cuatro de los libros de las
Aritméticas de Diofanto que se daban por perdidos, en una
traduccion arabe de Qusta ibn Ltga con el titulo de Arte del
Algebra, hecha pocos afios después de la aparicion del
libro de al-Khwarizmi; el texto de un Tratado sobre las ecua-
ciones de Sharaf al-Din al-TsT {s. XII}, que desarrolla la obra
algebraica ya conocida de “Umar al-Khayyam; y los textos
de los libros de al-Hasan Ibn al-Hasan Ibn al-Haytham Tra-
tado sobre el Andlisis y la Sintesis'y Tratado sobre los Cono-
cidos, en los gue éste no sélo retoma este método griego,
sino que lo desglosa al considerar subtipos de los dos tipos,
teorético y problematico, distinguidos por Pappus, y pre-
senta ejemplos de aplicacion de cada uno de los subtipos
en las distintas partes de las matematicas®. Es obvio que la
aparicién de estos textos desconocidos hasta la fecha obliga
a volver a organizar partes importantes de la historia de las
matematicas, pero, ademas, su hallazgo no es fruto simple-
mente del azar, sino de un proyecto general® que, precisa-
mente por tomar las matematicas arabes clasicas como un
corpus especifico y no como mero transmisor de otros lega-
dos, hace buscar los documentos cruciales y no los anec-
déticos.

3. Historia de las Matematicas: ;qué enseiiar y qué nos ensefa?

Jens Hayrup, por su parte, ha desarrollado una nueva lec-
tura de los textos algebraicos babildnicos que se propone no
proyectar sobre ellos el &lgebra posterior, sino recomponer
el sentido del texto a partir de los usos de los términos téc-
nicos —y, en general, la estructura del sistema matematico
de signos con que estan escritos— que estan efectivamente
presentes en ellos. Esta lectura ha tenido como consecuen-
cia dejar de verlos como textos que tratan sobre nimeros y
propiedades aritméticas, para mostrarlos como textos geo-
métricos en los que, sin embargo, los objetos y relaciones
geométricos carecen de compromiso ontoldgico y pueden,
por tanto, usarse para representar otros tipos de objetos’.
Ademaés, Heyrup ha rastreado varias tradiciones de plante-
amiento de problemas con formato de enigmas o pasatiem-
pos y de técnicas para su resolucion, presentes desde la
época paleobabilénica hasta la Edad Media. La fuente de
€s0s problemas, cuyos enunciados los presentan como si
fueran problemas del “mundo real”, pero que, en todos los
€asos, es imposible que se presenten en la actividad prac-
tica, la sitla Hayrup en dos tipos de practicas: por un lado,
la de los ejercicios escolares en los que se pretende entre-
nar en el uso de técnicas y, por otro lado, la exhibicion de la
maestria en el dominio de las técnicas de una profesion. Esta
Ultima practica, de los agrimensores en particular, habria
constituido una tradicion “subcientifica” persistente a través
de los siglos en la que se habrian generado incluso técnicas
para resolver problemas ahora ya ajencs a la actividad pro-
fesional y planteados con el Unico objetivo de mostrar el
orgullo de la profesién, en concreto, las técnicas para resol-

»8

ver los problemas “de segundo grado™.

Esa nueva lectura de los textos babildnicos de “dlgebra” y ese
establecimiento de tradiciones “subcientificas” de resolucién
de problemas proporcionan unos antecedentes nuevos para
el élgebra arabe clasica, que Hayrup no solo postula como
posibles, sino que presenta una prueba’ de que efectiva-

5. Los dos primeros estan editados por Les Belles Lettres en la coleccion Sciences et Philosophie Arabes, que dirige el propio Rashed: Diop-
hante, Tome Ill. Les Arithmétiques. Livre IV, et Tome IV, Livres V, VI et VII. Texte de la traduction arabe de Qusta ibn Liga établi et traduit
par Roshdi Rashed. Paris: Les Belles Lettres, 1984; Sharaf al-Din al-Tusi, (Fuvres mathématiques, Algébre et Géométrie au XIF siecle.
Tomes I et Il Texte établi et traduit par Roshdi Rashed. Paris: Les Belles Lettres, 1986. Los otros dos son los primeros de una serie de tres
articulos que han aparecido en Mélanges de !'institut Dominicain d'Etudes Orientales du Caire: Roshdi Rashed, “La philosophie des mat-
hématiques d'lbn al-Haytham”, suivi du “Traité d'al-Hasan tbn al-Hasan lbn al-Haytham sur 'analyse et la synthése”, MIDEO, vol. 20, pags.
31-231, 1990; y Roshdi Rashed, “La philosophie des mathématiques d'lbn al-Haytham, - II: «Les Connus»", suivi du “Traité d'al-Hasan lbn
al-Hasan !bn al-Haytham sur les connus”, MIDEQ, vol. 21, pags. 87-276, 1993.

6. Este proyecto se describe en su recopilacién de articulos Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des Mathématiques ara-
bes, op. cit.

7. Cf. Jens Heyrup. “Algebra and Naive Geometry. An investigation of Some Basic Aspects of Old Babylonian Mathematical Thought”. Alto-
rientalische Forschungen. Vol. 17, pags. 27-69 y 262-354, 1990.

8. Cf. Jens Hoyrup. “Algebre d’al-gabr’ et ‘algébre d'arpentage’ au neuvieme siécle islamique et la question de linfluence babylonienne”, in
Fr. Mawet & Ph. Talon, eds., D'Imhotep & Copernic. Astronomie et mathématiques des origines orientales au moyen age, pp. 83-110. Actes
du Colloque International, Université Libre de Bruxelles, 3-4 novembre 1989 (Lettres Orientales, 2) Leuven: Peeters, 1992; y Jens Hayrup,
“The Antecedents of Algebra”, Filosofi og videnskabsteori pa Roskilde Universitetcenter. 3. Ragkke: Preprint og Reprints 1994 nr. 1.

9. Cf. Jens Heyrup, “al-Khwarizmi, Ibn Turk, and the Liber Mensurationum: On the Crigins of Islamic Algebra”, ERDEM, vol. 2, pags. 445-484, 1986.
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3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefiar y qué nos ensefia?

UNA RESTAURACION DEL ALGEBRA ARABE

Luis Puig

Departament de Did4ctica de la Matematica. Universitat de Valéncia

1. INTRODUCCION

Lahistoria oficial del &lgebra, la que aparece narrada en los
manuales de historia de las matematicas o la que se men-
ciona como referencia cuando se habla de ella en los textos
de ensefianza, suele tomar la forma del relato del progreso,
lento pero inexorable, en el descubrimiento de técnicas y fér-
mulas para la resolucién de ecuaciones y en el descubri-
miento de un lenguaje en el que esas técnicas y esas
formulas aparecen, al final de la historia, verdaderamente
expresadas. Ese progreso se periodiza habitualmente
mediante los términos “algebra retorica”’, “dlgebra sinco-
pada” y “&lgebra simbolica”, que puntuan la linea de avance
gue culmina con Vieta y Descartes en los siglos XVIy XVil,
desde una etapa primitiva en que el “algebra” es “retérica”,
ya que los textos se escriben en lenguaje vernaculo —la
época paleobabilénica entre 2000 y 1600 a. n. e.—, pasando
por una etapa —representada por las Aritméticas de Dio-
fanto (s. lll)}— en que los textos siguen escritos en vernaculo,
pero con algunos términos técnicos escritos mediante abre-
viaturas. Esta segunda etapa es la que se denomina con el
nombre que ide6 Nesselman en 1842 de “dlgebra sinco-

n 1

pada’.

Pero un relato que se quiera candnico no puede dejar fuera
de la historia el momento en que se constituye lo que lla-
mamos matematicas, es decir, la época de la Grecia clésica,
que Diofanto, demasiado tardio, no puede representar. Afor-
tunadamente, Zeuthen tuvo la idea, en 1886, de calificar de
“algebra geométrica” el libro segundo de los Elementos de
Euclides®, con lo que, al afadirse esta supuesta algebra a
las otras especies de élgebras, ya no habia ninguna difi-
cultad para seguir la doctrina segun la cual “la ciencia clé-
sica es europea y sus orfgenes son legibles directamente en

n 3

la ciencia y en fa filosofia griegas”.

Si la historia se narra siguiendo ese hilo, el algebra drabe
cléasica, la que se desarrolla desde el siglo IX a partir del
Libro conciso de célculo de al-jabr y al-muqgabala —al-kitab
al-mukhtasar fi hisab aljabr wa'l-muqgabala— de Muhammad
ibn Mdsaal-Khwarizmi, de cuyo titulo ha tomado su nombre
el algebra en la mayorfa de las lenguas europeas, queda
relegada al pape! de mero intermediario entre la herencia
griega y el Occidente cristiano medieval’, y, ademas, de
intermediario malo, ya que no significa progreso alguno,
sino que, por el contrario, se ve como un retroceso a la
etapa del “algebra retérica”.

r

1. Eltexto en que G. H. F. Nesselman introdujo ese término es Versuch einer Kritischen Ge-schichte der Algebra, 1. Teil. Die Algebra der Grie-
chen. Berlin: G. Reimer, 1842. También en ese texto habla de “algebra retérica”, pero, por supuesto, sin referirse con este término al alge-
bra babilénica, cuyo corpus alin no habifa sido establecido.

2. Segtn Arpad Szabé, Tannery hablé ya en 1882 de proposiciones algebraicas bajo forma geométrica. El texto en que Hieronimus Georg
Zeuthen introduce esta nocién de “algebra geométrica” es Die Lehre von den Kegelschnitten im Altertum. Kopenhagen: Host & Sohn,
1886. Como el mismo Szab sefiala, aunque es cierto que fos enunciados de esas proposiciones pueden traducirse con facilidad a enun-
ciados algebraicos, desde ningun otro punto de vista puede calificarse esa parte del texto euclideo de algebraico (cf. Arpad Szabé. Les
débuts des mathématiques grecques. Paris: Vrin, 1977, pags. 367 y ss.).

3. Cf. Roshdi Rashed, “La notion de science occidentale”. En Entre arithmétique et algébre. Recherches sur I'histoire des Mathématiques
arabes. Paris: Les Belles Lettres, 1984, pag. 301. En este texto, Rashed denuncia la existencia de esta doctrina, implicita o explicitamen-
te, en la mayor parte de los trabajos de historia de las matematicas y las consecuencias que tiene para la consideracion de lo que se ha
hecho fuera del Occidente cristiano.

4. 0, incluso, desaparece. Egto es lo que sucede en el libro de Nicholas Bourbaki Eléments d’Histoire des Mathématiques [Paris: Hermann,
1969], en cuyo capitulo L'Evolution de I'Algébre el dlgebra arabe ni se menciona.
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Raices y tesoros igualan ndmeros; es como si tu dices,
“un tesoro y diez raices del mismo, igualan treinta y
nueve dirhams”; es decir, jcual sera el tesoro que,
cuando se aumenta con diez de sus propias raices,
asciende a treinta y nueve? (pag. 8)

Este texto, ademas, muestra que la identificacion de la pala-
pra ‘raiz’ con la incognita o con la x también plantea pro-
plemas: por un lado, en el texto no se dice simplemente “la
raiz”, sino “la raiz del tesoro”; por otro lado, el resultado del
problema tal como lo da al-Khwarizmi deja bien claro que
lo gue se busca no es la raiz, sino el tesoro:

[...] queda tres, que es la raiz del tesoro que buscabas;

el tesoro mismo es nueve. (pag. 8)

de modo que, en todo caso, el enunciado de este problema

habrfa que traducirlo por x + 10vX = 39, mejor que por
X2+ 10x =39

Tesoros, raices y simples nimeros o dirhams son pues 0s
términos primitivos, las especies de nlmeros, cuyas com-
binaciones permiten establecer “todo lo que es necesario
para calcular” en la practica. Con ellos, puede atender al-
Khwarizmi la peticién del califa al-Ma'mdn de
componer un tratado conciso sobre el calculo por al-jabr
y al-muqgabala, reducido a lo que es brillante e
importante en las aritméticas utilizadas constantemente
en los asuntos de herencias y legaciones, en |os repartos
y los procesos legales, en el comercio y en todos sus
asuntos de agrimensura, de excavacion de canales, de
célculos geométricos y otras cosas variadas de especie
parecida. (pag. 3)

La conceptualizacién basicamente monetaria de los térmi-
nos primitivos proviene probablemente de la tradicion de
“las gentes de al-jabr’, pero desde el principio representan
especies de numeros que se usan en cdlculos, de modo
que las distintas combinaciones de esos términos primitivos
pueden concebirse como moldes formales. Veremos en la
descripcion del esquema general del libro que lo que viene
inmediatamente después de la exposicion de que éstos
son los términos primitivos es precisamente el estableci-
miento de todas sus combinaciones posibles.

Al-Khwarizmi utiliza pues estos términos monetarios para
representar las posibilidades que pueden presentarse al
hacer los célculos, ahora bien, para abordar la resolucion de
un problema concreto representa la incognita mediante otro
término: la palabra 4rabe shay, que se traduce habitual-

3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefar y qué nos ensefa?
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mente por ‘cosa’”. Segun Rashed, esta palabra es un tér-
mino coranico y de la lengua filoséfica, y ahi significa “todo
lo que puede ser imaginado, sin realizarse sin embargo en
un objeto”, por lo que tiene un cardcter “vacio”, susceptible
de recibir cualguier contenido y, por tanto, es un candidato
ideal para nombrar una incégnita que pueda ser un nimero
0 una magnitud®. En el ejemplo de célculo literal (§ 3.2) y en
el de problema (§ 3.3) se puede ver la interaccion entre el
término ‘cosa’ y los términos primitivos.

3.2. La organizacion general del libro

Ya hemos visto que el libro comienza con el establecimiento
de los términos primitivos, tesoros, raices y simples nume-
ros, como las especies de ndmeros que se usan en los cal-
culos.

A continuacion, al-Khwarizmi plantea que esas especies
de ndmeros “unos pueden ser iguales a otros” y establece
todas las posibilidades, tres simples y tres compuestas:

tesoros iguales a raices,

tesoros iguales a nimeros,

raices iguales a numeros,

tesoros y raices iguales a nimeros,

tesoros y numeros iguales a raices, y

raices y numeros iguales a tesoros.

Estas seis posibilidades de combinacién de las especies de
ndmeros tienen ef caracter del conjunto completo de formas
normales. El resto del célculo consistira pues en mostrar
cémo resolver cada una de estas formas normales y como
reducir cualquier problema a una de ellas. Los capitulos
siguientes del libro son:

e Enunciado de las reglas que resuelven cada una de las
formas normales. (Las reglas se enuncian para un tesoro
y luego se muestra cédmo reducir a éste el caso en que
haya varios tesoros o partes de un tesoro.)

e Demostraciones de las reglas. (Veremos un ejemplo.)

¢ Calculo literal: multiplicaciones del estilo de “diez menos
cosa por diez mas cosa”, en las que aparece un calculo
que puede compararse con la “regla de los signos”, aun-
que sea para ver lo que lo separa de ésta:
Cuando dices diez menos cosa por diez y cosa, dices
diez por diez, cien, y menos cosa por diez, diez cosas
“substractivas”, y cosa por diez, diez cosas “aditivas”,
y MeNos cosa por cosa, tesoro “substractivo”; por

14. En el 4lgebra de AbaKamil hay algunos problemas que se resuelven de dos maneras: una, expresando la incognita con el término ‘cosa’;
la otra, representando ademas otras incognitas auxiliares. Para ello, Abt Kamil utiliza también términos monetarios, los nombres de dos
monedas arabes: dinar y fals. (Cf. The Algebra of AbaKamil..., op. cit., pags. 102, 116, 133, 136 y 140, entre otras.)

15. Cf. Roshdi Rashed. Introduction et notes & Les Arithmétiques, tome i1l op. cit., pags. 120-123.
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mente actuaron como antecedentes de alguna manera. La
prueba es un Liber mensurationum, escrito por un tal Abd
Bakr, probablemente a comienzos del siglo X'y, en todo caso,
antes del libro de al-Khwarizmi, cuyo original &rabe no se ha
encontrado, pero del que hay editada" una traduccion latina
del siglo XIlI, hecha por Gerardo de Cremona. Una parte de
ese libro contiene una serie de problemas que estan resuel-
tos de dos maneras: una que sigue una pauta similar a la de
los textos paleobabildnicos y otra que Abt Bakr indica que
esta hecha “segun al-jabr’ y que es muy similar a la que apa-
rece en el libro de al-Khwarizmi. Esta segunda técnica corres-
ponderia a otra tradicién subcientifica, propia de los que
Thabit ibn Qurrah llama “gentes de al-jabr’ o “seguidores de
aljabr’", que probablemente eran algun tipo de contables.

Combinando o que nos ensefia Rashed con o que nos
ensena Hayrup, el libro de al-Khwarizmi aparece pues como
el momento de fundacién de una nueva disciplina tedrica,
a partir de la critica de las técnicas desarrolladas en tradi-
ciones “subcientificas” ligadas a distintas préacticas, que
es reconocido inmediatamente como una nueva disciplina
y que tiene una continuacion floreciente durante varios
siglos en el mundo éarabe.

3. UNA MIRADA DE CERCA AL TEXTO
DE AL-KHWARIZMI

Una vez situado el libro conciso de célculo de al-jabry al-
mugébala en el lugar en que lo he situado en el apartado
anterior, lo que me propongo ahora es presentar un apunte
de sus rasgos caracteristicos. Para ello examinaré algunos
de los términos técnicos que usa al-Khwarizmi, la organi-
zacion general del libro y tres textos encadenados: el enun-
ciado de una regla para resolver un tipo de ecuacion, su
justificacion y su aplicacion a un problema.

3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefar y qué nos ensefia?

3.1. Los términos primitivos

Si el libro de al-Khwarizmi se traduce al sistema matematico
de signos (SMS) del &lgebra elemental actual —como se ha
hecho habitualmente—, trata de la resolucién de ecuacio-
nes cuadraticas y de problemas que pueden resolverse
mediante éstas. Ahora bien, esa traduccién hace que a
menudo los enunciados de al-Khwarizmi parezcan torpes,
redundantes o carentes de sentido. Ello se debe a que los
términos que utiliza no tienen el significado que tienen en el
SMS de ese algebra los componentes de una expresion
como ax? + bx +¢ = 0.

En efecto, al comienzo del libro, al-Khwarizmi introduce lo
gue normalmente se ha traducido por los tres términos
del trinomio, que él llama “las tres especies de nlimeros”,
pero la palabra que en las traducciones se ha hecho
corresponder al cuadrado de la incégnita no es la palabra
arabe que significa 'cuadrado’, sino la palabra mal, cuyo
significado es ‘posesién’ o ‘tesoro’. Si mantenemos la tra-
duccioén literal ‘tesoro’ para mal, el texto de al-Khwarizmi
queda asi'®:
[...} los nimeros que son necesarios para calcular por al-
jabr y al-mugabala’son de tres especies, a saber, raices,
tesoros y simples nimeros sin referencia a raiz ni a tesoro.
Una raiz es una cantidad cualquiera que serd multiplicada
por si misma, consistente en unidades o nlimeros
ascendentes o fracciones descendentes.
Un tesoro es la cuantia total de una raiz multiplicada por sf
misma.
Un simple nimero es un niimero cualquiera que puede
expresarse sin hacer referencia a raiz o tesoro. (pags. 5-6)

El caracter monetario de mal” aun queda més subrayado en
otros enunciados en los que explica el significado de las
“ecuaciones” y, al hacerlo, los “simples numeros” pasan a
ser dirhams, es decir, una moneda:

10. Hubert L. L. Busard, “L'algébre au Moyen Age: Le “Liber Mensurationum” d'Abu Bekr”, Journal des Savants, avril-juin, pags. 65-125, 1968.

11. La edicion del texto de Thabit ibn Qurrah, escrito unos cincuenta afios después de la aparicion del de al-Khwarizmi, en el que figura esta
denominacién no he podido consultarla. Es de Paul Luckey "Thabit b. Qurra tber den geometrischen Richtigkeitsnachweis der Aufiésung
der quadratischen Gleichungen”, Sdchsischen Akademie der Wissenschaften zu Leipzig. Mathematisch-physische Klasse. Berichte 93, f
pags. 93-114, 1941. La referencia la he tomado de Hayrup, The Antecedents of Algebra, op. cit., pag. 22 y Heyrup, ‘Algébre d al-gabr’ et
‘algébre d'arpentage’...; op. cit., pags., 9-10.

12. He utilizado la edicién de Rosen del libro de al-Khwarizmi [Frederic Rosen. The algebra of Mohammed Ben Musa. London: Oriental Transla-
tion Fund, 1831], modificando en ocasiones la traduccion para hacerla més literal y teniendo en cuenta las observaciones que Hayrup hace
en su trabajo “'Oxford’ and 'Cremona’: On the relations between two Versions of al-Khwarizmi's Algebra”. Filosofi og videnskabsteori pé Ros-
kilde Universitetcenter. 3. Raekke: Preprint og Reprints 1991 nr. 1. También he consultado las traducciones latinas medievales editadas por
Barnabas Hughes, "Gerard of Cremona’s Translation of al-Khwarizmi’s al-jabr: A Critical Edition”, Mediaeval Studies, 48, pags. 211-263, 1988,
y Robert of Chester’s Translation of al-Khwérizmis al-jabr: A New Critical Edition, Boethius, Band XIV. Franz Steiner Verlag: Stuttgart, 1989.

13. Enla traduccion de Gerardo de Cremona mal mantiene ese caracter, ya que éste utilizd el término latino census. Robert de Chester, sin
embargo, lo tradujo por substantia. Ahora bien, ni uno ni otro lo tradujo por ‘cuadrado’. La traduccion de Gerardo de Cremona hizo fortu-
nay puede encontrarse en un buen nimero de libros medievales. También subraya este caracter monetario el término que usé Finzi en el
siglo XV al traducir al hebreo e libro de algebra de AbtKamil. Finzi tradujo ma/ por la palabra tomada prestada del castellano ‘algos’, con
el significado obvio de ‘una cierta cantidad (de dinero)’ (cf. The Algebra of Aba Kamil, in a Commentary by Mordecai Finzi. Hebrew text
and translation, and commentary by Martin Levey. Madison, Wi: The University of Wisconsin Press, 1966).
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La longitud de las dos superficies juntas
es igual al lado HC. Sabemos que su
longitud es en nimeros diez, ya que cada
cuadrado tiene iguales sus lados y sus
angulos, vy,

si uno de sus lados se multiplica por uno,
eso da la raiz de la superficie,

y, por dos, dos de sus raices.

Cuando se declara que el tesoro y
veintitn nimeros es igual a diez de sus
raices,

sabemos que la longitud del tado HC es
igual a diez numeros, ya que el lado CD
es una raiz del tesoro.

Dividimos el lado CH en dos mitades por
el punto G. Entonces sabes que la linea
HG es igual a la linea GC, y que la linea
GT esigual a la linea CD.

Entonces extendemos la linea GT una
distancia igual a la diferencia entre la
linea CGy la linea GT para cuadrar la
superficie. Entonces la linea TK es igual a
la linea KM, y resulta un cuadrado, de
lados y angulos iguales, que es la
superficie MT.

Sabemos que la linea TK es cinco y ésa es consecuentemente la
longitud de los otros lados.

P Su superficie es veinticinco, obtenida por la multiplicacién de la
mitad de las raices por sf mismo, que es cinco por cinco, igual a

veinticinco.
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Sabemos que la superficie HB representa
los veintiin nimeros que se afaden al
tesoro.

De la superficie HB, cortamos por la linea
TK, uno de los lados de la superficie MT,
dejando la superficie TA.

Tomamos de la linea KM la linea KL, que
esigual a la linea GK.

3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefiar y qué nos ensefa?

° R ¥ Sabemos que la linea TG es igual a la
linea ML y que la linea LK, cortada de la
c b T " linea MK, es igual a KG. Entonces la

Kt w superficie MR es igual a la superficie TA.

Tomme- . - Sabemos que la

superficie HT

afiadida a ta

" superficie MR es
igual a la superficie
HB que es
veintiuno.

7 171 Perolasuperficie MT es veinticinco. Y asi,
B restamos de la superficie MT, la superficie
,':_] HT y la superficie MR, entre ambas igual
a veintiuno. Nos queda una superficie
pequefa RK, que es veinticinco menos
veintiuno, que es cuatro.

Suraiz, la linea RG, es igual a la linea GA,
que es dos.

Si lo restamos de la linea CG, que es la
mitad de las raices, queda la linea AC,
que es 3.

Esta es la raiz del primer tesoro.
Si se aflade la finea GC, que es la mitad

de las raices, resulta siete, o la linea RC,
la raiz de un tesoro méas grande.

g = " Sise afiade veintiuno a este tesoro,
e = también el resultado sera diez de sus
|
¢ . | raices.
K L m

Esta es la figura. (pags. 16-18)

El problema correspondiente:
Si una persona te pide esto: “He dividido diez en dos |
partes, y cuando he multiplicado una por otra, resultd
veintiuno”; entonces tu sabes que una de las dos partes
es cosa y la otra diez menos cosa. Multiplica por tanto
cosa por diez menos cosa; entonces tendras diez cosas
menos un tesoro, lo que es igual a veintiuno. Separa el
tesoro de las diez cosas y afiddelo al veintiuno. Entonces
tendras diez cosas, que igualan veintitn dirhems y un
tesoro. Quita la mitad de las raices y multiplica el cinco
que gueda por si mismo; es veinticinco. Quitale el
veintiuno asociado con el tesoro; el resto es cuatro.
Extrae su raiz, es dos. Quitalo de la mitad de las raices, a
saber, cinco; queda tres, que es una de las dos partes.
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tanto, el producto es cien dirhams menos un tesoro®®
(pag. 17).

* Varios capitulos de célculo con “radicales”.

e “Los seis problemas”: seis problemas que cada uno de
ellos se reduce a una de las seis formas normales. En este
capitulo es en el que aparecen las dos operaciones que
dan nombre al célculo (al-jabry al-muqabala). Esas ope-
raciones son las que permiten reducir una expresion cual-
quiera que traduce el enunciado del problema en
términos de operaciones con la ‘cosa’ a una de las formas
normales. (Veremos uno de ellos.)

¢ Mas problemas variados.

* Un corto capftulo sobre problemas de transacciones mer-
cantiles.

e Un capitulo de problemas de medidas de areas, longitu-
des y volumenes de figuras geométricas.

¢ Un larguisimo capftulo de problemas de herencias (ocupa
de hecho la mitad del libro).

La descripcién somera que acabo de hacer habla por
si sola: la organizacion del libro no tiene nada que ver
con la de sus antecedentes, que se presentan siempre
como colecciones de problemas, ordenados en oca-
siones por las configuraciones geométricas de las que
tratan (es el caso de muchas series de tablillas babilo-
nicas) o por otros criterios, pero nunca presentados
después de un catalogo completo de formas normales
a las que pueden reducirse, ni con el acompafiamiento
de un calculo que al hacerse con formas vacias,
‘cosas’, es sintactico.

3.3. La quinta forma normal como ejemplo

Finalmente, presento en este apartado la serie, enunciado
de la forma normal, regla, justificacién de la regla y pro-
blema que se reduce a ella, ejemplificada con la quinta
forma normal.

3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefiar y qué nos enseiia?

La quinta forma normal y su regla:
Tesoros y numeros igual a raices; es como si tu dices, “un
tesoro y veintiuno en nimeros igualan diez raices del
mismo tesoro”. Es decir, jcudl sera la cuantia del tesoro
que, cuando se le afiade veintiun dirhams, iguala el
equivalente de diez raices del mismo tesoro? Solucion:
Divide en dos las raices; la mitad es cinco. Multiplicalo por. -
s mismo; resulta de ello veinticinco. Quitale el veintiuno
asociado con el tesoro; el resto es cuatro. Extrae su raiz,
es dos. Quitale la mitad de las raices, que es cinco;
queda tres. Esto es la raiz del tesoro que pedias y el
tesoro es nueve. O puedes afadir la raiz a la mitad de las
raices, eso seré siete; es la raiz del tesoro que tU pedias y
el tesoro mismo es cuarente y nueve.
Cuando encuentres un ejemplo que te conduzca a este
caso, intenta la solucién por adicién, y si esto no te ayuda,
la substraccion servira ciertamente. Porque en este caso
se puede emplear tanto la adicién como la substraccion,
lo que no vale en ninguno de los otros casos en los que
haya que dividir en dos las raices. (pags. 11-12)

La demostracién de la validez de la regla la presento desme-
nuzada, y acompario cada fragmento del texto con la figura que
se va construyendo para justificar los pasos de la regla. En el
texto original s6lo aparece la figura final después de la frase “Es-
ta es la figura”. Ademés del caracter didactico de la justificacion
de la regla, vale la pena entretenerse en observar el cuidado que
tiene al-Khwarizmi de indicar que el cuadrado es una repre-
sentacién del tesoro —distincién que obviamente desaparece
si se traduce mal por ‘cuadrado’ o por X—, y la distincién que
hace entre la rafz del tesoro, que esta representada por un la-
do del cuadrado que representa el tesoro, y la raiz de la su-
perficie, que es un rectangulo de lado la raiz del tesoro y ancho
una unidad, lo que le permite representar las diez»raices”.

o Cuando un tesoro y veintiun dirhams son
iguales a diez raices, representamos el
a tesoro como un cuadrado cuyos lados son

o 8 ~  desconocidos, que es la superficie AD.
A ésta afadimos un paralelogramo, la
= superficie HB, cuya anchura, esto es, €l
lado HN, es igual a uno de los lados de la
superficie AD.

16. En vez de “negativas” y “positivas”, he traducido “substractivas” y “aditivas”, como hace Adel Anbouba, para ser menos anacronico y
mostrar que esas palabras derivan de los verbos “decrecer” y “afiadir”. Ahora bien, al-Khwarizmi, gracias a la esquematizacion del len-
guaje que usa, puede decir también “menos cosa”. Adel Anbouba sefiala que una expresién como “menos cosa por menos cosa igual
tesoro aditivo” “va contra la gramatica [...] pero es didacticamente comoda” (cf. Adel Anbouba. “L'algébre arabe aux IX® et X° siécles.
Apercu général”. Journal for the History of Arabic Science vol. 2, pags. 66-100, 1978). Est4 claro que aqui no hay idea alguna de ndmero
negativo, pero la operatividad con lo substractivo es mayor que la que hay en las Arifméticas de Diofanto, ya que el SMS con que éstas se
escriben no permite mas que una inscripcion de la feipsis en cada expresion.

17. Esta distincion entre la rafz del tesoro, que es una linea, y la raiz de la superficie, se convierte en el Tratado de las ecuaciones de Sharaf al-
Din al-TasT, en el que lo que se estudia son las cabicas, en muchas mas distinciones: hay raices lineales, planas y sélidas, y, lo que es mas
interesante, tesoros planos y sdlidos. La raiz sélida es “un solido cuya base es una raiz plana y la altura una unidad lineal” y el tesoro sélido
“es un sélido cuya base es el tesoro plano y cuya altura es una unidad lineal” (cf. Sharaf al-Din al-Tusf, op. cit., tome |, pags. 15-16).
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conocimientos que se le ofrecen. El papel de las Matema-
ticas en la educacion de los jovenes ha sido hasta épocas
recientes el de formar mentes organizadas, con criterio,
con rigor, y asf la Geometria y su libro de texto milenario “Los
Elementos” de Euclides servian para desplegar todo un
mundo armdnico, deductivo y de una gran belleza formal.

Consideramos gque hoy mas que nunca, la principal funcion
de las matematicas es la de formar a los alumnos y que
éstas han de ser presentadas a través de la Historia, en
" relacién con la Fitosofia y con el Arte, con la Fisica y la Cos-
mologia, como un organismo vivo, en evolucion e intima-
mente ligada a los deseos del hombre de comprender la
realidad. Oswald Spengler, matematico y exitoso ensayista
de los afos 20, en su libro “La decadencia de Occidente”,
desarrolla su teoria de la historia como una sucesion de
ciclos culturales que nacen, se desarrollan, alcanzan su
plenitud y fatalmente decaen. Para Spengler, no hay una
matematica que se desarrolle linealmente y cuyo contenido
va acumulandose a través de los siglos. Para él, hay tantas
matematicas como culturas, como ciclos histéricos y cabria
distinguir entre otras, la matemaética antigua, de la cultura
greco-romana, y la matematica moderna de la cultura occi-
dental y cristiana, esencialmente distintas y que serfan fruto
y consecuencia de los componentes culturales de cada
época y al mismo tiempo un factor decisivo en la configu-
racion global de las mismas.

Veamos cémo, a nuestro juicio son dos las diferencias esen-
ciales que se establecen entre ambas culturas y matemati-
cas;

* El concepto de infinito, y el tratamiento de los procesos
infinitos que surgen cuando se intenta aprehender la rea-
lidad mediante la razén.

\? 3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefiar y qué nos ensefia?
: LA HISTORIA DE LA MATEMATICA EN LA ENSENANZA SECUNDARIA:

S 4

LA MATEMATICA, VERTEBRADORA DE LA CULTURA

(ta

10

a-

o- José Luis Montesinos Sirera

35 Seminario “Orotava” de Historia de la Ciencia. La Orotava

-

28 a mision de las Matematicas en la Ensefianza Secun- ¢ |a postura frente a la Naturaleza. En el caso de los anti-
i daria es primordialmente la de cooperar a formar en guos, el hombre contempla e imita a la Naturaleza; en el
la el alumno unas capacidades que le permitan enten- caso de los modernos la Naturaleza se concibe como un
le der el complejo mundo que le rodea y a dotarle de esque- objeto al que hay gue poner al servicio del hombre.

0- mas légicos y metodoldgicos mediante los cuales pueda

3i- seguir racionalmente una argumentacion. El bachiller de La antigua Grecia, hasta Euclides, consider¢ la Geometria
s este final de milenio necesita una formacién humanistica un arte antes que una ciencia tal y como hoy la entendemos.
let en este mundo tecnificado, que le dé acceso a manejar Las ideas platénicas de un COSMOS, armoniosamente
a- ideas por las que pueda asimilar la inmensa cantidad de organizado de acuerdo a arquetipos preexistentes y eter-

nos, dotado de una Simetria —en el sentido original de
ésta—: como algo bien proporcionado y en el que las par-
tes estarfan acordes con el todo, estructuran un proyecto de
Geometria con voluntad de captar el mundo real. La Geo-
metria Griega, producto de un alma que intenta realizarse en
la imagen del mundo que la rodea, mide las relaciones de
magnitud, medida y figura entre cuerpos solidos. Es una
geometria de un espacio finito, de pequefias distancias, en
donde el paradigma es el cuerpo humano; y asl, el arte
griego por excelencia es la escultura. En algin momento
de la primera mitad del siglo V a.c. tiene lugar en Grecia un
descubrimiento terrible para la aritmética pitagérica: la exis-
tencia de magnitudes inconmensurables. La realidad
sensible para un griego es apolinea y la aparicion de mag-
nitudes inconmensurables y de procesos infinitos turba la
serenidad helénica. Los numeros naturales no bastan ya
para cuantificar y medir todos los segmentos de recta que
producen las construcciones geométricas. El gran mate-
mético Eudoxo de Cnido desarrollaré toda una compli-
cada teoria de las proporciones (que constituira
posteriormente el Libro V de “Los Elementos” de Euclides)
y se salva asi la teoria de la semejanza en geometria. El
mismo Eudoxo ensefia a salvar la dificultad de los procesos
infinitos con el llamado método de exhaucién, donde se
concluye por reduccion al absurdo la igualdad de dos areas
o volumenes, demostrando que, si existe una diferencia
entre ellas, ésta serfa mas pequefia que cualquier nimero
por pequefio que fuese. Aqui estéd ya el espiritu de la
moderna teoria de los limites.

Eudoxo es el gran dominador del infinito en la antigliedad
y Aristételes la autoridad que dictamina la prohibicién del
infinito “actual” tanto fisico como mental. Aristételes, el gran
sabio de esta Cultura, recopilador de todo el saber de su
época, veta el concepto de infinito como algo extrafio,
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0O, si lo prefieres, puedes afiadir la raiz de cuatro a la
mitad de las raices. La suma es siete, lo que también es
una de las partes (pags. 41-42).

4. EN PERSPECTIVA. COMPONENTES
DE UNA ARQUEOLOGIA DEL
ALGEBRA

El apunte que he presentado aqui en torno al Libro conciso
de célculo de al-jabry al-mugabala de Muhammad ibn Mdsa
al-Khwarizmi he querido situarlo frente a una cierta historia ofi-
cial del algebra y lo he apoyado en los trabajos monumen-
tales de dos historiadores, cuya produccion no deja de
ofrecer nuevos materiales dia a dia. Mi trabajo, sin embargo,
tiene su origen en el programa de investigacion iniciado hace
ya afios por Eugenio Filloy en el que el estudio de la historia
de las ideas mateméticas se pone al servicio de la investi-
gacion didactica. En él, la elaboracion del dlgebra simbdlica,
tanto en la historia como en el aprendizaje en la escuela, se
veia como “la identificacion final en un solo estrato de len-
guaje de estratos anteriores de lenguaje irreductibles uno a

3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefar y qué nos ensefa?

otro hasta que no se ha desarrollado el lenguaje méas abs-
tracto”®. Esta nocion de ‘estratos de lenguaje’ ha sido trans-
formada por el propio Filloy en una nocién de sistemas
matematicos de signos SMS™ que ha de ser lo suficiente-
mente amplia como para que pueda servir como herramienta
de andlisis de los textos que producen los alumnos cuando
se les esta enseflando matematicas en los sistemas escola-
res —y estos textos se conciben como el resultado de pro-
cesos de produccion de sentido—, asf como de los textos
matematicos histdricos —tomados como monumentos, petri-
ficaciones de la accidon humana o de procesos de cognicién
propios de una episteme. Para ello, en el caso del lgebra es
preciso, a mi entender, entrelazar varias historias: la historia
de la elaboracién de SMS del &lgebra, en particular, la de la
operatividad sintactica; la historia de los conceptos de
numero; la historia de las tradiciones subcientfficas de reso-
lucién de problemas; la historia de la idea de generar posi-
bilidades hasta agotarlas; la historia del método de anélisis
y sintesis. Esos son componentes de una arqueologia del
algebra, que he querido tener presentes en este sucinio exa-
men del libro de al-Khwarizmi, y que el estudio del &lgebra
arabe clasica contribuird a desarrollar

18. Eugenio Filloy y Teresa Rojano. “La aparicion del lenguaje aritmético-algebraico”. L’ educazione matematica, vol V, pags. 1-16, 1984,

pég. 3.

19. Esta nocion de “sistemas matematicos de signos” se introduce en Carolyn Kieran y Eugenio Filloy. “El aprendizaje del algebra escolar

desde una perspectiva psicoldgica”. Traduccion de Luis Puig. Ensefianza de las ciencias, vol 7, pags. 229-240, 1989. Ver también mi
texto: Luis Puig. Semidtica y materndticas. Valencia: Episteme, col. Eutopias, 1994.
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ese gigantesco instrumento que es el érgano. El Arte mues-
tra el camino a la Filosofia y a la Ciencia: Nicolas de Cusa
y Giordano Bruno hablan de un universo infinito; hay un
nuevo renacer del platonismo; Copérnico y Galileo hacen
tambalear la cosmologia aristotélico-ptolemaica y una
nueva geometria se desarrollara, acorde con la nueva orde-
nacién espiritual de un mundo abierto, la Geometria de
Descartes.

No nos adelantemos, ahora corresponde hablar de la figura
que Jorge L. Borges situaria en el capitulo central de su
irrealizada historia del infinito: EI Cardenal Nicolas de Cusa,
quien influido por San Agustin, abrir4 unas estrechas y lar-
gas relaciones entre la Teologia Cristiana y las Matematicas
del Infinito.

Cusa combina continuamente la teologia con la matematica,
cuyas figuras (las de la geometria) se prestan a una infiniti-
zacién ideal que provoca una coincidencia con sus contra-
rios, gracias a la cual la inteligencia accede al inefable e
infigurable infinito. Hay una inmanencia virtual del infinito en
cada figura matematica finita que solo la matematica “inte-
lectual” puede hacer transmutarse gradualmente. Es asf
gue un circulo infinito coincidira con la recta infinita y la infi-
nitizacién de las figuras anula las leyes que rigen la mate-
matica racional, que trabaja con figuras abstractas, pero
limitadas y cuantificables. La figura infinita adquiere asf un
valor metamatematico que la hace apta para traducir al Infi-
nito simple. La figura matematica se convierte en una figura
teoldgica.

Nicolas de Cusa es una figura temprana de ese crucial
periodo de nuestra Historia que ha dado en llamarse Rena-
cimiento, periodo de ruptura, siglos XV y XVI, en el que se
abre paso un Mundo Nuevo. Copérnico, Bruno, Kepler,
Galileo, construyen una nueva vision del Universo, ilimitada,
inquietante, en la que el hombre deja de ser el centro en una
cosmologia que es ya de infinitos mundos.

Descartes, filésofo de primera categoria, no pasa de ser
—segun los historiadores de las matematicas— una figura
secundaria como matemaético. Sin embargo su influencia
sobre los matematicos posteriores fue inmensa y con él
empieza una nueva matematica, la matematica de la revo-
lucién cientifica y de la edad moderna. Descartes rompe
con los modos vy los preceptos de la matematica de los
griegos y especialmente rompe con el veto aristotélico al
infinito. Descartes vive en una época convulsa en donde de
un mundo cerrado se ha pasado a un universo infinito, en
la que han desaparecido las certezas y en las que el escep-
ticismo y la duda son la norma. En una especie de huida
hacia delante, Descartes va a dudar de todo, excepto de las
Mateméticas, y de Dios que le garantiza la veracidad de los
razonamientos claros y distintos que alcanza con su

3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefar y qué nos ensefia?

Método, concebido a partir de las matematicas de los grie-
gos.

En el afio 1650 muere René Descartes dejando un legado
intelectual de importancia fundamental para el desarrollo
de la nueva ciencia. El Universo es ahora un complejo
entramado regido por leyes mecanicas y el hombre, esa
criatura finita e imperfecta, pero dotada de una mente en
la que estan sembradas las semillas del conocimiento,
puede y debe tratar de desentrafar y dominar esas leyes.
El nuevo cientffico, al ser consciente de vivir en un universo
“infinito” y en movimiento, radicalmente distinto del
mundo cerrado de los antiguos, tendré que abandonar el
espiritu de la matematica griega. Ahora prevalecera la uti-
lidad sobre la estética. La geometria no debera temer
“contaminarse” del movimiento de la Mecénica; El rigor,
maximo logro que se imponian los griegos, pasara a un
segundo plano. Se aceptara el “nimero irracional” sin
tener que recurrir a la engorrosa definicion de razén de
magnitudes inconmensurables de Eudoxo y se tendra que
osar hacer uso de procesos infinitos. Se seguirdn haciendo
las demostraciones arquimedianas, pero obviando el largo
y pesado método de exhaucion. Todo ello porgue el fin lo
justifica. Y el fin es el de arrancarle los secretos a la Natu-
raleza: “... Conociendo la fuerza y la accion del fuego,
del agua, del aire, de las estrellas, de los cielos y de todos
los demds cuerpos que nos rodean (...) y convertirnos en
los dominadores y poseedores de la Naturaleza”. De esta
manera, con el estudio y el trabajo, el hombre recuperara
el Parafso perdido.

Este mensaje recorre toda la Europa culta y el “Discurso del
Método” serd el libro cientifico-filoséfico més leido y de
mayor influencia de la segunda mital del siglo XVII. Este
mensaje lo recoge Isaac Newton quien desde muy joven
aspira a ser un fildsofo de la naturaleza.

Newton va a pasar muchas horas venciendo las dificulta-
des de lectura que encierra un libro como “La Géometrie”
de Descartes, pero sacara dos consecuencias fundamen-
tales:

* Para aspirar a ser un filésofo de la naturaleza, hay que
aprender el arte de las matematicas, manipular con habi-
lidad las técnicas del célculo, en un mundo gue exige
conocimientos cuantitativos. Las matematicas se conce-
biran no como un fin en si mismas, sino al servicio de la
Fisica y de la Filosofia de la Naturaleza.

¢ No hay problema gue no pueda ser resueito si actuamos
con el método adecuado y con la necesaria tenacidad.

Siguiendo las pautas cartesianas, Newton se hace un con-
sumado algebrista y aprendera de Wallis, de su “Aritmetica
infinitorum”, a usar sin temor y sin rigor los algoritmos infi-
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imperfecto, indeterminado, innombrable. Aristételes ha com-
probado el peligro que representa para la Razén algo que
la misma Razdn ha inventado: “pero la consideracion del
infinito conlleva una dificultad (aporia), pues tanto al afirmar
que no existe resultan muchos imposibles, como al afirmar
que existe (Fisica 203 b 30-32).

Desde que Zendén de Elea, en el siglo V a.c. pusiese a la
recien estrenada Razoén en un callején sin salida al enfren-
tarla con ciertos procesos infinitos, la Historia de la Mate-
maética es un continuo sortear las dificultades que aguellos
procesos conllevan. Aristételes ha salido mal parado en su
confrontacién con las aporias de Zendn; el mal menor sera
aceptar la infinita divisibilidad de un segmento, pero solo
“potencialmente”, en un proceso de divisiones sucesivas, y
no “actualmente” como coleccién infinita exhaustivamente
dada de todos sus puntos.

Sin embargo, esta “prohibicion” del infinito actual no impide
a los matematicos realizar sus razonamientos: “Este nuestro
discurso, no pretende suprimir las investigaciones de los
matematicos por el hecho de excluir que el infinito por adi-
cion pueda recorrerse en acto. En realidad, ellos {los mate-
madticos), en el estado presente, no sienten la necesidad del
infinito, y en realidad no se sirven de él, sino sélamente de
una cantidad tan grande como se quiera, aunque siempre
finita ...” (Fisica 207 b, 31).

En el 300 a.c. Euclides, siguiendo las directrices aristotélicas,
recopila y pone orden en toda la matemética existente,
dotandola de una estructura axiomético-deductiva que fue
modelo durante 2000 afios para cualquier disciplina que
pretendiese ser cientifica y rigurosa. No debemos confundir
la geometria de Euclides con la “geometria euclidea” que
nosotros (impregnados de infinitud) hoy concebimos. No
hay un sélo paso o comentario en “Los Elementos” que
indique la idea de un espacio (plano) infinito. De la aversion
del texto euclideo al concepto de infinito, sirva el ejemplo de
la Prop. 20 del Libro IX: En lugar de decir que la serie de
ndmeros primos es infinita, se dice, “Hay mds ndmeros pri-
mos que en cualquier conjunto de ndmeros primos”.

Y con Euclides estan los otros dos grandes matematicos
con los que se conforma la Edad de Oro de la matematica
griega: Apolonio de Perga y Arquimedes de Siracusa. Apo-
lonio, cuyo tratado sobre las conicas tendrd que esperar
cientos de anos para ser entendido y aplicado a las Cien-
cias de la Naturaleza. Arquimedes, el gran cientifico de la
antigliedad, es en quien mas se prefiguran las caracteris-
ticas del moderno cientifico. Mejoraré la técnica de exhau-
cién de Eudoxo y construird un auténtico Caélculo,
respetando exquisitamente la prohibicién aristotélica del
uso del infinito actual, lo que no le impide usar técnicas poco
ortodoxas pero tremendamente bellas e imaginativas para
conseguir los resultados que después demostrara en Geo-

3. Historia de las Matematicas: ;qué ensefar y qué nos ensefia?

metria, esto es, en el rigor de los griegos, con el método de
exhaucién. Es en 1906 cuando el filblogo danés Heiberg
descubre en un palimpsesto el Método Mecanico de Arqui-
medes, en el que éste explica a su amigo Eratdstenes,
bibliotecario de Alejandria, su método de descubrir resul-
tados que luego probara correctamente por otras vias.

Y quiero destacar antes de terminar con el periodo griego,
la estrecha relacion de la Matematica con el Arte, con la
Belleza. La Matematica es ella misma un arte y asf Aristo-
teles dird en su Metaffsica (Libro XII, cap. ill}: “Las formas
que mejor expresan la belleza son el orden, la simetria, la
precision. Y las ciencias matematicas son las que se ocu-
pan de ellas especialmente.

En resumen, el mundo griego es finito, armonioso,
apolineo, alejado de los extremos (horror vacui,
horror infinitus).

Es con el advenimiento del Dios cristiano, un Dios que pre-
miara con bienaventuranzas sin fin o castigara eternamente
y poseedor él mismo de atributos infinitos, que lo inmenso,
lo infinito ird poco a poco impregnando de forma sutil el pen-
samiento y la cultura occidental.

En el siglo 1V, el neo-platdnico San Agustin, obispo de
Hipona, construye la teologia cristiana en concordancia con
las ideas méas profundas de la filosofia griega, pero deso-
bedeciendo el precepto aristotélico acepta la existencia
del “infinito actual” en la mente de Dios, “in mente Dei”.
Dice San Agustin en su libro “De civitate Dei”: “Todo nimero
estd caracterizado por su propiedad, asf que dos cuales-
quiera son distintos; por tanto los nimeros son distintos y
tomados singularmente son finitos y tomados todos juntos
son infinitos. Dios, entonces, a causa de su infinitud, los
conoce todos. ;Como serfa posible que la Ciencia de Dios
conociese unos numeros e ignorase otros? 4El que sostu-
viese ésto no seria un demente?”. Con el apasionamiento
caracteristico de San Agustin, esta frase va a ser de excep-
cional importancia en el desarrollo de las matematicas del
Infinito. Inaugura asi un procedimiento mediante el cual el
hombre va a recurrir a la figura divina para acceder y mani-
pular el infinito matematico.

En el siglo XIII, Santo Tomas incorpora oficialmente el “cor-
pus” cientifico y la cosmovision aristotélica a las doctrinas
de la Iglesia. Es la fisica del “sentido comdn” la que rige el
Universo, finito, donde cada cosa esta en su sitio, y donde
la béveda de las estrellas fijas gira alrededor de la Tierra 'y
del Hombre, centro del Mundo por voluntad del Dios Todo-
poderoso.

Pero el artista construye la Catedral Gética, expresién de un
alma desmedida que anhela el infinito, y la musica, el arte
dionisiaco, llenara de infinitas sonoridades el espacio con
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mercachifles de la ensenanza. Hay que mantener este
idealismo. La cultura da luz”.

Proponemos una matematica intimamente ligada a la
Cultura, presentandola a través de |la Historia, en rela-
cién con la Filosofia y con el Arte, con la Fisica y la Cos-
mologia. Proponemos unas matematicas humanistas,
insertas en una Ensefianza cuyo fin Ultimo debe ser la de
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crear hombres y mujeres con personalidad y criterios
Propios.

Hacemos un llamamiento al colectivo de ensefiantes de las
matematicas a que recuperen el profundo sentido de la
Belleza en esa grandiosa construccion del hombre que es
la Matemética y que no puede ser presentada como algo
abstruso, sin sentido y sin vida
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nitos, (cuadraturas, célculos de tangentes, maximos y mini-
mos, indivisibles aritméticos, infinitesimales). Con 23 afios,
Newton se retira a sus posesiones de Woolsthorpe y durante
los dos afios siguientes (1665-66) realiza una de las obras
mas fecundas que se hayan dado por mente humana. Allf
se engendra el calculo infinitesimal y se esboza uno de los
libros que mas decididamente han influido en la historia de
la ciencia y del progreso: “Los principios matematicos de
la filosofia natural”.

Las poderosas técnicas del dlgebra, junto a razonamientos
infinitesimales plenos de intuicion, aunque carentes de rigor,
hacen avanzar extraordinariamente la nueva ciencia y el
Universo newtoniano es una inmensidad limpida y serena,
un espacio infinito, homogéneo, donde hay diferencias que
estan medidas por proporciones que responden a una
armonia.

Hemos visto que la geometria griega es un producto del
intelecto humano en el que se funden la creatividad y la
belleza, directamente inspirada en el orden y en la simetria
presentes en la Naturaleza a la que se estudia de forma
reverente y contemplativa. Casi dos mil afios méas tarde el
joven René Descartes contemplara con admiracion el rigor
y la maestria de aguellas construcciones geométricas de los
“antiguos”, hasta tal punto, que rechazara las ofras disci-
plinas que estudia (en aquel Colegio de jesuitas parisino)
por considerarlas confusas v faltas de rigor. Pero hay algo
que no comprende y es el carécter estetizante y falto de uti-
lidad practica inmediata de aquellas construcciones. Y
ahora el objetivo de su geometria, la geometria cartesiana,
es radicalmente distinta. Ahora se trata no de contemplar,
sino de actuar, para dominar a la Naturaleza y ponerla al
servicio del hombre.

Es a comienzos del siglo XIX cuando la Ensefianza se esta-
taliza en los paises desarrollados europeos: Francia, Ingla-
terra y Alemania; y las matematicas constituiran una
disciplina obligada en todos los estratos de la educacion.
¢,Por qué un joven aristocrata inglés, bien dotado intelec-
tualmente y destinado a ocupar altos cargos en la Admi-
nistracion a mediados del siglo XIX, debe estudiar “Los
Elementos” de Euclides? Sin duda, por el valor formativo de
aquella geometria sintética, que prepararé a las “buenas
cabezas” en el rigor y la creatividad.

¢Por gué continuan teniendo las matematicas un papel tan
importante en los curriculos educativos de todos los paises,
hoy a finales del segundo milenio? No es facil contestar a
esta pregunta. Ahora también vivimos en una Democracia
que alcanza a todos, a diferencia de la elitista Democracia
griega, y en la que todos tienen el derecho y el deber a la
Educacion. La Ciencia, que ha alcanzado increibles grados
de sofisticacién, ha sustituido en buena parte en la mitolo-
gia popular a la Religion, y las matematicas, ese lenguaje
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abstruso e ininteligible para la gran mayoria, parece susti-
tuir a la coleccion de recetas y férmulas magicas con las
que el brujo de la tribu pretendia poner a su favor los desig-
nios de la Naturaleza.

Pienso que en la mayor parte de nuestros centros esco-
lares las matematicas han dejado de ser el instrumento
educativo en el que se juntaban creatividad, espontanei-
dad, libertad y belleza, para convertirse en una repeticion
incesante de algoritmos desprovistos de sentido, y esto es
mas absurdo aun, en nuestra época: la era de los orde-
nadores, esos excelsos calculadores a nuestro servicio.
También la geometria sintética, y sus posibilidades for-
mativas, ha desaparecido completamente de la ense-
flanza secundaria y mantiene una decrépita existencia
en la primaria.

Es muy dificil convencer a una mayoria de alumnos de
bachillerato de la utilidad préactica de las matematicas en
la vida laboral que les espera. Una via podria-ser la “eco-
I6gica”: vivimos en una sociedad “contaminada” por el
consumo, la destruccion de la naturaleza, la masifica-
cién y la irracionalidad. Una posible manera de combatir
estas lacras es pertrechandose de una AUTENTICA CUL-
TURA que le permita tener una personalidad propia, en
donde lo racional prime sobre lo irracional. Es necesario
una vuelta a los origenes. A mirarnos otra vez en la CUL-
TURA GRIEGA, origen de nuestra civilizacion. Eje funda-
mental de esa Cultura es la Matematica y en ella la
Geometria, que permite desarrollar la intuicion y la creati-
vidad y que dota a nuestro cerebro, con su practica, de una
estructura l6gico-deductiva.

Emilio Lled®, uno de nuestros mas licidos pensadores del
momento, en una entrevista publicada en el diario El Pais el
6 de Junio de 1992 dice:

“En la cultura cldsica se luché por entender, por seguir
racionalmente una argumentacion, y ahora, supedita-
dos al flash de las imagenes, vivimos el enorme peligro
de que el pensamiento no sea coherente, que sea epi-
dérmico y puramente inconsistente. Los medios de
comunicacion tienen gran responsabilidad ante esto.
La defensa seria la lectura, el cultivo del pensamiento
abstracto”.

Sigue diciendo Lledd: “A pesar de todos los esfuerzos
que se quieren hacer, el descuido de la Escuela y la
Universidad son los principales defectos de nuestra
cultura. Es necesario un planteamiento renovador y
revolucionario, no de metodologias y sistemas peda-
gégicos, que a veces encierran enormes trampas, sino
de amor al arte, a la matematica, a la cultura. El amor es
el principio del conocimiento. Que no sean topes y
metas extrafias que angustian, vendidas por baratos
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Como muestran los siguientes dibujos, la solucion de los
mismos es elemental, tan soélo son necesarios los siguien-
tes conocimientos: Teorema de la altura, Teorema de Pita-
goras y la medida del angulo inscrito en una circunferencia.

.

NN
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Una vez examinados los esquemas y razonamientos ante-
riores, ¢por qué no habrian de resolverse los “tres proble-
mas” planteados al inicio? Si nos detenemos un momento en
el problema de la cuadratura del circulo, todo nos lleva a
pensar que es bastante probable que se pueda solucionar
en las condiciones prefijadas (utilizando Unicamente la regla
y el compas). En efecto: si son cuadrables los triangulos,
cuadrilateros, pentagonos,... y en general cualquier poli-
gono, ¢por qué no iba a serlo el circulo? Ademas, si ciertos
trozos de circulo son cuadrables [“las lunulas” de Hipé-
crates de Quios (470 - 400 a. J.C.)] ¢ qué razdn habria para
no serio todo el circulo? En definitiva 4qué fallaba en el
paso de lo particular a lo general?

Para mi, el problema mas interesante fue el de la duplica-
cién del cubo. El deseo de buscar dos medias proporcio-
nales entre dos valores dados pudo ser su origen, esto es:
dados a y b, calcular dos valores x e y, tales que verifiguen
las siguientes relaciones:

En el caso particular de que b = 2a obtenemos que
el valor x es el valor del lado del cubo que estamos
buscando.

Nos surge por tanto la siguiente pregunta: ;Como construir
los valores x e y medias proporcionales entre los valores a
y 2a?

Una de las respuestas mas sorprendentes es la que pre-
sent6 Arquitas de Tarento (430 - 365 a. J.C.). Dice Arqui-
tas que: la interseccién de un cilindro recto, un cono circular
y un toro da como solucion un punto que justamente tiene
como coordenada el valor que resuelve el problema de la
duplicacion del cubo.
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LoS TRES PROBLEMAS CLASICOS

urante mucho tiempo, siglos en algunos casos,

varios problemas han resistido los “ataques” de

toda la artilleria matematica; la lista de tales pro-
blemas es demasiado larga para exponerla en estas breves
paginas. La busgueda obstinada, y en algunos casos esté-
ril. ha resultado muy beneficiosa para el crecimiento de la
matematica: se puede decir que el valor de lo imposible ha
resultado, paradodjicamente, altamente productivo.

Entre los muchos problemas planteados en este contexto,
uno de los mas singulares e interesantes es el llamado
“tres problemas Clasicos”. Nos referimos a: el problema de
la cuadratura del circulo, el problema de la triseccion del
angulo y el problema de la duplicacion del cubo. El enun-
ciado de los tres problemas es distinto, pero curiosamente
los tres estan ligados a un mismo destino y desenlace.

Santiago Fernandez
C.O.P. de Santurce. Vizcaya

Estos problemas comenzaron a circular por la Grecia anti-
gua hacia el siglo V a. de J.C. ;Cémo surgieron? Hay
muchas historias detras de los mismos, pero seguramente
su origen se encuentre relacionado con el afén de resolver
problemas andlogos a otros, que fueron solucionados de
manera inmediata. Nos referimos a:

1) Dado un cuadrado cualquiera, construir otro cuadrado
de area doble que el anterior (Duplicacién del cua-
drado).

2) Dado un angulo cualquiera, construir un angulo gue sea
la mitad del angulo dado (Biseccién del dngulo).

3) Dado un polfgono cualquiera, construir un cuadrado
cuya é4rea sea igual a la del poligono (Cuadratura del
poligono).

UNCIADO DE TRE LEMA

Utilizando tnicamente regla y compas

1) Dado un cubo cualquiera, construir otro cubo de
volumen doble del anterior (duplicacion del cubo).

2) Dado un angulo cualquiera, construir un angulo que
sea la tercera parte del angulo dado (triseccion
del angulo).

3) Dado un circulo cualqutera, construlr un cuadrado
que tenga el mismo area que el circulo (cuadratura
del circulo).
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La triseccion del angulo también nos presentd curvas mara-
villosas y en las que subyace el enorme ingenio matematico;
entre todas ellas merecen especial distincién la cuadratriz
de Hipias y la espiral del genial Arquimedes de Siracusa
(287 -212a. J.C)).

B c
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La Cuadratriz de Hipias

La cuadratriz, es una curva que se genera al unir las sucesivas
intersecciones de la recta AB cuando gira uniformemente sobre
el punto A hasta llegar a la posicién DA, y de la recta BC que se
desplaza uniforme y paralelamente hasta llegar a la posicion DA.
Como puede observarse es una curva continua BFLG,
obteniéndose el punto G por continuidad.

La espiral de Arquimedes

Este breve resumen no estaria “completo” si nos olvidase-
mos del problema de la cuadratura del circulo. Sin duda fue
el mas famoso de los tres problemas, se convirtid en un
fabuloso rompecabezas. Tuvo dos vertientes: una aproxi-
mada, que condujo a problemas de rectificacion de curvas,
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y en particular de la circunferencia; aguf se sitdan métodos
altamente ingeniosos para calcular TT con una precision
asombrosa; cabe citar el procedimiento ideado por Specht
en 1836. Calcula el nimero Tt con exactitud hasta la quinta
cifra decimal; en efecto, segun su procedimiento T toma el
valor de 3,1415919 frente al exacto 3,1415927 ...

En la vertiente exacta el recorrido es dificil de resumir; no
obstante tuvo unos hitos trascendentales en su caminar a
lo largo de unos dos milenios. A finales del siglo XVIil L.
Lambert y A. Legendre demostraron que el nimero 7T no
es racional; mas tarde, en 1882, F. Lindemann en una
memoria publicada en los Mathematische Annalen
demuestra —siguiendo un proceso similar al descubierto
por C. Hermite en 1873 respecto a la trascendencia del
numero e— que también el nuimero T es trascendente. En
1893 D. Hilbert realizé una demostracién mucho mas sen-
cilla de la trascendencia del numero .

Wantzell pone fin a la aventura de los tres problemas, asi
enuncia un famoso teorema que lleva su nombre:

Un ntmero real es construible con regla y compés
si verifica dos condiciones (ademas son |
necesarias y suficientes)

1) el nimero es algebraico sobre Q
2) el polinomio irreducible que le contfene
como raiz es una potencia de 2

Este resultado pone fin a la tremenda polémica, demos-
trando sin ninguna duda, que los tres problemas son irre-
solubles en las condiciones expuestas al inicio.

Después de este breve recorridoe histérico por los tres pro-
blemas nos surgen varias cuestiones:

a) ¢Llegaron a intuir los griegos !a imposibitidad de los
problemas?

b) ¢Conocian el método de coordenadas? &
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La idea central de la construccién propuesta por Arquitas se
basa en la divisién adecuada dentro del tridngulo rectangulo
ABC.

Si llamamos KE =a
B AC=2a

/ Al ser semejantes los triangulos

¢ ABC, ADB y AED, se verifica
que

siendo AB = y,ﬁ =X

Por tanto la ingeniosa construccion tridimensional esconde
un problema bidimensional que es el siguiente: dados los
segmentos

AC=2ay AE=a

construir el tridangulo que se muestra en la figura dondez AD
es la solucion del problema de la duplicacion del cubo.

Ante esta sorprendente construccién surge una pregunta
inquietante: ;Fue Arquitas capaz de resolver el problema de
la duplicacién del cubo de manera sintética, o bien conocia
de alguna manera un método basado en coordenadas?

Menecmo ( 374 - 325 a. J.C. ) atacé el problema de forma
diferente; para él las relaciones

le llevaron a las siguientes condiciones:

Ixz =ay (1)
yZ=2ax (2
\xy =a% (3)

4
{:@Ué

%\A:Za}
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que, como sabemos, (1) y (2) corresponden a ecuaciones
de parédbolas mientras que la ecuacion (3) es una hipérbola.

El gran Apolonio de Perga (262-190 a. J.C.) también
dedico un tiempo a resolver el problema de la duplicacion
del cubo; él encontré una solucién original y relativamente
simple, se basa en la siguiente construccion:

1) Se situa un rectangulo OADB sobre los ejes, de lados a
y 2a

2) Se obtiene el punto medioc del rectangulo, le llamamos C

3) Construimos los puntos X e Y de tal manera que el seg-
mento XY contenga el punto D, ademés X esta en la
recta que sostiene al segmento OA e Y esta sobre la
recta que sostiene a OB. Por Ultimo se ha de verificar
gue CX=CY.

|
X |
D
At— —
0 8 Yy

En estas condiciones, Apolonio afirma que: el valor de los
segmentos AX=x y BY=y son las medias proporcionales
entre a y 2a (la demostracion se puede realizar por varios
procedimientos, uno de ellos es la aplicacion conjunta del
Teorema de Thales y de la proposicion 111,35 perteneciente
a "Los Elementos” de Euclides).

En este breve resumen no podemos olvidarnos de la con-
coide de Nicomedes (vivi6 en el siglo Il a. J.C.) y la cisoide
de Diocles, contemporéneo de Nicomedes; las dos son
dos curvas notables y ademés capaces de resolver el pro-
blema de la duplicacion del cubo.

Cisoide

Concoide
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bién en las obras de Arquimedes, que no dan ni la mas
ligera indicacion de como se habian descubierto los mag-
nificos resultados que describen.

Los matematicos de los siglos XVI y XVIl acogen con fruicion
y entusiasmo las obras clésicas, que ahora estaban a su dis-
posicién, pero preocupados porque el estilo sintético de
exposicion de la Geometrfa griega, y en particular de las
obras de Arquimedes, privaba a los investigadores de la
forma en que habian sido descubiertos los resultados; todos
los matematicos manifiestan, junto a su admiracion, una
cierta perplejidad y extrafieza ante |a lectura de los clasicos.
Quiz4 es Descartes el que con mayor claridad denuncia (en
la regla IV de las “Reglas para la direccién del espiritu”)
la insatisfacién de una curiosidad frustrada por la ocultacion
de los métodos de descubrimiento de la Geometria griega.

Hay dos honorables excepciones que son, por una parte,
Arquimedes con su obra “El Método” (donde describe los
procedimientos mecanicos que le condujeron a sus brillan-
tes descubrimientos), que aungue perdida hasta 1906,
actud sin duda como variable oculta, y por otra, Pappus con
el llamado “Tesoro del Andlisis” del Libro Vil de “La Colec-
cién Matematica”, donde se reproduce parte de la Geo-
metria griega anterior, pero de una forma que se patentiza
el camino que sigue la investigacion matemaética. Desgra-
ciadamente la obra de Pappus fue ignorada o desconocida
por los escritores arabes, intermediarios en el transito a
occidente de la cultura clasica griega, permaneciendo
oculta en manuscritos griegos originales que vieron de
nuevo la luz en los siglos XVIy XVII, bajo el nuevo espiritu
humanista de Commandino, Vieta, Fermat y otros muchos,
que se propusieron la traduccién, recuperacion y restaura-
cién de las obras antiguas. Estos dos matemaéticos griegos,
Arguimedes y Pappus, son los Unicos en toda la Geometria
griega que dan a conocer !a via heuristica de los descubri-
mientos, via analitica en el caso de Pappus y también via
mecénica en el de Arquimedes.

2. NATURALEZA DEL CALCULO DEL SIGLO
Xvi

La Matematica del siglo XVII presenta una inflexion radical
respecto a la Matematica clasica griega. El paradigma esti-
listico y demostrativo que impuso la filosofia platonica, cuyo
exponente mas representativo es la obra de Euclides “Los
Elementos”, es violado por el principio de que lo que
importa es la consecucion de nuevos resultados, aungue
sea sin expresion rigurosa. Se trata de crear y descubrir, se
impone el lema “primero inventar, después demostrar”.

La Matematica griega es ponderada por su alto grado de
rigor y es la fuente de formacion y de inspiracion de los
matematicos, pero se abandonan y critican sus métodos
porque no son heuristicos. En efecto, el camuflaje perma-
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nente del infinito convierte a casi toda la Matematica griega
en Geometria y el tratamiento absolutamente riguroso de
los problemas infinitesimales requiere un subterfugio: “e/
método de exhaucion” de Eudoxo, que obliga a tratar cada
problema de forma particular, dependiendo de su estructura
geométrica concreta, ademas de precisar un método com-
plementario para prever los resultados. Por eso en el siglo
XVII, tras la recuperacion, reconstruccion, divulgacion y asi-
milacion del legado clasico, se impuso un nuevo clima psico-
l6gico y una nueva actitud hacia los problemas matematicos,
que permitié el desarrollo de multitud de nuevas técnicas infi-
nitesimales, ya que era general el deseo de encontrar nue-
vos métodos para resolver rapidamente los problemas que
las nuevas condiciones sociales planteaban, métodos que
permitieran obtener de forma directa los resultados, aungue
hubiera que echar por la borda el rigor.

Las especulaciones de la Escoldstica medieval sobre el
infinito y el continuo propiciaron que los matematicos pos-
teriores no fueran refractarios a la utilizacién de las técnicas
infinitesimales. Ei Algebra simbdlica de Vieta y Descartes
aplicada al material del Andlisis geométrico recuperado de
los antiguos, facilité el desarrollo de técnicas formales que
permitieron métodos de rapido descubrimiento méas que
demostraciones rigurosas. Finalmente la representacion
algebraica de curvas, via la Geometria Analitica de Fermat
y Descartes, propicio la répida y sencilla formulacion para
la investigacion de multitud de problemas de areas, volu-
menes, rectificacion, centros de gravedad, tangentes, maxi-
mos y minimos, etc.

Con esta rica miscelanea de ingredientes matematicos (pro-
blemas arquimedianos, técnicas algebraicas de Calculo,
Geometria Analitica y sobre todo el libre uso del concepto
intuitivo de infinito), el siglo XVII produjo una impresionante
profusién de nuevos resultados, a base de nuevas técnicas
y métodos infinitesimales, que provocaron una progresiva
aritmetizacién de problemas que en la antigiedad habian
tenido un enfoque estrictamente geométrico.

En particular, respecto del Calculo Infinitesimal, se abre al
comienzo del siglo XVII una etapa empirica, que cubre los
dos primeros tercios de este siglo, en los que manejando
unos elementos con un estatuto ontoloégico no muy bien
definido (indivisibles, infinitamente pequerios, incrementos
evanescentes, cantidades despreciables, elc.), se desa-
rrollan multitud de técnicas y métodos infinitesimales, que
contribuyen a resolver de forma sorprendente antiguos y
nuevos problemas, bajo la accién de profundas intuicio-
nes, que supliendo la falta de rigor, evitan las contradiccio-
nes y el absurdo donde podia haber llevado tanto
desenfreno conceptual, y que conducen, bajo una visién de
generalizacién y unificacion, a la destilacion de un algoritmo
universal, al descubrimiento simultaneo del Calculo Infini-
tesimal por parte de Newton y Leibniz.
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LA ETAPA EMPIRICA DEL CALCULO

Se describe la naturaleza y se hace un
analisis tematico de los problemas mas
representativos de la etapa empirica del
Calculo Infinitesimal. Con el uso de
“indivisibles” e “infinitamente pequefios”
prima la argumentacion heuristica sobre la
apodictica, pero la fecundidad de las nuevas
técnicas fue asombrosa. Soslayando la
rigidez de la exhaucion griega mediante
artificios geométricos se resiente el rigor
impecable de la geometria griega, pero se
ingenian magnificos procedimientos
heuristicos de rapido descubrimiento,
abriendo el paso hacia la generalizacién y
unificacion de los problemas y métodos
infinitesimales, es decir hacia la elaboracion
del algoritmo que desarrollan Newton y
Leibniz.

1. LOS ANTECEDENTES GRIEGOS

La tempestad provocada por el descubrimiento pitagérico
de los irracionales y la inquietud que introdujeron en el
mundo griego las paradojas de Zendn de Elea, precipitd una
profunda crisis de fundamentos en la Matematica que trajo
consigo el *horror al infinito”. Con el descubrimiento de las
magnitudes inconmensurables, las magnitudes geométricas
ya no podian ser medidas mediante nGmeros, por lo que
guedaban afectadas y debian ser reconstruidas todas las
pruebas pitagoricas de los teoremas que utilizaban pro-
porciones. Para conjurar la crisis de fundamentos habia
que soslayar el concepto infinitesimal de ndmero irracional.
Eudoxo de Cnido, de la escuela platénica, resolvié de forma
brillante la antinomia radical entre finito e infinito. Introdu-
ciendo el concepto de “tan pequerio como se quiera”, equi-
valente a nuestro proceso de “paso al limite”, encuentra de
forma provisional, con su teorfa de magnitudes, una esca-
patoria a los problemas planteados por el infinito y lo incon-
mensurable, mediante un recurso genial que desarrolla en
tres estadios: una definicién (igualdad de razones), un

Pedro M. Gonzalez Urbaneja
1.B.San José de Calasanz. Barcelona

axioma (axioma de Eudoxo- Arquimedes o axioma de con-
finuidad) y un método (el método de exhaucion). La solucién
de Eudoxo fue un magnifico exito cientifico, pero trajo como
secuela que la filosofia platdnica impusiera el rigor 16gico
como supremo valor, 1o que cristalizaria en la sistematiza-
cién axiomatico-deductiva de la Geometria griega elemen-
tal en la compilacién enciclépedica de “Los Elementos” de
Euclides, estableciendo un severo modelo de exposicion y
demostracion en Geometria que presidird casi toda la pro-
duccion matematica griega posterior, o por lo menos la que
nos ha llegado en los grandes tratados clasicos.

En manos de Arguimedes el método de exhaucion, conju-
gado con su genial y heurfstico método mecanico de des-
cubrimiento (“*método de la palanca”, que Arquimedes
describe en su obra “El método relativo a los teoremas
mecanicos”), se convierte en un poderoso instrumento infi-
nitesimal rigurosamente ldgico que le permite alumbrar intui-
tivamente y convalidar apodicticamente numerosos
resultados sobre cuadraturas, cubaturas y centros de gra-
vedad, que hoy obtenemos con nuestros perfeccionados y
rigurosos algoritmos infinitesimales, y con los que Arqui-
medes, trascendiendo “Los Elementos” de Euclides,
ampli6é de forma considerable el acervo matematico de su
época.

Pero el respeto absoluto al paradigma estilistico euclideo cer-
cena considerablemente las posibilidades de expresion y
oculta la via del descubrimiento: el “ars inveniendi” de Gali-
leo, quedando de manifiesto en exclusiva la via apodictica:
el “ars disserendi”. El Anélisis geométrico griego (que Pro-
clo atribuye a Hipdcrates de Quios, aunque es descrito por
Platdon en “La Repéblica” vy por Pappus en la “Celeccién
Matemdtica”) era una fecunda heuristica geométrica, el ins-
trumento fundamental de investigacién y creacién matema-
tica; pero, alcanzada tras el Anélisis la Sintesis, en presencia
de la demostracién sintética cualquier Analisis era superftuo
y como tal se suprimia de los grandes tratados. De esta
forma, los griegos ocultaban la forma y el camino utilizados
en la obtencién de sus magnificos resultados matematicos.
Esto sucede en las grandes obras clasicas como “Les Ele-
menles’ de Euclides o "Las Cémicas” de Apolonio y tam-
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frecuente iteracién produce nausea en el lector.
Cualquiera ducho en Matematicas puede realizar tal
prueba.”

C. HUYGENS (Horologium oscillatorium de 1673):
“[...]. No es de gran interés el que demos una
demostracién absoluta, después de haber visto que
una perfecta demostra cién puede ser dada. Concedo
que deberia aparecer en una forma clara, ingeniosa 'y
elegante, como en todos los trabajos de Arquimedes.
Pero lo primero y mds importante es el método de
descubrimiento mismo.”

Las frases transcritas son muy significativas para com-
prender la enorme influencia de Arquimedes sobre los mate-
maticos del siglo XVII, pero sirven sobre todo para mostrar
la primacia de la argumentacion heuristica sobre la apo-
dictica, de la ponderacion del método de descubrimiento
por encima de la expresion rigurosa.

El método de los indivisibles recibié acerbas criticas dirigi-
das contra su propia naturaleza, debido al problema que
plantean sobre la estructura del continuo, toda vez que
contradecfan la doctrina aristotélica del continuo, como divi-
sible en partes del mismo tipo que la magnitud original,
divisibles de nuevo indefinidamente. Por eso Fermat, Rober-
val, Wallis y otros, recogen estas criticas e intentan modifi-
car los procedimientos de Cavalieri, para evitar los errores
de dimensionalidad, manifestando que no se toman seg-
mentos para la suma de todas las ordenadas, sino rectan-
gulos de anchura infinitesimal, “infinitesimales”, 1o que
desde el punto de vista del rigor no representa un gran
progreso, pero salva, mejor que peor, la homogeneidad.
Con ello se abre la segunda etapa del Célculo Infinitesimal,
sustituyendo los “indivisibles” por los “infinitamente peque-
fios” de igual dimension geométrica espacial que la figura
ala que pertenecen. Como no se sabe muy bien lo que es
una magnitud infinitesimal ni lo que debe entenderse por
una suma de infinitos sumandos, el rigor brilia por su ausen-
cia, pero como contrapartida la fecundidad de los nuevos
métodos fue asombrosa.

3. ANALISIS TEMATICO DEL CALCULO
DEL SIGLO XVII ANTERIOR A NEWTON
Y LEIBNIZ

El Calculo del siglo XVII estuvo esencialmente vinculado a
la investigacion sobre curvas. Se insistio inicialmente en las
curvas conocidas por los griegos (las conicas de Menecmo
y Apolonio, la cuadratriz de Dinostrato, la concoide de Nico-
medes, la cisoide de Diocles, la hippopede de Eudoxo, la
espiral de Arquimedes, etc.), pero enseguida esta coleccion
se vio complementada por multitud de nuevas curvas, entre
las que sobresalen “las pardbolas, hipérbolas y espirales
generalizadas o de orden superior” (llamadas de Fermat),
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“el caracol de Pascal”, “el folium de Descartes”, “la curva de
Lamé”, “la espiral logaritmica”, “la kappa-curva”, “la curva
tangentoidal’, y ante todo la reina de todas las curvas: “la
cicloide”.

Contrariamente al punto de vista estatico que fue casi exclu-
sivo (salvo quiza en el estudio de la espiral de Arquimedes)
en el tratamiento de las curvas en Grecia, en el siglo XVIi se
abre paso enseguida el punto de vista cinematico, de
manera que desde el principio los problemas de diferen-
ciacién se presentan no solo a propésito de tangentes sino
también de velocidades. Particularmente el estudio de la
espiral logarftmica y de la cicloide contribuye a la simbiosis
de los métodos geométricos con los cinematicos. En efecto,
una curva se puede considerar como “la trayectoria de un
punto en movimiento”y la tangente como la recta que ‘pasa
por dos posiciones consecutivas”. El principio de la com-
posicién de movimientos y més precisamente de la compo-
sicién de velocidades permite a Torricelli, Roberval y otros,
disponer de un método general de obtencién de tangentes,
para curvas que se pueden definir cinematicamente.

Y todo ello a pesar de Descartes que trataba desdefiosa-
mente de “mecédnicas” a las curvas no algebraicas, y pre-
tendia su exclusion de la Geometria. Para curvas
algebraicas, Descartes da un método de obtencion de tan-
gentes, basado en consideraciones sobre raices dobles,
bajo un punto de vista en absoluto diferencial, indepen-
diente del concepto de limite y que es el de la Geometria
Algebraica. Algoritmos formales pseudo-diferenciales fue-
ron desarrollados para facilitar la obtencion de las raices
dobles de! método de Descartes con la regla de Hudde y
adelantando la derivacién implicita de funciones algebrai-
cas con la regla de Sluse.

Pero no es ésta la forma imperante de pensar y hacer. En
efecto, los métodos algebraicos sufrirdn un cierto eclipse,
absorbidos de forma provisional por los métodos cinema-
tico-diferenciales de Roberval, Fermat y Barrow. Se defiende
gue las curvas definidas cinematicamente son como las
demas, no hay por qué hacer distincion, todas pueden estu-
diarse por los mismos métodos. La variable “tiempo”en los
trabajos de Barrow se convierte en una variable indepen-
diente universal de la que dependera la variacion simulta-
nea de varias magnitudes, como base de un Célculo
Infinitesimal de tendencia geométrica, ideas que son el
punto de partida de Newton, para quien sus “fluyentes”son
las distintas magnitudes funciones de un tiempo, que es un
parametro universal, mientras sus “fluxiones” son las “deri-
vadas” respecto al tiempo, lo gue supone la culminacion de
los métodos cinematicos.

Otro aspecto decisivo del Calculo del siglo XVII es que se
empieza a intentar una clasificacién de los problemas. Los
problemas de diferenciacion aparecen bajo tres aspectos:
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Bajo esta perpectiva, resulta que los matematicos que
desarrollaron el germen del Célculo Integral, habiendo
bebido en las fuentes de los grandes tratados conocidos
de Arquimedes, (que ahora tenian a su disposicion), donde
el método de exhaucion presidia todo el desarroilo con un
implacable rigor, al intentar soslayar la rigidez de la exhau-
cion mediante artificios geométricos que les condujeran a
procedimientos heuristicos de rapido descubrimiento, se
aproximan de forma sorprendente a la técnica del método
mecanico del “Método” de Arquimedes. Esto es particu-
larmente cierto en el caso de B. Pascal (que aplica inge-
niosamente su “método de la balanza”, lamada “balanza
de Arquimedes” en los famosos problemas sobre la
cicloide), y sobre todo, en el caso de Cavalieri, con sus indi-
visibles.

Aungue el siglo XVII no dispuso del “Método” de Arquime-
des, el cimulo de analogias con éste es evidente, lo que
hace comprensible el que muchos mateméticos de esta
época estuvieran convencidos de que Arquimedes dispo-
nia de un método especial de descubrimiento.

A comienzos del siglo XVIi aparecen métodos infinitesima-
les que modifican y simplifican los métodos de Arquimedes,
intentando obviar la necesidad de la doble reduccién al
absurdo de la exhaucion. Con el uso de los indivisibles y los
infinitamente pequerios se resiente el rigor en las demos-
traciones y van desarrollandose consideraciones sobre limi-
tes basadas en la incipiente Teoria de NUmeros.

Para Cavalieri un area estaba formado por un nimero infi-
nito de lineas paralelas o indivisibles, que al sumarlos
con los recursos algebraicos de que disponia, podia, por
una parte, ratificar los resultados cléasicos (lo que daria
seguridad a su método), y por otra, obtener cuadraturas
y cubaturas no conocidas por los antiguos. Sorprende la
estrecha analogia entre el “Método de los indivisibles”y
el “Método mecénico” de Arquimedes. Pero Arquimedes
tenia muy claro y asi lo manifiesta en el predambulo del
“Método” que “la investigacién obtenida por este método
no implica verdadera demostracion”, por eso ha de con-
firmar rigurosamente lo que descubre mediante el método
de exhaucion. La analogia esté en la primera etapa de la
creacion, pues desde luego Cavalieri ya no necesita recu-
rrir al recurso de la palanca para sumar sus indivisibles,
el Algebra le facilita esta operacién y proporciona unas
posibilidades de generalizacion imposibles de lograr con
la Geométria griega.

El excesivo abuso de la intuicién inmediata de las mag-
nitudes geométricas vy la violacién del principio de homo-
geneidad espacial dimensional con los indivisibles,
provocaba que no hubiera en el ambiente mateméatico un
consenso acerca del valor demostrativo de los métodos
utilizados. Algunos concebian el método de los indivisi-
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bles como simplemente heurfstico y crefan necesaria una
demostracion por exhauciéon (punto de vista arquime-
diano). En general se consideraba que los resultados
obtenidos mediante indivisibles podian justificarse facil-
mente con la exhaucién, pero no era necesario porque
concebian el nuevo método inventivo no mas que como
un lenguaje diferente, un estilo distinto de expresar unos
mismos conceptos. Saben que los resultados son correc-
tos porque saben y pueden probarlos rigurosamente
mediante los métodos de Arguimedes. Vamos a repro-
ducir algunas frases representativas de lo que se acaba
de exponer:

J. KEPLER (Nova stereometria doliorum vinariorum de
1615):
“[...]. Podriamos obtener demostraciones perfectas
de los libros de Arquimedes, a nosotros no nos
repele la espinosa lectura de ellos.”

P. FERMAT (De aequationum localium... in quadrandis
infinitis parabolis et hiperbolis [Tratado sobre cua-
dratura] de 1658):

“[...]. Basta hacer esta observacion [sobre las
condiciones para poder aplicar el método de
Arquimedes] una vez para no obligarse a recordar y a
insistir constantemente sobre un artificio bien
conocido de todos los gedmetras. (...) Asi
alcanzamos la conclusién, que podria ser faciimente
confirmada por una mas prolija prueba llevada a cabo
a la manera de Arquimedes |[...].”

B. CAVALIERI (Geometria Indivisibilibus continuorum ...)
de 1635:
“[...]. Se podria demostrar todo esto utilizando las
técnicas arquimedianas, pero supondria un gran
esfuerzo.”

B. PASCAL (Lettre a Carcavi):
“[...]. He querido hacer esta advertencia para mostrar
que todo lo que esta demostrado por las verdaderas
reglas de los indivisibles, se demostrara también con
el rigor y a la manera de los antiguos [como
Arquimedes]: y que asi ambos métodos no difieren
mas que en la manera de hablar.”

|. BARROW (Lectiones Geometricae de 1670):
“[...]- Se podria alargar mediante un discurso
apagégico [mediante la doble reduccion al absurdo del
método de exhaucién], pero ¢para qué?”

J. WALLIS (Arithmetica infinitorum de 1656):
“[...]. Este procedimiento es altamente heterodoxo,
pero puede verificarse mediante el bien conocido
método apagogico de figuras inscritas y
circunscritas, lo que es supérfluo, porque la
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maticos reducen la rectificacién de la parédbola a la cua-
dratura de la hipérbola, ejemplo importante porque aparece
como caso particular segun el cual la rectificacion de la
curva y=f(x) se corresponde con la cuadratura de la curva
y=[1+F'(x)’]'"*, de manera que el problema de la rectifica-
cion forma una transicion geométrica natural entre la dife-
renciacion que presupone y la integracion a la que se
reduce, contribuyendo a vincular asf los dos tipos funda-
mentales de problemas del Célculo: las tangentes y las
cuadraturas.

Precisamente el descubrimiento de que tales problemas, las
cuadraturas y las tangentes, son en cierto modo inversos
uno del otro, cuestion vislumbrada por Barrow (aunque el
abstruso lenguaje geométrico-sintético que utiliza le impidio
advertir que habia descubierto el nudo gordiano del Célculo
Infinitesimal, el instrumento esencial para realizar las cua-
draturas via la operacion inversa de célculo de la tangente,
es decir la antiderivacion), en la mente de Newton y Leib-
niz fraguo de tal forma, que constituyd un componente esen-
cial, en la sistematizacion del Célculo por ambos, destilando
de la rica miscelanea de técnicas infinitesimales anteriores
un poderoso algoritmo instrumental para el célculo siste-
mético de areas y tangentes.

4, CONCLUSIONES

Se ha descrito la naturaleza y los problemas més repre-
sentativos de la etapa empirica del Calculo Infinitesimal.
En ella se ha dilapidado en general el rigor impecable de la
exhaucion griega, pero se han ingeniado magnificos méto-
dos heurfsticos de rapido descubrimiento.

A partir de aqui se plantea histéricamente la necesidad de
dos hechos fundamentales: a) la generalizacion y unifica-
cién de los problemas y métodos infinitesimales, es decir la
elaboracion de un algoritmo aplicable a todos los problemas
y b) la reformulacion sobre bases rigurosas del nuevo Ané-
lisis Infinitesimal. La parte a) es lo gue llamamos el descu-
brimiento final del Célculo por Newton y Leibniz. La parte b)
es la puesta en orden logico del Calculo, que realiza Cauchy
y sus continuadores, la llamada Aritmetizacion del Anélisis.

Puede decirse que el Célculo anterior a Newton y Leibniz es
una ingente casuistica de métodos heuristicos, aplicados a
problemas geométricos especificos, que se resuelven
mediante técnicas ad hoc, obteniéndose multitud de resul-
tados particulares que, al traducirlos al lenguaje moderno,
muestran los conceptos esenciales del Célculo, que del
alguna manera yacian en ellos, pero de forma tan frag-
mentaria que sélo se referian a problemas individuales y no
a teorias generales. Pero la perspectiva de generalizacion
estaba implicita en esos métodos. Si no se acert6 a encon-
trar la técnica algoritmica general bastante tuvo gue ver en
ello el lenguaje matematico al uso, todavia primitivo, que se
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utilizaba. El gran acierto de Leibniz es precisamente la ela-
boracion de una notacién especialmente afortunada, tan
identificada con los propios conceptos y tan significativa-
mente definitiva, que, a veces, nos resulta inevitable utili-
zarla, anacronicamente, para exponer los resultados
infinitesimales de sus predecesores. Su virtuosismo en la
creacion del simbolismo le permitiria traducir en férmulas los
resultados y en algoritmos los métodos, tanto los de sus
antecesores como los descubiertos por él mismo, lo que a
su vez le facilitarfa la utilizacion de los recursos algebraicos
para independizar el discurso matematico de las figuras
geométricas y con todo ello reconocer y aislar los concep-
tos fundamentales del Calculo Infinitesimal, creando un
cuerpo de doctrina dotado de algoritmos eficaces, es decir
funcionando como un Célculo operacional que resuelve
todos los problemas planteados anteriormente, mediante
procedimientos uniformes y con una proyeccion a nuevos y
mas complicados problemas, como un potente instrumento
de investigacién. En palabras del propio Leibniz, se tra-
taba de hacer con las técnicas del Célculo lo mismo que
habfa hecho Vieta con la Teorfa de Ecuaciones y Descartes
con la Geometria.

No es facil delimitar el nivel de contribucién de cada mate-
matico al nacimiento del Célculo Infinitesimal. Mientras cier-
tas creaciones matematicas de la época tienen un sello
poderosamente individual como la Dinamica de Newton, la
Geometria Proyectiva de Desargues, la Teoria de Numeros
de Fermat, en lo que al Célculo se refiere el descubrimiento
se fue fraguando de una forma gradualmente atomizada en
lentas transiciones casi imperceptibles mediante la inevita-
ble y sucesiva aparicién de nuevos conceptos, métodos y
técnicas que un amplio y brillante elenco de matematicos
iban entrelazando entre sf de forma casi inextricable.

A lo largo de! recorrido de la etapa empfrica del desarrollo
del Célculo anterior a Newton y Leibniz, se van poniendo de
manifiesto hechos muy significativos (el incremento de la
variable independiente de Fermat y Barrow, el tridngulo
caracteristico y sus semejantes vinculados a cada punto de
la curva, la relacion inversa entre cuadraturas y tangentes,
etc.) y sobre todo se va abriendo paso lenta y subrepticia-
mente el concepto de limite. Aungque muchos mateméticos
aplican intuitivamente nociones muy préximas a las nues-
tras, contextualizando sus resultados se advierten las difi-
cultades inherentes al ejercicio del pensamiento aritmético
en términos de limites, que tan imprescindible se fue mani-
festando durante dos sigios en la ardua tarea de reconstruir
y sistematizar el Analisis, con fundamentos rigurosos.

Como conclusion, Newton y Leibniz, bajo concepciones y
métodos infinitesimales diferentes, fueron capaces de sepa-
rar la ganga geométrica de los resultados de sus antece-
sores, encontrando el principio general gue les permitiria
reducir las operaciones fundamentales del Célculo Infinite-
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velocidades, tangentes y maximos y minimos. Fermat uni-
fica los tres aspectos e inicia el argumento diferencial de
sincrementar la variable independiente” y, valorando el
correspondiente incremento de la funcion, considerar por
primera vez (aunque manteniéndose en el terreno de lo
operativo y algébraico) el cociente incremental que definira
la primera derivada. Por ello Laplace y la mayor parte de los
matematicos franceses consideran a Fermat como el ver-
dadsro descubridor del Calculo Diferencial. Coordinados los
aspectos vinculados a la primera derivada, hay que decir
que los relativos a la segunda derivada tardaran bastante
mas en unificarse, lo que llevara a cabo Huygens a propo-
sito de las evolutas y del radio de curvatura de una curva.

Respecto al Célculo Integral se estudiaban desde la época
clasica griega los problemas de cuadraturas, cubaturas y
centros de gravedad. El siglo XVII ampliara considerable-
mente el numero de cuadraturas y cubaturas en relacion
con la ingente cantidad de nuevas curvas gue se definen,
anade la rectificacion de curvas y el célculo de superficies
de revolucion (en la antigiiedad sélo Arquimedes habia tra-
tado los casos particulares de la rectificacion de la circun-
ferencia en “Sobre la medida del circulo” y la superficie de
la esfera en “Sobre la esfera y el cilindro”). Se emprenderia
una clasificacion de los problemas segun la naturaleza de
la “integral subyacente”. Para &reas y volumenes el paso
fundamental lo da Cavalieri con sus indivisibles, donde
reconoce que muchos de los problemas resueltos por Arqui-
medes se reducen a la cuadratura de X, para n=1,2. Sigue
inmediatamente el intento de generalizar la cuadratura de
Cavalieri para n racional distinto de -1 (para n=-1, la llamada
cuadratura de la hipérbola de Apolonio se tardaria bas-
tante mas tiempo en resolver), con una profusion de bri-
llantes resultados sobre cuadraturas de hipérbolas y
parabolas generalizadas, algunas obtenidas por indivisi-
bles o infinitesimales, (Roberval, Pascal,...), otras mediante
cuadraturas aritméticas (que se basarian en el modelo de
la cuadratura de la espiral por Arquimedes) por medio de
diversas férmulas para la suma de las potencias de los pri-
meros enteros obtenidas por consideraciones sobre nume-
ros poligonales (Fermat) o sobre el triangulo aritmético
(Pascal); otras obtenidas empiricamente a base de una
buena dosis de induccién incompleta (Wallis) y otras por ori-
ginales métodos como el de la progresion geométrica de
Fermat.

De esta forma todos los problemas sobre &reas y voldme-
nes podian reducirse a cuadraturas. Dos problemas se con-
sideraban equivalentes cuando dependian de la misma
cuadratura. Por ejemplo Cavalieri demuestra que el pro-
blema del volumen de la piramide y el de la cuadratura de
la parabola son equivalentes porque ambos dependen de
la cuadratura de x2. Se disponia por tanto de una forma de
clasificar los problemas segun el grado de la dificultad de
la cuadratura a que daban lugar.
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Si a esto le afiadimos que tanto Pascal como Barrow, obtie-
nen mediante consideraciones geométricas resultados asi-
milables a los métodos de integracién por partes e
integracion por cambios de variable, resulta que los mate-
maticos del momento pueden resolver ya infinidad de pro-
blemas que se reducen a cuadraturas elementales. Todo
ello al inmenso precio de dar la espalda al pasado y acep-
tar el buscar la justificacion de los métodos nuevos en la
fecundidad de los resuitados y no en el argumento riguroso.

Pero todavia quedaban por resolver los arduos problemas
de la cuadratura del circulo y de la hipérbola de Apolonio,
a lo que se enfocan cieros trabajos de Saint-Vincent, Mer-
cator, Wallis, Gregory y Newton, mediante procedimientos
de interpolacién indefinida de funciones circulares y loga-
ritmicas, que pronto daran lugar con Newton y Leibniz a los
métodos generales de desarrollo en serie. Entre los algorit-
mos infinitos obtenidos sobresalen los sensacionales des-
cubrimientos de la serie de Mercator para el logaritmo en
relacién con la cuadratura de la hipérbola:

log (1 + x =x-ﬁ-ﬁ-li+..,
9( ) 2 3 4

asf como el desarrollo de Wallis de Tt/2 en producto infinito:

n_-2 24466
2

1'3'83 557
y el desarrollo de la serie binomial de Newton:

(150) 2= 1-dxz Lyt Lye 1 xe
2 8 16 128

ambos en relacién con la cuadratura del circulo.

Los problemas de la rectificacion de curvas se resolvieron
mas tardiamente. Histéricamente la primera curva rectifi-
cada después del circulo fué la espiral logaritmica (llamada
por Torricelli “espiral geoméirica” para distinguirla de la
espiral de Arquimedes, que serfa la “espiral aritmética”). El
problema fue resuelto por medios cinematicos hacia 1640
por Roberval y Torricelli. Neil resuelve hacia 1658 la rectifi-
cacion de la parabola semi-cibica kx2=y®, llamada “paréd-
bola de Neil”, mientras Roberval y Wren consiguen rectificar
la cicloide hacia 1659. Por las mismas fechas Pascal obtiene
la igualdad de la longitud de la espiral de Arquimedes con
la de una parébola (Egalité des lignes spirale et parabolique
de “Les Lettres de A. de Dettonville”). Respondiendo a
estos éxitos de Wren y Pascal, Fermat escribe hacia 1659
un tratado general sobre rectificacion (“De linearum cur-
varum cum lineis rectis comparatione dissertatio geo-
metrica”) en el que aplicando el material desarroliado en
sus cuadraturas y con base en la parébola de Neil obtiene
la rectificacion de una familia infinita de curvas. Varios mate-
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UN PASEO POR EL ULTIMO TEOREMA DE FERMAT

Xavier Valls Aubert

Departament de Didactica de les Matematiques i de les CC.EE. Univ. Autonoma. Barcelona

Iintroduccion

La primera vez que of hablar del tltimo teorema de Fermat,
fue cuando cursaba quinto de bachillerato. Un dia el profe-
sor, o recuerdo exactamente por qué motivo, nos explico su
extraordinario origen, y lo dificil que era darle una respuesta
conclusiva, a pesar de la relativa sencillez de su enunciado.
Los méas grandes matematicos desde los tiempos de Fermat
hasta la actualidad habfan intentado resolver el problema en
vano. Los nombres de Euler, Lagrange, Legendre, Gauss,
Dirichlet, Kummer y muchos otros estan ligados a su histo-
ria. Algunos de ellos habian obtenido soluciones en casos
particulares, pero nadie habia sido capaz de resolverlo de
forma general. A pesar de las advertencias que nos hizo el
profesor de que no intentdramos hallar una solucion pues ya
debiamos comprender que el problema era muy y muy difi-
cil, al llegar a casa, eché mano de la calculadora y estuve
varias horas intentando hallar un contragjemplo. Evidente-
mente no hallé ninguno, pero ha sido uno de los problemas
que me hizo ver claro mi interés por las matematicas.

Demos un breve paseo por su apasionante historia.

Un margen demasiado estrecho

Pierre Fermat era abogado y miembro del parlamento de
Toulouse, y dedicaba su tiempo libre a las matemaéticas. Su
gran aficién por ellas le ha convertido en una de las figuras
clave de la historia de las matematicas. Es uno de los cre-
adores de la geometria analitica, y la teorfa de las probabi-
lidades, uno de los precusores del analisis infinitesimal y el
fundador de la teoria de los nimeros.

Afinales de la década 1630-40, mientras estudia los traba-
jos de Diofanto sobre niimeros, hace gran cantidad de notas
en los margenes del libro. Una de ellas, hace referencia a
la proposicion: “Dado un cuadrado dividirlo en dos cua-
drados”, y dice: "Por otro ladoc es imposible separar un
Cubo en dos cubos, o un bicuadrado en dos bicuadrados
0 en general separar qualquier potencia que no sea un

cuadrado en dos potencias del mismo exponente. He
encontrado una prueba realmente maravillosa de este
hecho, pero el margen no es Io suficientemente amplio para

»nl

contenerla”™.

El nombre de “Ultimo teorema de Fermat” con el que se
conoce este enunciado, no se debe a que fuera el Uitimo
gue enuncid, sino, que de todas las proposiciones que Fer-
mat propuso durante su vida y a las que no dio solucion,
ésta es la Unica a la que los matematicos aun no habian
sabido dar una respuesta completa.

Es curioso gue, habiendo manifestado Fermat que tenia
una demostracion del teorema antes de 1640, no diera nin-
guna, pues murié veinticinco afios después, en 1665. Este
hecho vy las dificultades que se han tenido que superar para
dar una respuesta definitiva al teorema, hace dudar, a la
mayoria de los matematicos, de que la demostracion tan
maravillosa de Fermat fuera completamente correcta.

A principios de nuestro siglo, P. Wolfskehl ofrecid un impor-
tante premio a quien obtuviera una prueba del tecrema. El
hecho de que pudiera haber una demostracién elemental del
problema, junto con la posibilidad de ganar el premio, desen-
cadenaron una gran profusion de aficionados que creyendo
haber resuelto el problema enviaban su solucion a los mate-
maticos de prestigio para que las juzgaran. Explican que el
eminente especialista en teoria de los numeros, E. Landau,
ante la avalancha de soluciones, cred una tarjeta que decia,
“Apreciado Sr/a: Se acusa recibo de su intento de demos-
tracion del ultimo teorema de Fermat y se le devuelve. El pri-
mer error se halla en la pagina ___, linea ___." y Landau la
hacia rellenar a sus estudiantes. Después de la Primera
Guerra Mundial, con la devaluacién del marco aleman el
premio carece de valor monetario y por tanto hay muy pocos
amateurs que crean haber hallado una respuesta. De todas
formas, algunos se empecinan en que lo han conseguido y
consideran que existe una conspiracion de los matematicos
para que no se les reconozcan sus méritos.

1. jCuantas veces no se habra deseado que el margen no fuera mayor! De hecho A. Weil se pregunta qué hubiera pasado si Fermat hubiera

tenido conciencia de estar escribiendo para la eternidad.
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simal a un algoritmo universalmente vélido, produciendo anadir grandes cotas de rigor, desarrollan “lo algoritmico”
un cambio sustancial en el tratamiento y resolucion de los con la fecundidad, coherencia y generalidad de sus dife-
problemas. Recogiendo todos los componentes de “lo heu- rentes sistemas infinitesimales, abriendo la puerta a “lo rigu-
ristico” de la fase empirica anterior, Newton y Leibniz, sin roso” del Analisis moderno
|
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ducto es un cuadrado perfecto u®, estamos en las condi-
ciones de la proposicion anteriormente citada y por tanto v
y W son cuadrados perfectos, es decir, deben existir ente-
ros positivos p y q primos entre s, tales que v=p’y w=q". En
definitiva podemos escribir:

Cc=V+W=p*+q? y b=v-w=p*-q* (2)

lo que demuestra que p ha de ser mayor que g, y ademas
py q han de ser de paridades opuestas, pues tanto ¢ como
b son impares. Un pequefio célculo facil de completar da
ademas:

a=2pq (3)

Ya hemos resuelto nuestro problema, pues tenemos que
para obtener una terna pitagdrica primitiva basta con sele-
cionar dos nimeros p y g, tales que p sea mayor que qy
ambos sean de distinta paridad, y a partir de ellos construir
la terna a partir de las relaciones (2) y (3) que hemos obte-
nido, tal como se puede comprobar en la tabla.

p q a=2pq  b=p’q" c=p’+q

2 1 3 4 5

3 2 12 5 13
14 1 8 T50 7

T s ) P b et 71 25
5 2 Gt s o A 29 |

5 4 40 9 4

6 1 12 35 a7l W

6 5 80 11 61

El Gltimo teorema para el exponente 4

Volvamos ahora al problema gue nos ocupa. E! mismo Fer-
mat demostré la imposibildad para el caso en que el expo-
nente sea 4, es decir, para la ecuacion a‘+b'=c’. De hecho
lo hace para el caso mas general a'+b’=c?, pues es evidente
que si dos cuartas potencias no pueden dar un cuadrado
mucho menos podran dar otra cuarta potencia. El tipo de
razonamiento que utiliza para la demostracion de este
hecho, es un proceso creado por el propio Fermat, al que
se denomina descenso infinito y consiste en suponer que se
dispone de una solucion y construir a partir de elia una
nueva solucién en nimeros estrictamente menores. Si esto
es siempre posible nos lleva a una contradiccion, pues
dada una solucién, solo existen un nimero finito de solu-
ciones menores.

Veamos como se aplicaria el descenso infinito en nuestro
caso. Si tenemos tres nimeros a, b y ¢, tales que a*+b'=c?,
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vamos a ver gue es posible obtener otros tres nimeros u, v
y w inferiores a los anteriores y tales verifican la misma rela-
cién u*+v'=w’. Ahora podemos aplicar a u, vy w, el mismo
proceso y obtener otros tres numeros inferiores y que veri-
fican la misma relacion y asi de forma indefinida. Como es
imposible que existan infinitas soluciones menores que una
finita dada, el error proviene de suponer que una tal solucion
existe.

Supongamos pues que tenemos unaternaa, by ¢, tales que
a*+b'=c®, que es primitiva (no tiene divisores comunes). En
particular a*, b’ y ¢, son una terna pitagérica, de la que
podemos suponer que a es par, existen por tanto p y q tales
que a’=2pq y b’=p*-q. Esta dltima relacion nos da otra terna
pitagorica de hipotenusa p, b impar y g par, por lo que
podemos encontrar nimeros m y n con p=m’+n’ y g=2mn,
de donde

a2= 4mn(m>3+n?) con M y N primos entre sf

y haciendo uso ahora de la proposicén gue hemos utili-
zado al hallar la ternas pitagdricas tenemos que tanto m,
como n, como m*+n® deben ser cuadrados perfectos, es
decir, existen u, vy w tales que m=u?, n=v* y m*n’*=w’y en
definitiva

U'+vi=w?

con lo que hemos obtenido una ecuacion igual a la de par-
tida, pero en la que los nimeros u, vy w son mas pequefos
que los a, b y ¢ originales (ya que u*=m<4mn(m®+n*)=a°).
Hemos obtenido pues los tres ndmeros gue nos permiten
aplicar el razonamiento del descenso infinito.

Suponer que existen a, b y ¢, tales que a'+b'=c’, nos ha lle-
vado a una contradiccion, lo que nos obliga a decidir que
tal relacién no es posible en nimeros enteros positivos. Por
tanto el teorema es cierto para n=4.

La demostraciéon de Euler para el caso n=3

El primero en dar solucién al caso n=3, es decir, a la ecua-
cién a*+b’=c’, es Euler. En 1770 la publica, pero ya en 1754
habia comunicado en una carta a Goldbach tener una
prueba. Su demostracion utiliza como en el caso de las
cuartas potencias el método del descenso infinito, y pro-
piedades de los enteros de la forma u’+3v’, que en aquel
entonces no estaban del todo esclarecidas, por lo que se
considera gue su prueba no era concluyente.

Veamos qual era la argumentacién de Euler. Supongamos
que tenemos tres enteros, a, b y ¢ tales que verifican la
relacion a*+b’=c®, podemos suponer que son primos entre
si. Por tanto uno de ellos es par. Si suponemos que ¢ es par
podemos hallar p y q enteros primos entre si y de distinta
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Una generalizacion del teorema de Pitagoras

Antes de introducirnos en la propia historia del ltimo teo-
rema de Fermat, creo que es preciso aclarar la proposicion
a la que hace referencia la nota de Diofanto que Fermat
comenta.

Todo el mundo recuerda haber estudiado en alguna ocasién
el teorema de Pitagoras, que trata sobre tridngulos rectan-
gulos y cuyo enuciado es: “La suma de los cuadrados cons-
truidos sobre los catetos es igual al cuadrado construido
sobre la hipotenusa”, que reducido a la simplicidad de una
ecuacion se escribe
2 2 2

a+b =c
siendo a y b los catetos de triangulo rectangulo y ¢ la hipo-
tenusa.

También es posible que muchos recuerden que existe una
solucidn muy sencilla de esta ecuacion en nimeros enteros,
la dada por los nimeros 3, 4 y 5, pues 3°+4°=5% como es
facil comprobar. Pero ésta no es la Unica solucién en nime-
ros enteros de dicha ecuacion, sino que, como veremaos en
el proximo apartado, existen muchas méas. Precisamente la
proposicién de Diofanto hace referencia a la busqueda de
todas las soluciones enteras posibles de dicha ecuacion
(descomponer un cuadrado en dos cuadrados), y de lo
que se percaté Fermat es que si cambiamos el exponente
2 por un 3, o por cualquier otro mayor, es decir, nos referi-
mos a la ecuacion

a"+b"=c,n>2 (1)

entonces no existe ninguna solucion en nimeros enteros no
trivial, es decir, si no se admiten soluciones del tipo 7°+0°=7°,
no existen nimeros enteros a, b y ¢, distintos todos de cero,
para los gue la igualdad sea cierta.

Es curioso que siendo la formulacion del teorema tan sim-
ple, sea tan dificil hallar un razonamiento que nos permita
tener la certeza absoluta de gque la relacion (1) no es posi-
ble para qualquier n mayor que 2.

Ternas pitagéricas

Tal como hemos indicado anteriormente, Diofanto en su
proposicién, pretendia hallar una expresion general de
todas las soluciones enteras de la ecuacion a’+b°=c’. Inten-
temos ver de qué manera.

La primera cuestién que creo interesante hacer notar es que
si disponemos de una solucion (por ejemplo, 3, 4 y 5),
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entonces podemos considerar una infinidad de soluciones
multiplos de ésta (por ejemplo, 6,8y 10; 9, 12y 15;...), es
decir, si a, b y ¢ nos dan una solucién, las ternas de la
forma ak, bk y ck, también son solucion (donde k es un
numero entero cualquiera). Por tanto, nos es licito suponer
que, en el caso de que a, b y ¢ sean una solucion, no ten-
gan ningun divisor comun, pues si tuvieran un divisor comun
d, podriamos hallar una solucién méas primitiva dividiendo los
tres numeros por d. Una tal solucion la llamaremos preci-
samente primitiva. A partir de ahora supondremos que toda
solucion es primitiva.

Si suponemos gue tenemos una solucion primitiva a, by ¢,
una segunda observacién consiste en darse cuenta de que
uno de los tres debe ser par, pues s imposible que los tres
sean impares dado que la suma de dos ndmeros impares
es un numero par. Mas aun, ¢, la hipotenusa, no puede ser
par, pues su cuadrado seria multiplo de 4, y portantoayb
deberian ser impares, es decir, serfan de la forma 2n+1, y
en consecuencia sus cuadrados tendrian una expresion de
la forma 4n® + 4n +1, y la suma de los dos no podria ser mul-
tiplo de 4. En consecuencia o a o b, es par. Sin pérdida de
generalidad, podemos suponer gque a es par.

Antes de entrar de lleno en la parte final de este andlisis, es
preciso que el lector tenga presente la siguiente proposi-
cién, que es consecuencia inmediata del teorema funda-
mental de la aritmética: Si el producto de dos niimeros
primos entre si, es un cuadrado, entonces cada uno de
los nimeros debe ser un cuadrado. E| teorema funda-
mental de la aritmética asegura que para todo nimero existe
una descomposicion en producto de nimeros primos y que
esta descomposicion es Unica’. Ahora, basta pensar que las
descomposiciones en factores primos de ambos no tienen
factores en comun, por ser primos entre si, y por tanto, la
descomposicion del producto puede considerarse como la
yuxtaposicion de las dos, pero en ésta todos los exponen-
tes deben ser pares, y en consecuencia en las de los dos
numeros los exponentes también serdn pares y los nimeros
cuadrados perfectos.

Supongamos pues gue tenemos una terna pitagérica pri-
mitiva a, by ¢, en la que a es par; podemos poner la rela-
cion a’+b’=c® de la forma a’=b*-c*=(b+c)(b-c); como a, b+cy
b-c son todos pares podemos hallar enteros positivos tales
que a=2u, b+c=2v y b-c=2w, de donde obtenemos
(2u)’=(2v)(2w) o bien u=vw. Ademas, v y W son primos
entre si pues si tenemos un divisor comun a ellos dos enton-
ces también dividirfa a su suma v+w=1/2(b+c)+1/2(b-c)=b,
y a su diferencia v-w=1/2(b+c)-1/2(b-c)=c, que por hipdtesis
hemos supuesto primos entre si. Nos encontramos pues,
que tenemos dos nUmeros primos entre sf vy w, cuyo pro-

2. Como maés adelante sefalaremos, aqui reside una de las principales dificultades de la demostracion del dltimo teorema de Fermat.
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teorema no es cierto, es decir, si existe algun n para el que
podemos hallar nimeros enteros a, by ¢, tales que a"+b"=c",
entonces esta relacion también es cierta para cualquier
divisor p de n, pues si n=pq, podemos escribir
(@) +(b")’=(c"Y, y por tanto la relacién es cierta para p. Ahora
tenemos gue o bien n es divisible por 4, o bien lo es por un
primo impar. Como ya hemos visto que el mismo Fermat
demostrd la imposibilidad para n=4, en todo caso el divisor
de n debe ser un primo impar. Por tanto, para demostrar el
teorema no hay pérdida de generalidad si se supone que el
exponente es un nimero primo impar.

No es hasta 1825, en que Legendre y Dirichlet dan una
demostracién de forma independiente para el cason=5y en
1839, Lamé la da para n=7. Estas demostraciones son muy
artificiosas y los argumentos que en ellas se utilizan de una
enorme complejidad, siendo para cada caso diferentes. De
hecho, en la carta a Goldbach, antes citada, Euler ya pone
de manifiesto que su demostracion para el caso n=3 difiere
en gran manera de la dada por Fermat para las cuartas
potencias y que por tanto una solucion global ha de ser de
una gran dificultad.

A mediados de la década 1840-1850, de forma indepen-
diente, Lamé y Kummer se dan cuenta de que la causa de
que al crecer n aumente la dificultad se halla en que uno de
los factores en la descomposicion de a'+b" tiene grado cre-
ciente. Entonces consideran la posibilidad de descomponer
la expresion de forma completa en factores lineales, intro-
duciendo un nimero complejo tal que C“=1, es decir, C es
unaraiz enésima de la unidad, y obteniendo la siguiente fac-
torizacién:

a"+b"=(a+b)(a+{b)(a+{b)...(a+L{"'b)=c"

De hecho Lamé crefa estar a un paso de hallar una prueba
general del teorema. Esta se basaba en el hecho de que
para los enteros ciclotémicos, los nimeros que se obtienen
al introducir C verificaran el teorema de unicidad de la des-
composicion en nlmeros primos de forma andloga al que
verifican los nimeros enteros. Precisamente Kummer se
percat6 de que esto no era cierto. Vio que en algunos domi-
nios de enteros ciclotémicos los conceptos de nimero irre-
ducible y de nimero primo, que en los enteros habituales
coinciden, no son equivalentes.

De hecho la definicion que usualmente damos de numero
primo, que solo sea divisible por él mismo y por la unidad,
corresponde a la de elemento irreducible, que en este caso
decimos que cualquier posible factorizacién del elemento
en producto de dos uno de ellos ha de ser una unidad.
Mientras que la propiedad que a nosotros nos interesa de
un ndmero primo, es decir, que si divide a un producto ha
de dividir a uno de los factores, ésta corresponde a la pro-
pia definicion de ndmero primo. Se demuestra facilmente
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que un ndmero primo siempre es ireducible, pero hay ejem-
plos de que el reciproco no es cierto.

Fueron todas estas cuestiones las que obligaron a Kummer
a introducir los conceptos de nimero ideal y primo regular,
dando una demostracion del tecrema para los primos regu-
lares. De hecho sdlo hay tres primos no regulares (37, 59 y
67) menores que 100, y por tanto Kummer da respuesta al
problema para todos los nimeros menores que 100, pues
posteriormente trato éstos de forma separada. Ademas,
Kummer conjeturd que solo habria un numero finito de pri-
mos irregulares (lo que habria reducido el problema a tra-
tar solo éstos), pero posteriormente se percaté de la
falsedad de este hecho. Posteriormente se ha demostrado
que existe una infinidad de primos irregulares, pero en cam-
bio, queda aun como problema abierto si el conjuto de pri-
mos regulares es infinito.

iPor fin una solucion! ;Por fin?... Emocion
hasta el daltimo instante

Es preciso hacer notar que la historia de la resolucion del
Gltimo teorema de Fermat también ha sido apasionante.
Amigos y colegas sabedores de mi gran aficion en este
problema me han suministrado gran cantidad de recortes
de prensa con la noticia de que alguien reclamaba la glo-
ria de su solucién, nunca después confirmada. De todas for-
mas parece que por fin podemos anunciar que realmente se
ha encontrado la preciada solucién, aungue también en
este caso hemos tenido que sufrir.

El profesor de origen inglés Andrew Wiles de la Universidad
de Princeton, en el transcurso de unas conferencias en
Cambridge, a finales de junio de 1993, anuncié gue habfa
dado solucion al problema. Parecia que de esta forma se
cerraba un interrogante que se habfa mantenido abierto
durante méas de tres siglos y medio, y que habia generado
gran cantidad de literatura matemética. Pues bien, el 4 de
diciembre de 1993, el professor Wiles confesaba que su
demostracién era incompleta y que por tanto el problema
continuaba abierto, aungue también manifesté su confianza
en poder dar solucién a las lagunas aparecidas en un plazo
de tiempo razonable. Realmente asf ha sido pues, a media-
dos de diciembre pasado, la prensa informaba de que en
la Universidad de Princeton el profesor Andrew Wiles y su
equipo celebraban la resolucion definitiva del problema.

La demostracion del profesor Wiles esté basada en los
temas mas avanzados y de mayor abstraccion en el campo
de la teoria de los numeros, como son: las formas modula-
res, las curvas elipticas y las representaciones de Galois,
por lo que existen muy pocos matematicos que puedan
comprender en profundidad su argumentaciéon. Ademas,
ésta tiene una extension considerable, unas 200 péginas.
Por todo esto es posible que la comunidad matematica ten-
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paridad de forma que a=p+q y b=p-q de donde a+b=2p.
Entonces

c’=a’+b’=(a+b)(a*-ab+b?)=
2p[(p+9)*-(p+q)(P-a)+(P-9)’1=2p(p*+37°)

De igual forma si suponemos que a 0 b es par, pongamos a,
podemos hallar p y g enteros primos entre sf y de distinta
paridad de forma que c=g+p y b=g-p de donde c-b=2p y

a’=Cc*-b’=(c-b)(c*+cb+b?)=
2p[(q+p)*+(a+p)(9-p)+(9-p)*]=2p(p*+30?)

Es decir, en ambos casos llegamos a que la misma expre-
sion 2p(p?+3q°) ha de ser un cubo.

Ahora por anologia con las ternas pitagoéricas seria conve-
niente que 2p y p+3q° fueran primos entre s y por tanto
cada uno de ellos habria de ser un cubo. Esto no es cierto
Unicamente si p es multiplo de 3. Nos encontramos pues
ante dos posibilidades: o bien p no es miltiplo de 3y 2py
p*+3q’ son primos entre si, o bien p es multiplo 3. Aborda-
remos inicialmente el primer caso y después veremos como
reducir el segundo al primero.

Suponemos que 3 no divide a p y que por tanto 2p y p’+3q°
son cubos. En este punto es donde la demostracion de
Euler tiene su punto flojo pues supone que la Gnica forma
de que p*+3q° sea un cubo es que existan t y s tales que
p*+3q°=(*+3s%)°, cuestion que no justifica de forma clara.
Una vez establecida, la demostracion es facil.

A partir de la identidad:

(t+3s?)(uz+3v?)=
=t?U?+9s2v2+3(?v2+s°U?)+6tsuv-6tsuv=
=(tu+3sv)?+3(tv+su)?,

podemos escribir:

(t24+3s?)°=(t2+3s?)[(1*-3s?)2+3(2ts)*}=
=[t(t>+3s?)-3s(2ts)+3 [t(2ts)+s(1*-3s?) =
=(13-9ts?)?+3(3t?s-3s°)

de donde p=t-0ts’ y q=3t°s-3s>. Si factorizamos estas expre-
siones obtenemos

p=t(t-3s)(t+3s) y q=3s(t-s)(t+s)

y por tanto t y s han de ser primos entre si pues cualquier
factor comun lo seria también de p y g y ademés han de
ser de distinta paridad, si no p y q serfan ambos pares.
Considerando que 2p=21(1-3s)(t+3s) ha de ser un cubo, y
que t-3s y t+3s son impares, cualquier factor comun entre
2t y t+3s ha de serlo de t y t£3s y en definitiva de t y +3s.
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Igualmente cualquier factor comin de t-3s y t+3s ha de
serlo de ty 3s. En todos los casos llegamos a que t ha de
ser multiplo de 3, pero entonces p también o seria en con-
tra de la hipétesis. Es decir 2t, 1-3s y t+3s son primos entre
si'y cada uno debe ser un cubo, y por tanto existen x, yy 2
tales que 2t= x°, t-3s=y’ y t+3s=2°, de donde

X=yP+7°

con lo que en el caso que p no sea divisible por 3, hemos
conseguido el descenso, pues no es dificil ver que los valo-
res de x, y y z son menores que los de a, by c.

Ataguemos ahora el caso en que p es divisible por 3.
Tenemos que p=3r y 3 no divide a q. Entonces
2p(p°+3q°)=32r(3p°+q°). Es facil ver que 3°2r y 3p*+q° son pri-
mos entre si y en consecuencia son cubos. Volviendo a
aplicar a 3p*+q° el punto débil del razonamiento de Euler,
deben existir nimeros enteros t y s que verifican

g=t(t-3s)(t+3s) y r=3s(t-s)(t+s)

Como 3?2r=3%2s(1-s)(t+s) es un cubo, 2s(t-s)(t+s) ha de serlo
y también en este caso estos factores son primos entre si,
por tanto igual que en el caso anterior existen x, y y z tales
que 2t=x’, t-s=y° y t+s=2°, y obtenemos x’=y’+z° donde apli-
car el descenso. Con lo cual concluimos la demostracion del
dltimo terorema de Fermat dada por Euler para el caso n=3.
La primera prueba conclusiva la da Gauss utilizando pro-
piedades de Qv-3 .

Como anécdota podemos afiadir que Euler formuld una
conjetura mas general: ninguna potencia enésima puede
ser suma de menos de n potencias enésimas, es decir la
ecuacion

a"+a "+...+a"=a"

no tiene soluciones en nimeros enteros si r<n. Esta ecua-
cién para el caso de dos sumandos se reduce al dltimo teo-
rema de Fermat. Esta conjetura se ha mostrado no ser
cierta, pues existen contraejemplos como:

27°+84°+110°+133°=144° y
95800+217519%+414560°=422481*

el primero hallado por Lander y Parkin en 1966 y el segundo
por Elkies y Frye en 1987.

El Gltimo teorema para exponente p primo
impar

Ahora basta ver el teorema para exponentes primos impa-
res. Veamos por qué. Si existe algun numero para el cual el
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INVESTIGACION DIDACTICA EN LENGUAJE Y MATEMATICAS.
TEMAS Y OBJETIVOS

Joaquim Giménez

Dept. Enginieria Informatica. Universitat Rovira i Virgili. Tarragona

INTRODUCCION

Desde el momento en que se interpreta la matematica como
un lenguaje y se plantea la reflexion did4ctica sobre las
dificultades de los alumnos, se analizan unas relaciones
complejas y un conjunto muy vasto de reflexiones. Se habla
del uso de diversos lenguajes, del valor de la expresion
verbal, de la interrelacion de representaciones, el lenguaje
como vehiculo de lo comunicativo, etc. El objetivo general
de estas lineas es pues, presentar una sintesis de la inves-
tigacion actual, el tipo de problemas mas importantes que
se han tratado con algunos de los resultados conocidos.

En otro momento (Giménez 1994c), hemos analizado las
investigaciones controladas y las tipificamos en cinco gran-
des categorfas de acuerdo con el nivel de interdisciplina-
riedad de estos estudios: (1) elementos curriculares 0
super-estructurales, (2) influencias inter-estructurales en
donde se incluye la comunicacion (3) de desarrollo e imple-
mentacién, llamadas también investigaciones funcionales.,
que incluiran el uso de variables sintacticas, inferencias y
elementos semanticos diversos, (4) andlisis sub-estructu-
rales, en donde se habla de contexto, epistemologia y poli-
tica y, (5) reflexiones estrictamente tedricas. Esa tipologia se
centraba en la funcién de los estudios y no tenia en cuenta
una mayor o menor aproximacion del papel del lenguaje en
el proceso ensefanza-aprendizaje. Asi pues, desde una
perspectiva didactica, vamos a reflexionar ahora sobre los
tipos de estudios de interés actual en cuanto sus vincula-
ciones con los procesos de intervencion educativa. Por eflo
hemos establecido cuatro grupos de trabajos: (1) analisis
generales sobre el lenguaje en matematicas (como repre-
sentacién y comunicacion), (2) el lenguaje en el desarrolio
de la intervencién educativa (como aspecto generador de
conflicto cognitivo, como contexto y como mediador con-
textual), (3) e! lenguaje y la construccion de conocimiento
centrada en el alumno (la adquisicién de procesos vy la

regulacion de aprendizaje) y (4) trabajos sobre la formacion
del profesorado.

1. LENGUAJE Y ACCION
COMUNICATIVA EN GENERAL

Llamaremos representacionales aquelios trabajos que acen-
tUan el estudio de criterios de significatividad y significacion
asf como la fuerza y dificultades de las representaciones
como factor comunicativo. En efecto, han dejado de ser
importantes los estudios analiticos sobre elementos de len-
guaje en el curriculo, para reconocerse como importantes
las reflexiones sobre el lenguaje como representacion. El
proceso de comunicacion se analiza per se, desde pers-
pectivas como el andlisis semidtico (Sanz 1994). Otros pro-
blemas de interés didactico son ahora: los anélisis de
sistemas de representaciones usados en Matematicas, su
nivel de significatividad y suficiencia. El gran tema de las
representaciones externas implica (Janvier & Vergnaud
1994) el andlisis de situaciones externas estructuradas de
tipo'ﬁsioo, o simbdlico (sistemas linguisticos, .notaciones
mateméticas formales). Por otra parte, en cuanto la cons-
truccion interna de sistemas de representacion (Denis 1991)
y significado, se analizan las incorporaciones individuales
de las ideas matematicas. Con todo ello, se encuentran los
problemas de interpretacion y en general de cambios repre-
sentacionales (Janvier 1987) y el papel de la imaginacion
(Dreyfus 1994).

2. LENGUAJE E INTERVENCION
EDUCATIVA

Una de las funciones del lenguaje es establecer puentes en
lo que respecta al desarrollo de la actividad matematica. De
ahi que a las investigaciones sobre elementos y dificultades
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dra aln que esperar un cierto tiempo antes de gue se sepa
con seguridad si todos sus argumentos son correctos.

De hecho, hasta la aparicion de la demostracion del profe-
sor Wiles, podrfamos decir que el Ultimo tecrema de Fermat
se habia practicamente demostrado, dado que se sabia era
cierto para todo nimero dentro de los limites computacio-
nales. Pues Inkeri, en 1953, habia demostrado que en caso
de que se hallara un n para el que se verificara la igualdad,
los valores de a, b y ¢, serfan tan grandes que el universo no
serfa lo suficientemente grande para poder escribir los
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numeros que darfan el contragjemplo al teorema, y ademas
en 1987 Tanner y Wagstaff habian verificado el teorema para
todo n < 150000, y en junio de 1993 se habia demostrado
para todo n < 4000000. Pero para que el teorema pudiera ser
considerado como tal, precisamente faltaba una prueba que
nos diera la certeza de que no podia existir ningn nimero
n, fuera cual fuera su magnitud, para el que la ecuacion (1)
se verificara, y no hubiéramos de depender pura y exclusi-
vamente de suposiciones, por méas plausibles que éstas
fueran. También, en este contexto se debe valorar la impor-
tancia de la solucion dada por Andrew Wiles i
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determinantes de la naturaleza de un discurso gque la par-
ticipacion individual en tareas de clase o discusién en
peguefio grupo”. Se observan variables como el didlogo y
la cooperacion (Yackel & Cobb 1993) centradas en los estu-
diantes, etc. El lenguaje es usado asi, desde un nuevo esta-
tus epistemolégico para controlar la produccion de
significados en cuanto creacién de una comunidad mate-
mética (Civil 1994) que construye conocimiento.

Siguen siendo importantes las investigaciones de tipo etno-
gréfico que refacionan lenguajes naturales y lenguaje mate-
matico. En efecto es importante un andlisis de lenguaje en
situaciones fuera del aula (Civil 1994, entre otros), andlisis
del potencial didactico de microproyectos sobre artesania
(Oliveras 1995), niveles de interpretacion gréfica (Giménez
1994Db), etc. Estan dejando de ser importantes los estudios
de tipo socio-linguistico.

3. LENGUAJE Y PROCESOS DEL
ALUMNO. NUEVOS CONTENIDOS
EPISTEMICOS

;Existe una diferenciacién entre un “lenguaje de razonar” y
“lenguas para comunicar”? ;Hasta qué punto los problemas
terminoldgicos y de uso del lenguaje natural manifiestan
dicha diferenciacién? ;,Qué influencias hay entre ellos y los
procesos reflexivos? Diversas investigaciones se centran en
el papel del lenguaje en la modelizacion, el uso del lenguaje
natural, el requerimiento estructural, la demostracion o
adquisiciéon de habilidades de alto nivel, el papel de la
visualizacién (Dreyfus 1994), etc.

El lenguaje es un vehiculo de andlisis histérico-linguistico
con contenido epistemoldgico (Chevallard 1991), que en
muchos casos forma parte de una reflexion mas amplia
sobre la consecucién de conceptos. Se dan en la historia
diferentes dimensiones y usos de lenguaje. En todos ellos
la metéafora juega un papel importante. Ast, algo es transfe-
rido a otro al que no se le aplica normalmente. El anélisis del
contraste entre el abacista y el algoritmico en la época
medieval es un paradigma clarc del uso metaférico que
diversos autores han revelado. En esas concepciones se
basa el proceso llamado de matematizacion.

El proceso de generalizacion es uno de los elementos en los
que se refleja la accién linguistica, no soélo con el uso de
palabras, referentes y metaforas, sino con metonimias. Es
decir, aigo es referido a otro por el nombre o algun aspecto
0 atributo de él como cuando se dice “la raiz cuadrada de
-1 es “un numero imaginario”. La discusion tedrica refleja
diversos niveles de lenguaje desde el natural al simbdlico.
Ello se ejemplifica adecuadamente en el caso de las frac-
ciones en nuestro articulo sobre la descripcion (Giménez
1994). Kieren (1988) explica como se usa esos diversos
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niveles de lenguaje para la construccién de conocimiento.
La visién de recursividad (vuelta atrds en la reflexion) de
autores como Maturana y Kilpatrick implica los procesos de
evaluacion y validacién, asf como la progresion de lo axio-
matico a lo particular es el énfasis fundamental de los tra-
bajos de Hilbert y Bateson.

Lenguaje y regulacion del aprendizaje

En la construccién de muchos conocimientos tales como los
que se dan en tareas de generalizacion, los estudiantes no
usan lenguajes “oficiales” de las matematicas, sino mas
bien el lenguaje natural (Laborde 1990). El lenguaje es un
medio de regulacién y control de la actividad y del pensa-
miento (Vigotsky 1962). Pero, sc6mo se establece el paso
entre diversos tipos de lenguaje? Sabemos que los proble-
mas de lenguaje son parte clave de los procesos de comu-
nicacion (Laborde et al 1989), pero ;como gestionar esos
elementos en la formacién de conceptos?

En los dltimos afios, el andlisis de interacciones y sociali-
zacion da lugar a nuevos analisis que se centran en el pro-
pio proceso ensefianza-aprendizaje (Durkin 1991) como un
proceso de regulacion. Se supera asi una simple perspec-
tiva funcional en el sentido que todos los estudios coinciden
en la importancia que la verbalizacion tiene para el desa-
rrollo constructivo general de aprendizaje de cédigos arit-
méticos, codigos geométricos, etc.

¢ Qué tipo de interacciones verbales (o0 mediante otros “len-
guajes”) facilitan el aprendizaje? ;Qué tipos de problemas
abren al estudiante a un uso amplio de diversos lenguajes?
;Las actividades sintetizadoras y organizadoras hasta
dénde permiten regular y autocontrolar el aprendizaje? ;Qué
consecuencias tiene respecto una mejora en la autoeva-
luacion? Esas son algunas de las preguntas abiertas en
este tema.

4. LENGUAJE Y EL PROFESOR.
REPRESENTACIONES Y
PROFESIONALIDAD.

Conocer los procesos de lenguaje que intervienen en la
socializaciéon y sus influencias sobre la construccion de
conocimiento son parte de la formacién del profesor de
matematicas. Por otra parte es importante que el profesor
reconozca el valor social que el lenguaje matematico tiene
en la actualidad en cuanto es un vehiculo de la tecnologia
actual. JEn qué consiste este nuevo papel instrumental?
;Qué debe ser conocido por el profesor? ...

Asi, en la gestién del profesor se pueden discutir usos de
lenguaje como: procesos de descripcion (Giménez 1994),
explicitacion del componente tecnolégico (Keitel 1994) y
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en el desarrollo e implementacion en el aula, las llamasemos
funcionales. Las variables que usualmente se consideran en
ese tipo de estudios son: (a) sintacticas (tipos de lenguaje
en matematicas: verbal, escrito, algebraico, grafico, de
computacion,...), (b) inferenciales, que incluye las que algu-
nos llaman pragmaticas y, (c) seménticas con las consi-
guientes relaciones epistemoldgicas. Una descripcion del
trabajo hasta los 90 se encuentra en Giménez (1994) en
donde se menciona una vasta bibliografia sobre el tema.
Una coleccién de actividades e investigaciones se encuen-
tra en el nimero monografico 16 de la revista SUMA.

El andlisis sintactico contiene estudios sobre palabras y
expresiones, dificultades de elementos relacionales 16gi-
cos, elementos de estandarizacion y anclaje conceptual
explicado por factores sintacticos, etc. En otros casos se
trata de observar variables de la representacion e influen-
cias negativas de las secuencias verbales. Ahi se han for-
jado términos como “colas verbales y perceptuales”. En
estos estudios se constata como los aumnos se dejan llevar
por esas percepciones para no desarrollar los conceptos.
Como pragméticos se consideran los procesos de cons-
truccion conceptual. Asi, el andlisis de preconcepciones
de los estudiantes tiene un tratamiento vinculado a ele-
mentos de lenguaje que no siempre puede ser considerado
de naturaleza sintactica o semantica. Merecen citarse tam-
bién en este bloque los anélisis sobre las dificultades de
algunos alumnos con problemas especificos de lenguaje en
la interactuacion en el aula (sordos, discapacitados, etc.),
y las busquedas sobre los llamados vacios de experiencia
(“"lack of experience”) que promueven conflictos o contra-
dicciones basados en problemas de tipo textual, que nacen
de situaciones de interacciones y aprehensién de la reali-
dad. El contenido semantico se ha observado no sélo
estructuralmente sino en la necesidad de significado,
estructuras subyacentes en la construccion de representa-
ciones y significados, etc.

Lenguaje y conflicto cognitivo

Algunos estudios sobre aprendizaje en el aula observan el
papel del lenguaje en cuanto estudio de superacion de dis-
tractores, intervencion y uso de representaciones en el pro-
ceso de matematizacion (Sreefland 1991), etc. Con ello el
uso de lenguaje es fuente de conflicto cognitivo. En otros
analisis, el lenguaje se describe como obstaculo (Silva
1994). Ahi se encuentra el andlisis de la introspeccion
(Mason 1994).

Otro tipo de trabajos se refiere a lenguajes propios de la
matematica. En el caso del algebra se analizan errores
representativos (Cortés 1994) y la produccion de signifi-
cado (Lins 1993). El lenguaje gréfico se analiza especifica-
mente en muchos trabajos (M. J. Luelmo, Ed., 1995). Si
bien desaparece un interés marcado por el andlisis de varia-
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bles centradas en los resultados del rendimiento, algunos
trabajos sobre la evaluacion de lo comunicativo en cuanto
control del error, pasan a ser importantes.

Lenguaje y contexto

Otro aspecto importante en el desarrollo de aprendizaje es
el contextual. El andlisis de la ostensividad por encima de
la representatividad es la reflexiéon amplia que surge en el
marco de la teoria de situaciones asi como de la antropolo-
gla didactica (Chevallard 1992, Bosch 1994). En esa visién
paradigmatica, los elementos representacionales se anali-
zan siempre como variables intervinientes (Steinbring 1988).
Se observan problemas como la generabilidad, convenien-
cia, oportunidad, etc. de determinadas representaciones.
Por otra parte el valor del lenguaje como contexto y no sélo
como representacion lleva a considerarlo como clave en
procesos de produccion. En investigaciones de este tipo, se
analiza el tipo de lenguaje (Maier 1994), su nivel de pro-
fundidad, etc. como parte del andlisis de la produccién de
conocimiento. Ello sigue manteniendo un caracter interes-
tructural, pues los analisis se producen no solo al interior de
la busqueda de lo matematico o lo linglistico sino como
interaccion entre ambos.

El Lenguaje como mediaciéon contextual

Liamaremos ahora analisis interactivos a los trabajos que
contribuyen claramente a relacionar el lenguaje con proce-
sos de socializacion externos al individuo y a la propia
matematica. Con ellos se estan definiendo cambios de pers-
pectiva y se han abierto diversas vias de trabajo. La verba-
lizacion, asociada al marco de los procesos de aprendizaje,
como una “red de vehiculacion de presentacion” esta acen-
tuando lo conductual, y el papel del lenguaje como ele-
mento de socializaciéon esté cobrando interés.

La expresion contexto incluye aqui no sélo la interpretacion
individual de situaciones, sino también expectativas y obli-
gaciones. Las interacciones usuales en que el contexto se
manifiesta es la diferenciacién de roles profesor-alumno en
el didlogo de aula. El primero asume la reconduccion y ela-
bora descripciones en beneficio de otros, de tal forma que
el alumno sélo interpreta la situacion como simple suceso
social (Yackel & Cobb1993). En ese sentido, la expresion
verbal es fundamental aunque el formato y las situaciones
son elementos de dificultad que afectan a los conceptos. El
lenguaje hablado se manifiesta de forma diferente segun el
papel de los interlocutores: (a) discurso exploratorio, en
donde la planificacion es lo importante, (b) hablar para uno
mismo, reflexionando y organizando, (c) hablar para los
demas centrado en la comunicacion y (d) discusion en
grupo, reconceptualizando y reorganizando. En ese sentido,
Yackel ha mostrado que “la interpretacién de una situacién,
las percepciones, expectativas y obligaciones, son méas
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como el analisis de las implicaciones de los mismos en g) Implicarse en la reflexion politica que implica el analisis
la educacién matematica. Los trabajos de populariza- de motivaciones que se dan segun el tratamiento del
cién, video, uso de medios informéticos, jhasta que lenguaje en la educacion. Es decir, valorar las influencias
punto influyen en la construccion de conocimiento? de partir de la realidad de los individuos hacia el saber
Sabemos algunas ventajas en cuanto la capacidad de institucionalizado o el proceso inverso y analizar las difi-
visualizacién, reconocimiento y codificacion, pero no cultades que implica los posibles “usos de lenguaje”
mucho mas... distintos que se derivan de una u otra concepcion.
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gestion de la produccion (Boero 1995), etc. El lenguaje se
convierte en el vehiculo clave para conseguir una concien-
ciacion y progreso en el uso de representaciones y reco-
nocimiento de las relaciones que los estudiantes establecen
sobre ellas (Llinares y Sanchez 1995).

Por otra parte, en la construccion conceptual implicita en lo
dicho anteriormente, hay una dimensién de poder, si se
admite que debemos partir de un conocimiento extra-esco-
lar de la vida que sobrepase lo estrictamente técnico. As,
el conocimiento del lenguaje matematico es para algunos
autores un proceso de adecuacion (Knijnik 1993) y no tiene
por qué ser explicitamente un proceso de institucionali-
zacién que parta de un planteamiento epistemolégico dis-
tinto (Chevallard 1991). La discussiéon de los usos de
lenguaje en ese sentido es importante en la construccion de
un conocimiento institucionalizado y a buen seguro se daran
en los préximos afios mas reflexiones sobre las relaciones
entre usos de lenguaje y las concepciones politicas.

5. REFLEXIONES CURRICULARES A
MODO DE CONCLUSION

Hemos recuperado a lo largo de esta revisién el reconoci-
miento didactico de distintos tipos de investigaciones: ana-
lisis generales sobre el lenguaje en mateméticas (como
representacion y comunicacion), el lenguaje en el desarro-
llo de la intervencién educativa (como aspecto -generador
de conflicto cognitivo, como contexto y como mediador
contextual), el lenguaje y la construccién de conocimiento
centrada en el alumno (la adquisiciéon de procesos vy la
regulacién de aprendizaje) y trabajos en la formacion del
profesorado.

Nadie pone en duda la necesidad de un mayor nimero de
investigaciones en todos €sos campos, pero nos atrevere-
mos a proponer algunas conclusiones como resumen de los
distintos trabajos realizados. En efecto, en cuanto la valo-
racion general del lenguaje en la educacion matematica se
pone de manifiesto la importancia de:

a) Reconocer el valor curricular de nuestro DCB y adapta-
ciones autondmicas en cuanto transmitir el valor e impor-
tancia de tratar el paso del lenguaje natural a los diversos
tipos de lenguajes en la educacion matematica basica
de los individuos. Nos parece que dichas formulaciones
son mas profundas que las propias aportaciones de los
Standards. Ademéas de promocionar dichas ideas, se
requiere investigar mas sobre las diferencias entre los
“usos” de los diversos lenguajes y sus relaciones; impli-
caciones positivas o0 no de un uso més amplio del len-
guaje natural para iniciar determinado trabajo. En ese
sentido, lo ya conocido sobre el valor del lenguaje no
debe aplicarse a la expresién verbal sino a todo simboio
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visual para: comprender, recordar, representar, comuni-
car, construir, generar vy facilitar la creatividad, y refle-
xionar sobre lo ya realizado.

Consideramos que seria importante que los analisis
estructurales (propios de la década pasada) se cen-
traran mas en su integracién en el proceso de aula, mas
que andlisis estaticos de un momento determinado..
Asi, aunque deben realizarse analisis de resultados de
las aplicaciones curriculares, no deberian ser el centro
de atencién focal en los préximos afios. En todo caso,
precisamos reconocer las influencias que hay en
cuanto “saber de esos anélisis” para la formacion del
profesor.

b) Valorar —como hacen los analisis recientes de la cons-
truccion de conocimiento matematico— el uso de meta-
foras y metonimias como imagenes de situaciones. Pero
gueda mucho por ver qué tipo de imégenes es el mas
adecuado para diversos elementos conceptuales. A ese
respecto, pensamos que los estudios epistemolégicos -
histéricos que se estén realizando deben influir positi-
vamente en dicha busqueda y deben incrementarse.

¢) Manifestar el valor de los diversos modos de lenguaje no
sélo como instrumento funcional de comunicacion sino
como valor clave del quehacer matematico. En ese sen-
tido reconccer la existencia de muy diversos lenguajes
actuales: esquemas, programacion, grafos, etc. Debe-
mos reconocer las concepciones de los alumnos sobre
dichos lenguajes, su progresivo uso y reconocimiento
como potenciales recursos de gran valor comunicativo.
También en ese punto precisamos reconocer mas la
influencia de implementar dichos modos en alumnos
jovenes. Cuando es el momento adecuado para intro-
ducir elementos de grafos? ;Se puede hablar de gene-
rar la necesidad del uso de diagramas?

d) Implementar con mayor énfasis actividades de genera-
lizacién y andlisis que no pierdan de vista el elemento
comunicativo de lenguaje. Como se ha mostrado, las
influencias analizadas han propiciado o remodelado
“nuevas teorfas sobre la construccion del conocimiento
mateméatico”. Pero, en el campo de lo semantico gueda
aun mucho por investigar.

e) Reconocer la dimensién social del lenguaje y sus influen-
cias no solo sobre los elementos conceptuales y proce-
dimentales, sino también actitudinales y de construccion
de valores.

f) Saber gue en una sociedad marcada por elementos tec-
nologicos donde la comunicacion de masas juega un
valor importante, no debe menospreciarse el uso de
medios tecnolégicos y de comunicacion de masas asi
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~ EL SENTIDO DE LOS SIMBOLOS:
GENERACION DE INTUICIONES EN LA MATEMATICA FORMAL'

Abraham Arcavi
Weizman Institute of Science. Israel

Traduccién: Blanca Bafios Polglase

Motivacién Haciendo amistad con los simbolos

Esta ampliamente aceptado que la correcta ejecucion de las A continuacién, veamos el desarrollo de una clase tipica.
operaciones no debe ser el Gnico objetivo en el aprendizaje Empezamos por introducir los cuadrados magicos 3x3, y
y ensefianza de la aritmética. El conocimiento sobre cuando planteamos el primer ejercicio:

usar una operacion y cuestiones como la “percepcion de los

nameros” estan recibiendo mas atencién cada dia. En ter- “Completa las celdas vacias para obtener un cuadrado de
minos generales, el “sentido de los nimeros” (NCTM, 1989; suma 9”

Sowder and Schappelle, 1989; Sowder, 1992) puede des-
cribirse como un sentimiento “no-algoritmico”: la compren-
sion de la naturaleza de los nimeros y sus operaciones, la
necesidad de examinar la coherencia de los resultados, la
nocién de orden de magnitud y la libertad para reinventar
nuevas formas de operar con los numeros distintas de la 2
repeticién mecanica de lo que se memorizd en la escuela.

|
|
|
| 3
|
|
|

Una situacién paralela es la que se da en la manipulacion y a continuacion
de los simboios algebraicos, en parte debido a la escasa

comprensiéon que los alumnos de secundaria poseen de

los mismos a pesar de haber sido instruidos en su manegjo

durante afos. Incluso los alumnos mas aventajados en las

técnicas algebraicas no perciben el algebra como una

herramienta que les permita comprender, generalizar, reve- i
lar estructuras, relaciones y hacer demostraciones. Por ello, 1 5 f‘
parece apropiado definir una nocién paralela a la de “sen- N I
tido de los nimeros” para dar la idea de “sentido de los sim-

bolos” ? en el que la suma debe ser 6. Esto nos permite introducir de
forma legitima los numeros negativos. Después, depen-
diendo de la clase, propondremos uno o dos cuadrados
magicos simples mas antes del siguiente, para el que soli-
citamos que la suma sea 8.

cQué es “sentido de los simbolos”?
Una primera aproximaciéon

Comparado con la atencién que recibe el término “sentido
de los numeros”, existe poca literatura referida al término
“sentido de los simbolos” {una excepcion es Fey (1990)).
Este articulo esta enfocado a la descripcion y discusion de
comportamientos que ilustran con ejemplos o que enten-
demos como sentido de los simbolos.

1 Esta es una version resumida de un articulo del mismo titulo publicado en “For the Learning of Mathematics”, 1994, 14(3), pp. 24-35

2. En este articulo, se entiende por simbolos los simbolos literales del Algebra de la ensefianza secundaria.
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En nuestro ejemplo, la decision de cambiar el curso de la
accién significa algo mas: estd también motivada y arropada
por un sentido de la estética, de la elegancia y de la efica-
cia, asi como por la apreciacion de que el trabajo matema-
tico implica mucho més que el estoicismo de embarcarse en
senmarafiadas” manipulaciones simbdlicas. La idea es tener
reacciones del tipo: “esto es muy complicado, técnico y
poco creativo, debe haber otra forma“.

L a otra forma puede ser mirar el problema desde una pers-
pectiva distinta, o cambiar la representacion. En el caso
anterior, las coordenadas cartesianas unidas a ciertas con-
sideraciones geométricas nos sugieren otra forma de ver el
problema; como el nimero de intersecciones entre las
bisectrices de los ejes del plano cartesiano (x*- y’= 0, pro-
piamente: y = + X) y una familia de circunferencias de radio
1 centradas en el eje x. A partir de aqui, la solucion es sen-
cilla.

Es decir, en este caso el sentido de los simbolos implicaria
un sentimiento de premonicion de que la persistencia en el
trabajo simbdlico exigira grandes dosis de esfuerzo. Mas
adn, incluiria la tendencia a intentar otros modos de repre-
sentar el problema, en la seguridad de que pueden existir
aproximaciones mas elegantes y directas y deben ser con-
sideradas. En otras palabras, el sentido de los simbolos
incluird intuiciones sobre cuando utilizar los simbolos y
cuando no.

Mas alla de las manipulaciones:
Leyendo a través de los simbolos

La resolucién de simples ecuaciones algebraicas no
requiere mas que unas habilidades estandard que nos lle-
ven al resultado, y la Unica lectura que requiere algo de
razonamiento es dar sentido a una respuesta que esta en la
forma x=....

De hecho, esta es una de las virtudes de los simbolos: nos
permiten evadirnos, e incluso olvidar las referencias para
conseguir resultados de forma eficaz. Alfred North White-
head (1911) sefald la “enorme importancia de una buena
notacién” y la naturaleza del simbolismo en mateméticas.

“...gracias a la ayuda del simbolismo, podemos
transcribir casi mecanicamente, a golpe de vista,
razonamientos que de otra forma exigirian usar
facultades mas elevadas de nuestro cerebro.

Es un error comun, repetido en miles de textos y en
discursos de personas eminentes, el pretender que
debemos cultivar el habito de pensar 10 que estamos
haciendo. Precisamente es lo contrario. La civilizacion
avanza ampliando el'nimero de operaciones
importantes realizables sin necesidad de pensar en
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ellas. Las operaciones de pensamiento son como las
cargas de caballeria en una batalla —limitadas en
ndmero—, requieren caballos frescos, y s6lo deben
hacerse en momentos decisivos”. (Whitehead 1911)

Sin embargo, creemos que Whitehead habrfa estado tam-
bién de acuerdo con Freudenthal (1983):

“He observado, no solo en otras personas sino también
en mi mismo, que las fuentes de la inspiracién pueden
entumecerse con los automatismos. Se consigue realizar
una determinada actividad con tal maestria que uno ya
no se cuestiona el como y el porqué, y deja de
concebirla como algo relevante y con significado”.

Interrumpir el procedimiento simbdlico mecénico para ins-
peccionar y conectar de nuevo con el sentido que subyace
bajo la expresion puede ser, en palabras de Freudenthal, un
buen ejercicio mental.

Por ejemplo, una alumna en el proceso de resolver una
ecuacién llega a 3x+5=4x. En lugar de actuar mecani-
camente, es decir restar 3x a ambos lados, se detuvo y
cambio de tactica: leyo los simbolos. Observé que si que-
ria obtener 4x a la derecha a partir del 3x de la izquierda,
tenia que afiadir una x, por tanto el sumando 5 debia ser
el valor de x. Aunque matematicamente hablando ambos
procesos son indistinguibles, existe una diferencia subs-
conciente importante. Desde nuestro punto de vista inte-
rrumpir una rutina algebraica para detenerse en la lectura
y darse cuenta de una relacién simboélica, como en este
caso, es un pequefio pero sano ejercicio de sentido de los
simbolos.

Leyendo y manipulando

La solucion de simples ecuaciones algebraicas, tal como se
presentan en los textos y en Ias aulas, crea un “instinto” de
manipulacién operativa. Exige cierta madurez rechazar el
impulso de comenzar a resolver

2x+3 - 2
4x+6

y detenerse en la lectura de los simbolos. En este caso, se
puede observar que sea x el valor que sea, como el nume-
rador es la mitad del denominador la ecuacién no puede
tener solucion. Esta inspeccién a priori de los simbolos con
la esperanza de ganar algo de comprension sobre el pro-
blema y su significado, también forma parte de lo gque enten-
demos por sentido de los simbolos.

Uno de nuestros alumnos fue incluso mas alla. Después de
observar como hemos descrito arriba que no hay solucion,
se dijo: “Bueno, no tiene solucién pero ¢y si “lo resuelvo” de
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Dado que los ejemplos anteriores fueron faciles, éste, que
no o es, representa una sorpresa. Tras varios intentos, repa-
sar las cuentas, comenzar por diferentes celdas, algunos
alumnos plantean la posibilidad de que sea una “mision
imposible”; otros continuan con la aritmética en la certeza
de haber cometido algun error. Una vez que todos los alum-
nos estan convencidos de que no hay solucion, surge de
forma natural la pregunta: “;Coémo es posible gue los cua-
drados anteriores tengan solucion y éste no?”

Es evidente que depende de los datos y a partir de aqui los
alumnos hacen sus conjeturas. Por ejemplo, el tltimo cua-
drado no se puede resolver porgue la suma que nos piden
es la suma de los tres nimeros iniciales. Este tipo de dis-
cusion, con sugerencias, ejemplos y contragjemplos, man-
tiene a la mayoria interesados’. En general, si queremos
gue planteen la posibilidad de utilizar el algebra tendre-
mos que esperar bastante o bien marcarles la pauta con
alguna pregunta dirigida: “4 Qué podemos utilizar para veri-
ficar o rechazar una conjetura?”. En cierta ocasion, al ser el
algebra mencionada como posibilidad, un escéptico cues-
tiond: “¢De qué van a servir las letras?”

Consideramos que los individuos que saben realizar ope-
raciones algebraicas, pero no consideran la posible rele-
vancia de los simbolos para manifestar la estructura de un
problema que ha despertado su curiosidad, no han desa-
rrollado su sentido de los simbolos por completo. El sentido
de los simbolos incluye disponer de ellos como posibles
herramientas para la comprension.

Otra muestra de la falta de sentido de los simbolos se mani-
fiesta en el hecho de gue algunos alumnos son incapaces
de reconocer inicialmente la solucién que tienen frente a
ellos en el transcurso de la resolucion algebraica de un
problema. Por ejemplo, en el proceso de completar el cua-
drado magico “general” llegamos al paso:

~ ‘ 1
S-b-c| S-a-b
3 | | 4
b+c-a b i

a ‘ c

donde a, b y ¢ son los nimeros dados, y S la suma dada.
Completar la primera celda (celda 1) exige la conciencia de
que su contenido debe ser expresado en términos de a, b
y S. Algunos alumnos poco avanzados en &lgebra estaran
tentados de introducir una nueva variable, ya sea por su
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poca experiencia en el uso de los simbolos para expresar
relaciones o porgue no tengan claro qué estan buscando.
En este caso particular las celdas 1, 2 y 3 se completaron
sin mayor problema, y la celda 4 se completo por la suma
de la columna resultando a+b-c. LLegados a este punto
alguien indic6 gue la expresion de la suma de la fila central
era 3by que no contenfa a S. El hecho de que la condicion
S=3b representara la solucién buscada supuso un esfuerzo
para los alumnos de aquella clase.

Es decir, creemos que el sentido de los simbolos debe
incluir la invocacion de los simbolos en los contextos apro-
piados y el reconocimiento de la solucion simbdlica. Podri-
amos incluso pretender un poco més. Seria deseable que
cuando los simbolos se utilicen y las soluciones se recono-
cen, el “poder de los simbolos” sea apreciado: sélo con el
uso de los simbolos una conjetura o un argumento pueden
ser definitivamente aceptado o rechazado.

Si el sentido de los simbolos exige que reconozcamos en
gué situaciones son apropiados o indispensables, también
requiere que sepamos cuando nos hemos ahogado en
manipulaciones técnicas y debemos abandonarlas.

Por ejemplo: ”;Para qué valores de a el sistema de ecua-
ciones x*-y*=0 ; (x-a)*+y’=1, tiene 0, 1,2, 3, 4,5, 6, 7 0 8 solu-
ciones?”

Problemas como éste, que se expresan en términos alge-
braicos, invitan o inducen fuertemente a una solucion del
mismo tipo. Por tanto, no es de extrafiar que muchos alum-
nos se lancen en picado sobre las operaciones algebraicas
sin ver, 0 alin viéndolo, lo arduo de la labor y lo sencillo que
resulta cometer errores. Evitar la tentacion inicial de proce-
der simbolicamente e intentar otro tipo de aproximaciones
requiere un saludable “control” del sentido de los simbolos.
De forma resumida, este control es:

“una categoria de comportamiento referida al modo en
que los individuos usan la informacién potencial a su
disposicion. Esta enfocada a las decisiones principales
sobre qué hacer en un problema, decisiones que en si
mismas pueden “generar o romper” 10s intentos de
resolucién. Dentro de esta categoria se consideran
comportamientos de interés: hacer planes, seleccionar
objetivos principales y secundarios, tutelar y comprobar
las soluciones segun van surgiendo, y revisar o
abandonar planes cuando los resultados indican que
asi deba hacerse”. (Schoenfeld, 1985, enfatizado
afiadido).

3. Ladinamica de las discusiones es interesante y rica, pero no es el objeto de este articulo.

4. Este problema se ha tomado de Mathematical Problem Solving Class de Alan Schoenfel.
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consideramos sentido de los simbolos la intuicién de cual es
|a eleccion dptima en determinados casos.

Habilidades operatorias flexibles

Incluso en los contextos en gue creemos, coincidiendo con
Whitehead, que es necesario operar mecanicamente sin
reparar en el significado, deberfamos tener una guia “formal”
o “técnica” del sentido de los simbolos que mantenga el con-
trol de lo que hacemos. La correcta manipulacion simbdlica
es algo méas que la obediencia ciega de las reglas; hay
aspectos del sentido de los simbolos que se pueden consi-
derar incluso cuando obviamos los referentes. Por ejemplo,
percibir la posible circularidad de una manipulacion, la vision
“panoramica” de algunas expresiones simbdlicas vy las
manipulaciones orientadas por objetivos formales.

Circulos y panoramicas

Tener una visién panoréamica es sentir los simbolos no sélo
como una concatenacion de letras, sino poder distinguir
relaciones como, por ejemplo, en Wenger (1987):

“Si uno puede ver a través de la marafia de simbolos que la
ecuacion,

wu =1+ 2w1+u

en la que se trata de hallar v es lineal en v, el problema esta
practicamente resuelto; las ecuaciones de la forma av=b+cv,
tiene solucién de la forma v=b/(a-c), si a=c, independiente-
mente de lo complicada que sea la expresion de a, by c.
Los alumnos siempre tienen dificultades con este tipo de
problemas. Realizaran manipulaciones correctas de las
ecuaciones, llegaran a ecuaciones mas complicadas o vol-
veran, tras varias ecuaciones intermedias, a la ecuacion
de la que partieron “yendo en circulos”. Notese que los
alumnos suelen realizar las operaciones correctamente en
estas situaciones”.

La primera observacion es lo que consideramos una vision
panordmica, mientras que la dltima se refiere a la manipu-
lacion circutar.

En el mismo parrafo Wenger sefiala que los alumnos “a
menudo parecen realizar los pasos al azar, sin ninguna
estrategia en mente”. Esta observacion nos lleva al pro-
Ximo punto a considerar.

Objetivos formales

“Un rectangulo (puede ser un cuadrado) se dibuja en un
papel cuadriculado con las celdas de los bordes marcadas

5. N.delaT.: Se traduce "gestalt" por panoramica.
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En este caso, el nimero de celdas marcadas alrededor del
borde no es el mismo que el nimero de celdas interiores sin
marcar.

;Es posible dibujar un rectangulo de este tipo en el que el
nuimero de celdas marcadas coincida con el nimero de
celdas sin marcar?” (Problema 87 en Longley-Cook, 1965,
de la forma que aparece en Gardner, 1983).

A continuacion incluimos una solucion propuesta por un
matematico. Comienza por suponer que 2a+2(b-2), es el
numero de celdas marcadas, por tanto ab-[2a+2(b-2)], es
el nimero de celdas interiores. lgualando, tenemos la
ecuacion ab-4a-4b-8=0 (1). La expresion sugiere la bus-
gueda de una factorizacién, de la que se puedan deducir
todos los posibles valores para ay b. Un primer intento le
lleva a a(b-4)-4(b-2)=0, pero es imposible factorizarla. Sin
embargo, se percatd de que transformando (b-2) en (b-4)
se podria factorizar. Para conseguirlo afiadio 16 a ambos
lados de la ecuacion (1), lo que le condujo a la ecuacion
(b-4)(a-4)=8, de la que se obtienen las dos Unicos rectan-
gulos posibles, 6x8 6 5x12.

Esta solucion muestra dos estadios del sentido de los sim-
bolos: la representacion de los datos de forma Gtil y mane-
jable y después las operaciones formales dirijidas a un
determinado propdsito.

Simbolos en retrospectiva

En un aula (de primero de facultad) obtuvimos una solucion
distinta al problema del rectangulo. Pasado un intervalo de
tiempo en el que los alumnos operaban con los simbolos sin
obtener resultados alentadores, uno lleg6 a la solucion que
describimos anteriormente. En este punto, una matematica
que se hallaba de forma casual en la clase, presentd una
solucién que ella habia encontrado y que no se apoyaba en
el uso de simbolos. Segin su propio testimonio, su expe-
riencia del Origami, arte japonés de doblar papel, habia sido
la fuente de su inspiracion. Mentalmente ella doblaba una
de las filas del borde sobre la fila interior adyacente. De esta
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todas formas?” Posiblemente este estudiante para el que
resolver la ecuacion significaba realizar las manipulaciones
mecanicas habituales queria expresar la necesidad de
saber de qué forma el algebra expresa la ausencia de
soluciones. Desgraciadamente, la respuesta no es muy
alentadora: las operaciones habituales nos llevan sin nin-
gun problema a x=-3/2. Nuestro alumno se guedo boquia-
bierto ante la contradiccién y le costé lo suyo resolverla. Al
sustituir x=-3/2, constatd que es el Unico valor que no puede
ser sustituido en la expresion, y ello le confirmd en sus
intuiciones. No fue muy locuaz, sin embargo le sugerimos
que estaba aprendiendo algo sobre el lenguaje de los sim-
bolos y las trampas en las que podemos caer si simple-
mente nos dedicamos a operar con ellos de modo
irreflexivo.

Expresiones equivalentes - sentidos
diferentes

Iniciamos esta seccion con dos ejemplos. Cuando opera-
mos con la férmula para calcular la media aritmética de
dos numeros, una alumna observa que una simple mani-
pulacién transforma (a+b)/2 en a/2+b/2. Pero, no contenta
con esto, llega a una nueva conceptualizacion de la media
de dos numeros: “es un numero hecho con la mitad de uno
y la mitad del otro”. Esta reconceptualizacién emerge de
mirar expresiones simbdlicas equivalentes, no como resul-
tados formales, sino como fuentes de nuevos significados.

El siguiente es otro ejemplo de comportamiento similar.
“Toma un namero impar, elevalo al cuadrado y réstale 1.
;Qué se puede afirmar del nimero resultante?” El pro-
blema puede ser representado por (2n-1)*-1. De aqui pasa-
riamos a la forma equivalente 4n*- 4n para llegar a una
conclusion general. A primera vista, la conclusion es que el
numero resultante es multiplo de 4. Sacando factor comun
4n®*-4n=4n(n-1), y si ahora leemos los simbolos, tal vez nos
demos cuenta que el resultado es siempre un multiplo de
8 (dado que ny n-1 son enteros consecutivos y uno ha de
ser par). Distintos reagrupamientos de los simbolos nos
revelan algo mas. Si escribimos 4n(n-1) como

8 n(n-1)
2

no es soélo evidente que el resultado es un multiplo de 8, es
un multiplo especial de 8; el factor que multiplica al 8 es un
numero triangular. Estos dos ejemplos tienen una moraleja
comun. En ambos se incremento el grado de comprension
al obtener expresiones equivalentes a partir de manipula-
ciones operativas con los simbolos. Esta puede ser consi-
derada otra faceta del sentido de los simbolos: la intuicion
y confianza los simbolos como gufa en la busqueda de
peculiaridades.

4. Lenguaje y Matematicas

La eleccion de los simbolos

Cuando transcribimos un problema en simbolos, uno de
los primeros pasos es elegir qué representar y como. La
eleccién, como veremos en los ejemplos siguientes, puede
tener efectos cruciales en el proceso de resolucién y en los
resultados.

Primero consideremos de nuevo el ejemplo del apartado
anterior. Si el nimero impar se representa por nen lugar de
por 2n-1, la expresion obtenida es n*-1. A pesar de la legi-
timidad de la eleccion de la notacién, los resultados obte-
nidos posiblemente nos den menos informacién. Si
factorizamos n*1=(n-1)(n+1), sabremos que el nimero es el
resultado del producto de dos nimeros pares consecutivos.
Uno de los numeros debe ser multiplo de 4, por tanto el
resultado serd multiplo de 8. Sin embargo, no queda claro
qué tipo de multiplo de 8 es. La eleccién de 2n-1, en lugar
de n, introduce en el propio simbolo la informacién inicial, y
por ello el resultado también ofrece mas informacion sobre
la estructura del nimero obtenido.

La eleccion de los simbolos no s6lo puede mantener
oculta parte de la informacion, a veces impide la resolu-
cién. Consideremos el siguiente problema, tomado de
SNARK, 1977.

John fue a cobrar un cheque por una suma inferior a
100$. El cajero confundic los ddlares con los centavos
(es decir, si el cheque era de 19.45%, pagé a John
45.19%). John tomd el dinero y después de gastar 3.508,
se percatd de que tenia el doble del valor del cheque. ;A
cuanto ascendia el valor del cheque?

Si nos decantamos por representar el valor del cheque por
X, es bastante improbable que progresemos en la resolu-
cion. Por otro lado, expresar cada uno de los cuatro digitos
por una variable distinta nos conduciria a una situacion
enrevesada. La eleccién dptima seria representar con una
variable los dos digitos de los délares y con otra los dos digi-
tos de los centavos.

No gueremos decir con esto que una eleccion inicial ina-
decuada de las variables indique necesariamente una falta
de sentido de los simbolos, pero si que deseariamos resal-
tar la importancia de considerar al menos tres aspectos. Pri-
mero, la libertad de la eleccién de notacién. Los mismos
“tipos” de numeros pueden ser representados de distintas
formas. Tres nUmeros enteros consecutivos pueden
representarse por n, n+1,n+2 o por n-1, n, n+1 o0 bien n-2,
n-1, n. La eleccién puede simplificar los célculos, incluso el
resultado final. Segundo, la concienciacion de gue la elec-
cién inicial no es un camino sin retorno. Podemos reiniciar
la representacion de otra manera si lo creemos mas con-
veniente 6 bien si la eleccion anterior ha resultado impro-
ductiva. Tercero, queremos incluir dentro de lo que
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simbolos. Parafraseando la definicién que para “sentir” da
el Diccionario Enciclopédico de Oxford, sentir los simbolos
es una rapida y acertada apreciacion, comprension e intui-
ciéon de los simbolos.

De acuerdo con lo anterior, el sentido de los simbolos incluiria:

e Sentido estético y comprensién por el poder de los sim-
bolos: cémo y cuando deben ser utilizados para repre-
sentar relaciones, generalizaciones y demostraciones que
de otra forma serian invisibles o estarfan escondidas.

e Sentir cuando se deben abandonar los simbolos para
intentar otras formas de aproximacion, para poder obte-
ner soluciones mas claras, elegantes y sencillas.

» Habilidad para manipular y leer expresiones simbolicas
como aspectos complementarios en la solucién de un
problema. Por un lado, el alejamiento del significado
necesario para las manipulaciones unido a una vision
panoramica de la expresion simbolica genera una rapida

4. Lenguaje y Matematicas

y eficiente manipulacion de los simbdlos. Por otro lado, la
lectura reflexiva de las expresiones simbdlicas afiade
relaciones y da sentido a los resultados.

Conciencia de que se pueden construir las expresiones
simbolicas que expresen una informacién verbal o gréfica
dada, lo que puede ser Util para avanzar en la resolucion
de un problema.

La posibilidad de seleccionar una posible representacion
simbdlica y si no resulta satisfactoria tener el coraje de
abandonarla y tener recursos para encontrar otra mejor.

La necesidad de verificacion continua del significado de
las expresiones simbdlicas mientras se resuelve el pro-
blema, comparando y contrastando esos significados
con la propia intuicién o con los resultados que se espe-
ran obtener.

Percibir los distintos papeles que juegan los simbolos en
los diferentes contextos. B
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forma ambos ndmeros el de las celdas del borde y el de las
interiores coincidian excepto por dos de mas en el borde.
Repitiendo el proceso con la otra fila del borde, se anadia
dos celdas extras gue no coincidian. Despues doblaba las
columnas de los bordes (sin las celdas de los bordes que
ya habian sido eliminadas) quedando pues 8 celdas extras
sin pareja (dos celdas extras por cada esquina). Si queria
gue el nimero de celdas interiores y de los bordes coinci-
diese, necesitaba emparejar las 8 celdas. Para tal propdésito
necesitaba 8 celdas interiores formando un rectéangulo. Sélo
hay dos posibilidades: 1x8 ¢ 2x4. Desdoblando el origami
en los dos casos, obtenia los rectangulos originales solucion
del problema. Una solucién ingeniosa y bella en sf misma:
general, sin simbolos y claramente visual. Uno de los alum-
nos expresd lo que para él tenia de sorprendente: esta solu-
cion alternativa, sin simbolos estaba claramente relacionada
con la solucién algebraica explicada en clase (y sefialada
en el parrafo anterior). Este estudiante remarcé que al resol-
ver una ecuacion algebraica que representa un determinado
problema, nos desprendemos del significado de los sim-
bolos y sus referentes. Los pasos intermedios no se obser-
van en correspondencia con la situacion real, son realizados
de una forma mecanica (y por tanto eficiente) hacia la solu-
cién. De todas formas, en este caso, la solucion simbdlica
y la del origami guardan estrecha relacion.

En la ecuacion simbdlica el 8 aparece como mero artificio
de la manipulacién en el proceso de factorizar la ecuacion.
Posteriormente, gracias a la solucién del origami, vemos el
sentido del 8 y de la ecuacion.

Cuando se resuelve un problema mediante una modeliza-
cién matematica, se suele establecer la equivalencia entre
los simbclos y su significado al comenzar (al crear el
modelo) y se retoma al final (para interpretar el resultado en
los términos del problema original). Durante los célculos es
normal operar de forma mecénica sin tener en mente la
equivalencia de significado. A este estudiante de nuestro
ejemplo los simbolos le “hablaban claramente”, porque era
capaz de reconocer el significado real gue habia en ellos y
en los pasos intermedios, algo que es bastante infrecuente.
Esto es algo a considerar como un claro ejemplo de sentido
de los simbolos.

Simbolos en su contexto

En el caso de una relacién lineal y=mx+b, a pesar de que
X, y (“variables”) y m, b (“parametros”) representan nime-
ros, el tipo de objetos matematicos que se obtienen al
darles valores pueden ser completamente distintos. En el
plano cartesiano, dando valores numéricos ax ey, se fija
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un punto determinado en el plano, y dando valoresamy
b se determina una recta. Es decir y=b puede interpretarse
de dos formas dependiendo del contexto. Si se obtiene
como resultado de sustituir x=0 en y=mx+b, entonces
hemos encontrado la ordenada (o familia de ordenadas) en
que la recta corta al eje y. Pero, por otro lado, si y=b se
obtiene como resultado de sustituir m=0 en y=mx+b, habre-
mos encontrado la familia de rectas de pendiente 0°.

En esta seccion sugerimos que un componente deseable en
el sentido de los simbolos consiste en el reconocimiento “in
situ” de los diferentes papeles (a la vez que similares) que
juegan los simbolos en el dlgebra de la secundaria. Ese
reconocimiento conlleva saber analizar la multiplicidad de
significados dependiendo del contexto, y la habilidad para
manejar diferentes objetos y procesos (Sfard, 1992; Mosch-
kovich, Schoenfeld y Arcavi 1993).

El siguiente es un ejemplo de un caso en que un alumno no
fue capaz de comprender los diferentes papeles que pue-
den jugar los simbolos. El problema, de su libro de texto
(Resnick, 1991) era: “Hallar, si es posible, un nimero que al
ser sustituido en d, dé lugar a una funcién lineal”. Doce
expresiones venian a continuacion, la ultima de las cuales
era y=(x-4)/(d-2). Suponiendo que se tenga una idea clara
de los diferentes papeles que juegan los simbolos, {a solu-
cién es sencilla. Sea cual sea el nimero sustituido en d (cla-
ramente no el 2), la funcién no puede ser lineal. Nos
quedamos perplejos con el razonamiento del alumno. Tras
una vision panordmica descompuso x°-4 en (x-2)(x+2), y
como para él x-2 podia simplificarse con d-2 si d=x (d=2) se
obtenia una ecuacion lineal, x+2. En este caso, su operati-
vidad simbdlica, util en otras ocasiones para simplificar,
interferia claramente su vision sobre el papel gue repre-
sentaban los simbolos. Su razonamiento no fue en ningun
momento dubitativo, ni traté de verificar su solucién, por el
contrario se sentia exultante por haber realizado la tarea
encomendada. No cuestioné la legitimidad de su razona-
miento en absoluto. Por nuestra parte la reaccion no fue muy
afortunada ya que no conseguimos hacerle comprender
donde estaba el error. Tal vez estaba mas alla de su capa-
cidad el comprender la “ilegalidad” del paso d=x, al menos
en ese momento.

¢Gué es sentido de los simbolos?

Siinspeccionamos las caracteristicas comunes de los com-
portamientos anteriores, nos encontraremos en una mejor
situacion para caracterizar el sentido de los simbolos. En tér-
minos generales podemos decir que el sentido de los sim-
bolos es una compleja y multifacética forma de “sentir” los

6. Un uso cuidadoso de la notacién de conjuntos requeriria escribir en el primer caso {(x,y)/x=0, y=b}, mientras que en el segundo caso seria

{(x.y)/ y=b}.
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ciones indudables entre lo que se considera Matematica y
el Lenguaje Natural. Algunos autores restringen el ambito del
Lenguaje Matematico al que se expresa de forma simbdlica
especifica. En el n® 16, 1994 de la revista SUMA, dedicado
monograficamente al Lenguaje y Matematicas, Joaquin
Giménez (Giménez, 1994) hace un buen repaso de las rela-
ciones entre el lenguaje verbal y Matematicas; tiende a
decantarse por una separacion en distintos lenguajes mate-
maticos y asi habla de los lenguajes matematicos y en par-
ticular de lenguajes gréfico-visuales y cuando se refiere a
lenguaje matematico en singular parece que solo se trata del
expresado verbalmente, pero no establece separaciones
tajantes e incluso indica la conveniencia de reconocer la
existencia de diversos lenguajes: esquemas, programacion,
grafos, etc. Finalmente algunos autores dan un pasc masy
hablan ya claramente de “distintos tipos de lenguajes mate-
méticos (numérico, grafico, algebraico, probabilistico, etc.)”
(Sanchez Benito, 1994, pag. 16) o “que hay diversos len-
guajes matemdticos: lenguaje fisico, lenguaje ordinario o
natural, lenguaje gréfico y lenguaje simbolico” (Fernandez,
1994, pag. 35). Estimo que estos tipos de lenguajes son un
intento de clasificacién del lenguaje matemético por criterios
sintacticos en el caso de Fernandez, por criterios semanti-
cos en Sanchez Benito y por ambos en Giménez.

No me parece grave llamar lenguajes matematicos a par-
celas del mismo separadas por criterios sintacticos o seman-
ticos, para utilizarse en contextos dados. Pero estimo mas
conveniente entender el Lenguaje Matematico como un todo
y llamar “texto matematico” a toda expresién basica com-
pleta de conocimiento matematico, por ejemplo la descrip-
cion de una situacion, el enunciado de un problema, el
proceso de solucion del mismo, una construccion gréfica, la
demostracién de un teorema, etc. En todo texto matematico
suele aparecer mezclada expresién verbal y simbolica espe-
cifica; también la grafica en muchas ocasiones. La expresion
manipulativa y las acciones sélo son relevantes en los pri-
meros niveles y pueden constituir signos aislados, pero es
dificil que lleguen a constituir una expresion autonoma, o sea,
un verdadero texto del Lenguaje Matematico. Todo esto
implica que es dificil que un texto matematico esté expre-
sado solo en forma verbal, o gréafica o simbdlica especifica,
aungue ésta tienda a expresarse como dominante a medida
gue se aumenta de nivel. Y si la separacion por criterios
expresivos, sintacticos, es dificil, también lo es por criterios
semanticos y no parece conveniente reproducir las viejas
divisiones de la Matemética (Aritmética, Algebra, Geome-
tria,...) en divisiones del Lenguaje Matematico, especial-
mente en los primeros niveles que son 10s que nos ocupan.

2. Para qué usamos el Lenguaje
Matematico

El domino del Lenguaje Matemético tiene como finalidad
Ultima la competencia comunicativa, o sea, entendernos
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cuando hablamos de Matematicas. También se usa el Len-
guaje Matematico en el resto de la Ciencia, como una espe-
cie de lenguaje intérprete de la misma y en los niveles
superiores de conocimiento puede ser dificil establecer una
frontera entre Matematica y otros campos cientfficos. Los len-
guajes se aprenden practicandolos. Nuestras habilidades
matematicas naturales son muy limitadas y si queremos
resolver problemas matematicos tenemos que aprender el
Lenguaje Matemético, lo mismo que hay que aprender el len-
guaje musical para componer sinfonfas. Estimo que el pare-
cido, en este sentido, es mayor entre Matematica y Musica
que entre Matematica y Retorica, pues nuestras competen-
cias innatas son mucho mayores en lenguaje natural.

Cada cuitura tiene un “sistema de préacticas” para aprender,
investigar o difundir la Matematica. A nosotros nos interesa el
sistema de practicas escolares, o sea, de gué modo propo-
nemos, en esta época y en cada nivel escolar, unas practicas
para aprender el lenguaje matemético y como podemos deter-
minar el nivel de competencia comunicativa alcanzado.

Si nos fijamos en otros lenguajes (el natural, el pictérico, el
musical, etc.) parece claro que lo que se pretende es que
seamos capaces de entender los textos de esos lenguajes
y producirlos, a nivel individual y social, cuanto mas origi-
nales mejor. Y que existen diferentes niveles de comprension
cuando contemplamos una representacion teatral, oimos
una sinfonia o vemos un cuadro, y que solo una pequeia
minorfa humana es capaz de producir verdaderos textos
originales. La cultura matematica, por su relacion con el
campo cientifico-técnico, tiene ademas un uso fuertemente
instrumental, que hace necesario que se logren, a nivel
social, niveles de competencia matemética muy variados.

3. Como se aprende el Lenguaje
Matematico y procesos lingiiisticos
basicos implicados en la comprension y
produccion textual

En otras épocas, el aprendizaje de un lenguaje, incluido el
matematico, empezaba por los elementos expresivos mini-
mos: letras, notas musicales, cifras,... Actualmente tiende a
ponerse en contacto al aprendiz, casi desde el comienzo,
con textos elementales, y se van aprendiendo las formas
expresivas de modo simultaneo al avance en la compren-
sién y produccion de textos cada vez mas complejos.

En clave matematica dirfamos que se propone desde el
principio la resolucion de pequenos problemas, con base en
expresion manipulativa o acciones, descripciones verbales
y uso de notaciones personales, no estandares. El vocabu-
lario basico se va adquiriendo de forma paulatina al mismo
tiempo que se avanza en la construccion de notaciones
estandares y expresion gréfica, asi como en traduccion de
una forma de expresion a otra. Ademas, ya no se ensefia
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ProcEsos LINGUisTICOS BAsicos DE COMPRENSION Y
PRoDUCCION DE TEXTOS MATEMATICOS

Inés Sanz Lerma

Departamento de Didédctica de la Matematica y las Ciencias Experimentales. UPV/EHU

1. Qué entiendo por Lenguaje Matematico

Partiré de la hipétesis de que toda Representacién de lo que
llamamos Matematica se hace en Lenguaje Matematico. El
Lenguaje Matematico se expresa de diversas formas:

¢ Expresiones manipulativas y acciones
* Expresiones verbales, orales y escritas
* Expresiones simbdlicas especfficas.

La Representacién o Funcién Semidtica, en la cual interviene
siempre el aparato cognitivo humano, consiste en la union
de un elemento expresivo con un contenido mediante un
c6digo, que es una regla de correspondencia entre ambos
origindndose asi una representacion elemental o signo. Las
representaciones pueden variar de una cultura a otra, de un
individuo a otro y a lo largo de la vida de un individuo. La
cultura en general y especialmente la instrucciéon matema-
tica en el caso que nos ocupa, tiende a fijar los signos o
representaciones. El ideal de correspondencia univoca o
funcion entre expresiones y contenidos rara vez se consigue
y hay que contar con que se den casos de sinonimia, poli-
semia, usos metaféricos de las expresiones del Lenguaje
Matematico, etc.

En general las Representaciones del Lenguaje Matematico
no estan formadas por signos aislados sino que la base
expresiva es un Esquema Simbdlico o sistema Sintactico,
formado por un conjunto de caracteres expresivos y reglas
mas 0 menos explicitas para combinarlos, y un Campo de
Referencia o sistema Semantico, que es una estructura
matematica, ligados por una regla de correspondencia o
Codigo, asi:

Esquema Simbélico CODIGO Campo de Referencia
(Kaput, 1987) >

Sistema Sintactico CODIGO Sistema Semantico
(Eco, 1977) >

En los primeros niveles de ensefianza-aprendizaje abundan
las representaciones verbales, junto a las manipulativas y
las acciones. La representacion verbal se va especializando
en representar contenidos mateméticos a partir del lenguaje

natural, constituyéndose un registro matematico (Halliday,
1978), una forma de hablar y escribir que incluye un voca-
bulario especifico y formas especiales de argumentar. Simul-
taneamente se va construyendo la representacion gréfica y
la simbdlica especifica, sélo en parte derivada de la expre-
sion verbal y apoyada en formas expresivas especiales,
fuertemente pulidas por la cultura. Las representaciones
matematicas gréficas o simbdlicas especificas no son facil-
mente traducibles a expresion verbal, oral o escrita, hay que
leerlas, o sea, comprenderlas como un todo. Su verbaliza-
cion no pasa de ser una simple descripcion de las expresio-
nes que las forman. La verdadera traduccién consiste en
verter el campo semantico, o sea, la estructura matematica
gue soportan, a expresion verbal adecuada que en general
es independiente de los grafismos o expresiones simbdlicas
que sustentaban la representacion. O sea, hay que com-
prenderlas antes de traducirlas, y lo mismo en el proceso
inverso, cuanto se trata de expresar un problema o situacién
enunciada verbalmente a expresién grafica o simbdlica espe-
cifica. Por eso son tan importantes los procesos de traduccion
de una forma de expresién a otra y el progreso en su domi-
nio esté claramente ligado al progreso en la comprension de
la Matemética. Las dificultades de este proceso son bas-
tante conocidas (ver un ejemplo en Grupo Azarquiel, 1994).

Una vez establecida la representacion gréafica y la simbdélica
especifica, sobre esas formas expresivas actlan reglas de
transformacion sintacticas, que suelen ser mucho mas
sencillas que las dificiles reglas de transformacion semantica
que operan en los procesos de traduccion sefialados. Estas
reglas sintacticas permiten transformar expresiones y son
muy productivas, por lo que su manejo adecuado es siempre
un objetivo de la ensefianza-aprendizaje. Las reglas de trans-
formacion sintactica no son independientes de los conteni-
dos, ya que el sistema sintactico y el semantico estan
coordinados; por eso, aunque puede ser un objetivo llegar a
aplicarlas automaticamente, para no sobrecargar la capaci-
dad del sistema cognitivo, es preciso insistir en su com-
prension en todos los niveles de aprendizaje y uso de la
Matemética.

Hoy se habla mucho de Lenguaje y Matematica pero en
muchos casos sélo se trata de poner de manifiesto las rela-
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El problema en que esté inmersa dirige {a atencion a ciertos
elementos de fa misma y hay gue saber extraer de la tabla
los datos que son pertinentes al problema, pues a partir de
una misma tabla se pueden plantear diferentes problemas.

Para llegar a comprender las tablas de datos hay que prac-
ticar su lectura y construccién desde las mas elementales,
con pocos datos, y bajo diferentes formas expresivas. Hay
que cuidar en todos los niveles la correccion expresiva,
diferenciando las de doble entrada a las de entrada simple
claramente, dedicando especial atencion a las mas signifi-
cativas, entre las que se encuentran las tablas de corres-
pondencias entre medidas y las de clasificacion por una o
dos caracteristicas.

En los libros escolares se usa muchas veces la tabla como

forma de expresién alternativa a un esquema o resumen,
para representar un conjunto de datos verbales o numéricos
(Sanz Lerma, 1995). Las facilidades tipograficas actuales
hace que se pueda imprimir casi cualquier conjunto de
datos bajo forma de tabla; pero los nifios han de aprender
a construirlas, lo que implica saber representarlas, y no se
les debe recargar con grafismos innecesarios. Por eso opino
que deben reservarse para las situaciones en que son ver-
daderamente pertinentes.

4. Lenguaje y Matematicas

Las tablas de datos pueden presentar ambigiiedades expre-
sivas originadas generalmente en la rotulacién incompleta o
inadecuada y en la falta de unidades de medida. Estas ambi-
gliedades se pueden eliminar algunas veces al leer el texto

verbal que las acompafia, pero estimo que no deberian pro-

ducirse salvo en los casos en que el problema consista en
deshacer la ambigliedad, o sea, en completar la tabla.

La lectura de tablas de datos puede llegar a alcanzar un
cierto grado de rutinizacién, que puede ser un objetivo
deseable, ya que ello facilitarfa la lectura de datos que apa-
recen en la vida diaria (prensa, documentos e informacio-
nes de centros de servicios). Su construccion es siempre
una tarea compleja ya que exige dominar procedimientos de
medida y representaciones de datos aislados y tomar deci-
siones sobre criterios de secuencializacion, ordenacion o
clasificacion del conjunto de datos obtenidos o suministra-
dos por el enunciado del problema. si se trata de varios con-
juntos de datos hay que elegir criterios de correspondencia
entre ellos. En fin de cuentas la finalidad esencial de una
tabla es hacer patentes las estructuras matematicas'sub-
yacentes (correspondencias y clasificaciones esencial-
mente), por lo que el aprendizaje de esa forma expresiva
sélo tiene sentido si sirve de soporte al aprendizaje de 10s
conceptos matematicos que representa il
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“copiando” de una muestra o patrén y se potencia la crea-
tividad desde los primeros niveles. Esta claro que esto se
debe en gran parte a que hoy las maguinas son mucho
mejores copistas que el ser humano y que realizan los algo-
ritmos y actividades repetitivas de cualquier lenguaje mucho
mejor que las personas, con lo cual estas actividades han
pasado a ser socialmente irrelevantes.

Los procesos lingiiisticos bdsicos de comprension y pro-
duccién textual son:

e | ectura comprensiva de textos matematicos bajo dife-
rentes formas expresivas.

o Produccion textual (descripcién de situaciones pro-
bleméaticas, representacion bajo diferentes formas
expresivas, procesos de construccion y demostracion).

¢ Traduccion de una forma de expresion a otra.

Estos procesos basicos implican una serie de procesos
elementales como:
e Reconocimiento de vocabulario matematico.
e Representacion de relaciones entre concepltos
(mapas conceptuales, clasificaciones y seriaciones).
* Interpretacion de vocabulario basico (via descripcio-
nes, definiciones).
¢ Reconocimiento de datos de un problema bajo dife-
rentes formas expresivas, aislados o en conjuntos
estructurados (tablas, gréficas,...).
¢ Aplicacién de reglas sintacticas de transformacion
de expresiones simbdlicas, incluyendo ejecucion de
algoritmos.
e Procedimientos elementales de construccion gréafica.

Los procesos lingUisticos basicos se pueden reconocer
de forma inmediata en alguno de los modelos de reso-
lucion de problemas. Hernandez y Socas (Hernandez y
Socas, 1994) esquematizan asf tres modelos de compe-
tencia para la resolucion de problemas aritmético-ver-
bales:

4. Lenguaje y Matematicas

Las fases 1y 2 en los primeros modelos y la 1 en el tercero

corresponden a los procesos de lectura comprensiva de un
texto matematico; las fases 3, 4 y 5 en los primeros y 1a 2,
3y 4 en el tercero corresponden a la produccion textual y
posible traduccion de una forma expresiva a otra. En el
dltimo no aparecen explicitamente los procesos de traduc-
cién, tal vez porque son modelos dirigidos a problemas
aritméticos elementales y los datos se suponen dados bajo
simbolismo especifico.

Los tres modelos incluyen una Ultima fase correspondiente
a procesos de evaluacion. La evaluacion puede ser esen-
cialmente un proceso de lectura comprensiva del texto pro-
ducido al resolver el problema. En algunos casos menos
elementales implica traduccién a otra forma expresiva y
nueva produccion textual.

4. Un caso particular: lectura y
construccion de tablas de datos

Desde los primeros niveles se proponen problemas cuyo
objetivo es obtener datos a través de procesos elemen-
tales de medida (incluyendo en ellos recuentos, clasifica-
ciones y seriaciones) y hay que aprender a representar
estos conjuntos de datos bajo la forma expresiva tipica de
tabla. Simultdneamente se presenta la necesidad de apren-
der a leer Ias tablas de datos ya construidas, que suelen ser
fuentes de datos para los problemas. Hay algunos casos
intermedios, como completar una tabla, que implica tanto
saber leer la tabla como construirla en parte. Finalmente
también aparecen procesos de traduccion de una forma
expresiva a otra, especialmente de tablas de datos nume-
ricos a graficos y viceversa.

La tabla de datos constituye en si misma un texto matematico
auténomo, si es completa y esta bien construida. Los rétulos
de filas y/o columnas identifican los tipos de datos y su lectura
comprensiva suministra directamente la informacion.

Puig y Cerdan (88) Herndndez y Socas (94) De Corte y Verschaffel (89)

1. Lectura 1. Lectura 1. Lectura |

2. Comprension 2. Comprension 2. Eleccién de operaciones |

3. Traduccién 3. Representacion- 3. Ejecucion
ejecucion y solucion
visual-geomeétrica
4. Céleulo 4. Representacion- 4. Solucion
ejecucion y solucion
formal
5. Solucién 5. Solucion 5. Verificacién
6. Revision

6. Comprobacion |
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gedmetra. El titulo def capitulo es: “Posiciones relativas de
dos circunferencias” (Exteriores, interiores, tangentes exte-
riores, secantes, tangentes interiores y concéntricas). Me
pregunto si Luis “sabrg” Geometria algun dia.

Luis existe, cursa tercer ciclo de primaria, y la construccion
de la cometa mas pesada de la historia, le ha servido para
aprender la indeformabilidad de los tridngulos, gracias a la
intervencién educativa llevada a cabo por su vecino, el car-
pintero del barrio, a la voz de ;pero ati que (...) te ensefan
en la escuela?

La anécdota es cierta. También es desafortunadamente
cierta la existencia del lioro, publicado, durante este mismo
curso. La unica licencia que me he permitido, es el hecho
de asignar este libro a este nifio, pero para el caso, da lo
mismo.

Quisiera hacer hincapi¢ en el hecho que est4d completa-
mente fuera de mi intencidn afirmar que en este momento
todos los libros de texto de Reforma se pueden reconocer
en esta anécdota. Ciertamente existen algunos libros que se
han planteado la ensefianza de la geometria de una manera
mucho mas funcional, y con una presencia muy importante
en sus planteamientos.

LOS LIBROS DE TEXTO Y LOS
PROGRAMAS DEL DCB

La duda

Uno de los interrogantes principales (no resuelto hasta el
momento) que me surgieron cuando hice un pequefio estu-
dio sobre el tratamiento de la Geometria en los textos esco-
lares, fue el de imaginarme el motivo por el cual bastantes
textos contindan insistiendo en seguir convirtiendo la geo-
metria, casi exclusivamente, en una lista de nombres muy
alejados a mi entender del nifio, de sus necesidades, e
incluso de la sociedad.

Pensé que un motivo podria ser, al tratarse de textos esco-
lares, la influencia de los contenidos dictados desde la
administracion, y me puse a trabajar en ellos. Sin embargo
en la primera lectura de los contenidos, queda clarisimo que
no es éste el motivo de la opcidn tomada por algunos auto-
res.

No es mi deseo polemizar sobre las decisiones curriculares
llevadas a cabo por los autores de ciertos textos escolares,
en las que puedo estar o no de acuerdo, sino resaltar que,
a mi entender,

5. Matematicas en educacion infantil y primaria

los contenidos referentes a geometria
presentados por bastantes textos escolares
actuales, difieren de manera importante, de
la filosofia presentada en el DCB.

Por otra parte, cabria plantearse que seguramente también
deben ser realmente distintos los objetivos generales y las
capacidades gue conllevan, factor preocupante, a mi
entender.

La propuesta

Si los objetivos y contenidos del DCB ofrecen una propuesta
funcional, ligada a la realidad y alejada de verbalismos ind-
tiles, pensé que una idea a desarrollar en esta conferencia
podria ser la de proponer dos o tres puntos de vista distin-
tos, que dieran a los maestros elementos de reflexion para
realizar la toma de decisiones en el momento de elaborar
los proyectos curriculares.

La propuesta opta claramente por la funcionalidad de los
aprendizajes, la verbalizacién de éstos, y la inclusion de las
tareas concretas en un marco de realizacién de un pro-
yecto mas amplio (por ejemplo estudiar coordenadas en un
contexto de lectura de mapas). Propuesta que coincide a mi
entender con las intenciones del DCB.

Parece interesante tener diferentes modelos
de organizacién de la Geometria, donde los
contenidos estructuradores’ sean distintos,
ya que nos permitiran mas flexibilidad a la
hora de querer trabajar por rincones,
proyectos, temas integrados,
globalizaciones, interrelacion, etc.

LOS DESARROLLGS CURRICULARES

Analisis de la Geometria en el DCB

La lectura ha consistido en analizar los contenidos referen-
tes a Geometria que aparecian en los curriculums oficiales
del MEC, y organizarlos segun diferentes criterios de clasi-
ficacion, para ver, por un lado la coherencia de su planteo,
y por otro, las posibles nuevas interpretaciones gue podrian
aparecer.

Para este trabajo s6lo he tenido en cuenta la lista referente
a los contenidos de procedimientos, dejando de lado los

3. Entendemos por contenidos estructuradores, aquellos que el maestro elige como eje principal alrededor de los cuales se estructura la asig-
natura. Por ejemplo Poligonos, dngulos, etc. o bien Construcciones geométricas, mosaicos, etc., 0 incluso Localizar, construir, medir ..
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GEOMETRIA: DE CATALOGO A PROYECTO:

INTRODUCCION

Esta conferencia sobre Geometria se centrara en dos pun-
tos principales.

Una primera parte trataré sobre la toma de decisiones para
organizar el curriculum, la Geometria en los libros de texto,
la propuesta del DCB, y desarrollara sugerencias sobre dis-
tintas manera de resolver el problema.

La segunda parte tratara sobre la dinamica de las clases
de Geometria, convertidas muchas veces en puras iden-
tificaciones de estereotipos o bien en memorizacion de
definiciones, y donde raramente se plantea la resolu-
cion de problemas. Se presentaran ejemplos de activi-
dades.’

SABER GEOMETRIA

Luis, un nifio de once afios, juega con unos listones de
madera. Intenta construir una cometa en forma de prisma,
gue ha visto en una demostracion de vuelo de cometas a la
que fue, hace pocos dias.

Después de un cierto tiempo, ha finalizado la primera parte,
la estructura de una de las caras (un rectangulo).

Una vez construido, lo coge con la dos manos, y efectda
una pequefia presioén, para comprobar su rigidez.

¢ HAY ALGUIEN QUE TENGA ALGUN PROBLEMA?

David Barba (El Quinzet)
Facultad de Ciencias de la Educacion. Universidad Auténoma. Barcelona

Su cara de contrariedad, al ver la facilidad con la que se
deforma, es el anuncio de una intervencion rapida para
paliar el problema.

Coge otro listén y lo clava paralelamente a los anteriores,
méas o menos a la misma distancia. Sigue moviéndose.

—

¢Seré por listones? Continua clavando mas y mas hasta
convertir el rectangulo en una especie de jaula, ... que con-
tinua deforméandose a la menor presion.

—

Seguramente podriamos afirmar que Luis no “sabe” geo-
metria.

Un libro de Mateméticas, abierto precisamente por la® leccién
de Geometria contempla impasible los esfuerzos det fustrado

1. Debido a que las actividades son sobradamente conocidas, en este resumen solamente se presenta la primera parte, tanto por razones
de espacio como para no cansar al lector con ejemplos que ya pertenecen al dominio publico.

2. En este caso el articulo /a no hace referencia a la leccién del dia, sino a la tinica leccién del libro dedica a la Geometria (de un total de 20)
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El estudio de la figuras planas y del espacio
consistira en efectuar clasificaciones a partir
de comparacion de figuras, construirlas
siguiendo criterios, y analizarias por
composicion y descomposicion de otras
conocidas, o bien a partir de sus
regularidades y simetrias.

Paralelamente a esto, la necesidad de leer,
interpretar y construir mapas, planos y
maquetas, definir trayectorias, nos lievara a
los conceptos asociados a la organizacién
del plano y a sus relaciones de incidencia
(coordenadas, paralelismo,
perpendicularidad, etc.)

Segundo andlisis: Clasifiquemos “por verbos”

Sin embargo, esta primera clasificacion traicionaria un poco
la mentalidad con la que hemos enfocado esta reflexion. Si
el punto importante sobre el que centramos la organizacion
de la materia son los contenidos procedimentales, no se
puede defender con mucha pasién el hecho de organizar
después la materia por conceptos.

Asi pues, analizemos los contenidos y observemos bajo qué
acciones (verbos) los autores del DCB han organizado los
contenidos y en qué campos distintos son aplicados.

Por cuestiones de espacio, solamente haré referencia a los
verbos que salgan tres veces como minimo en la formula-
cion de los 12 contenidos de procedimientos (decision com-
pletamente arbitraria por mi parte, pero que pienso gue
puede dar una vision general interesante).

Asf pues las acciones mas generales que nos presenta el
DCB en referencia a los contenidos de procedimientos son:
Utilizar, construir, describir, leer e interpretar.

Asi pues, buscaremos estas acciones en los contenidos y
haremos una pequena reflexion para cada uno de ellos.

Utilizar

Estos son los tres contenidos en los que aparece este verbo:

6) Utilizacién de instrumentos de dibujo habituales para

la construccion y exploracién de formas geométricas.

12) Elaboracion y utilizacion de estrategias personales

para llevar a cabo mediciones y estimaciones de

perimetros y areas.

7) Utilizacién adecuada del! lenguaje geométrico

basico en la descripcion de objetos familiares.

Asf pues se nos define un “mddulo” que planea alrededor
de la accion utilizacion, que podriamos especificar como
sigue:

5. Matematicas en educacion infantil y primaria

o Utilizar los instrumentos de dibujo para DIBUJAR.
e Utilizar el lenguaje geométrico para DESCRIBIR.
¢ Utilizar estrategias de medida personales para MEDIR.

Construir

Los contenidos relacionados son:
4) Lectura, interpretacion y construccion de plancs y
maquetas utilizando una escala gréfica.
6) Utilizacion de instrumentos de dibujo habituales para la
construccion y exploracion de formas geométricas.
8) Construccion de figuras geométricas a partir de
datos previamente establecidos.

Contenidos que podriamos reelaborar como sigue:

¢ Construir planos y maguetas y (o para) saberlos LEER
e INTERPRETAR.

e Construir figuras planas con instrumentos de dibujo
para EXPLORAR formas y propiedades.

e Construir figuras a partir de datos para INTERPRETAR
informaciones.

Describir

1) Descripcion de la situacion y posicion de un objeto
en el espacio en relacién a uno mismo y/o a otros
puntos de referencia apropiados.

3) Elaboracién, interpretacién y descripeién verbal de
croquis ¢ itinerarios.

7) Utilizacion adecuada del lenguaje geométrico basico
en la descripcion de objetos familiares.

e Describir para LOCALIZAR objetos

e Describir para INDICAR trayectorias

¢ Describir para DETERMINAR O DEFINIR figuras o
cuerpos

Leer

2) Representacion y lectura de puntos en los sistemas
de coordenadas cartesianas.

4) Lectura, interpretacion y construccion de planos y
maquetas.

5) Lectura, interpretacion y reproduccion de mapas.

La idea global de estos tres contenidos, la juntamos con la
siguiente idea (interpretar) ya que a mi entender son inse-
parables.

Interpretar

3) Elaboracion, interpretacion y descripcion verbal de
croquis ¢ itinerarios.

4) Lectura, interpretacion y construccion de planos y
magquetas utilizando una escala gréfica.
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contenidos de conceptos, con la intencién de huir de la
“lista de la compra” en la que se torna, demasiadas veces,
la ensefianza de la Geometria.

Elegir los contenidos de procedimientos
como estructuradores del curriculum da una
vision distinta a la organizacion de la
materia.

Para facilitar la lectura del articulo reproduzco aqui dichos
contenidos:

1) Descripcién de la situacién y posicién de un objeto
en el espacio en relacion a uno mismo y/o a otros
puntos de referencia apropiados

2) Representacion y lectura de puntos en los sistemas
de coordenadas cartesianas

3) Elaboracién e interpretacion verbal de.croquis e
itinerarios

4) Lectura, interpretacion y construccion de planos y
maquetas ulilizando una escala grdfica

5) Lectura, interpretacion y reproduccion de mapas

6) Utilizacion de instrumentos de dibujo habituales
para la construccion y exploracion de formas
geomeétricas

7) Utilizacion adecuada del lenguaje geométrico
basico en la descripcion de objetos familiares

8) Construccion de figuras geométricas a partir de
datos previamente establecidos

9) Comparacion y clasificacién de figuras planas y
cuerpos geométricos utilizando diferentes criterios

10) Formacion de figuras planas y cuerpos
geomeétricos, a partir de otras, por composicion y
descomposicion

11) Busqueda de elementos de regularidad y simetria
en figuras y cuerpos geométricos

12) Elaboracion y utilizacion de estrategias personales
para llevar a cabo mediciones y estimaciones de
perimetros y dreas

Asi pues, y haciendo una interpretacién personal de los
programas, plantearé diferentes propuestas de organiza-
cion, usando como base las formulaciones de los conteni-
dos que nos propone el MEC.

Toma de decisién en los planteamientos
curriculares: Diferentes lecturas

La lectura de los programas segiin los
contenidos “clasicos”

Siguiendo un planteamiento “clasico”, podriamos intentar
reconocer en los contenidos propuestos cudles estan en

5. Matematicas en educacion infantil y primaria

relacion con los temas bésicos, para después usar estos
contenidos como contenidos estructuradores del curri-
culum de Geometria.

Cuando hablamos de contenidos “clasicos” nos referimos a
los que podrian corresponder a una clasificacién como la
siguiente

1. Figuras planas y del espacio.

2. Movimientos y transformaciones.

3. Elementos, relaciones de incidencia y de organiza-
cién del plano y del espacio.

La clasificacion de los contenidos segun estos criterios nos
permite clasificarlos en dos grandes grupos:

1) Los correspondientes al estudio de las figuras
(planas y del espacio) los hallamos buscando las
palabras figura o cuerpo en el texto, y fueron los
siguientes:

e Comparar y clasificar utilizando diferentes
criterios. v

* Formar a partir de composicion y
descomposicion de otros.

* Buscar elementos de regularidad y simetria.

e Construir a partir de datos previamente
establecidos.

Estos cuatro puntos nos ofrecen una interesante secuen-
cia didactica: Comparar para clasificar, estudiar composi-
ciones y descomposiciones, descubrir regularidades y
construir o dibujar a partir de datos, son contenidos que
pueden repetirse ciclicamente ya que la evolucion ven-
dra dada por los conceptos o procedimientos cada vez
mas elevados que los nifios vayan incorporando a sus
descripciones.

En este sentido, los niveles de Van Hiele pueden ser un
marco de referencia vélido para formalizar estas secuen-
cias, sin embargo no es éste el espacio indicado para pro-
fundizar sobre esta idea.

2) Elresto de contenidos de procedimiento no nos per-
mite hacer una clasificacion clara, si bien podemos
apuntar la idea que las transformaciones geométri-
cas y los elementos de organizacion del plano son
recogidos de una manera funcional, bien sea para
clasificar figuras, bien sea para leer o interpretar
mapas, planos, etc.

En resumen podriamos afirmar que una clasificacion de los
contenidos procedimentales cercana a las secuencias “cla-
sicas de la Geometria” podria ser la siguiente:
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mapas en lo referente a aspectos funcionales o de aplica-
cion.

Englobaria los contenidos siguientes:

1) Descripcion de la situacion y posicién de un objeto en
el espacio en relacion a uno mismo y/o & otros pun-
tos de referencia apropiados.

2) Representacion y lectura de puntos en los sistemas
de coordenadas cartesianas.

3) Elaboracion e interpretacién verbal de croquis e iti-
nerarios.

4) Lectura, interpretacién y construccion de planos y
maquetas utilizando una escala gréfica.

5) Lectura, interpretacion y reproduccion de mapas.

Construir

Dos son los contenidos que hacen referencia a este tipo de
accion:

6) Utilizacién de instrumentos de dibujo habituales para
la construccion y exploracion de formas geométricas

8) Construccion de figuras geométricas a partir de datos
previamente establecidos.

Expresar

Entendido como sinénimo de describir o identificar, este
grupo de objetivos nos da entrada a la parte que siem-
pre ha estado presente en la Geometria: vocabulario y
propiedades, pero visto desde la dptica de la comuni-
cacion, bien sea a partir de sus caracteristicas bien sea
por descubrimiento de sus rasgos comunes o propieda-
des.

Desde el punto de vista de los contenidos de Geometria
englobaria la parte del estudio de las figuras asi como de
las transformaciones geométricas en relacion a las propie-
dades de las figuras (ejes de simetria, giros, ...).

7) Utilizacion adecuada del lenguaje geométrico basico
en la descripcion de objetos familiares.
9) Comparacién y clasificacion de figuras planas y cuer-
pos geométricos utilizando diferentes criterios.
10) Formacion de figuras planas y cuerpos geométricos,
a partir de otras, por composicién y descomposicion.
11) Busqueda de elementos de regularidad y simetria
en figuras y cuerpos geométricos.

Medir

Medir, otro de los grandes olvidos en los fibros de texto de
primaria, quedando reducida, a partir de segundo ciclo, a
unas extrafias habilidades consistentes en saber desplazar
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una coma hacia la derecha o hacia la izquierda para resol-
ver cuestiones tan interesantes como ¢jcuantos mm son
3dm?, con la pretensién oculta, de conseguir que los alum-
nos contesten 0. 0003 dam.

12) Elaboracion y utilizacion de estrategias personales
para llevar a cabo mediciones y estimaciones de
perimetros y areas.

Medir para ayudar a localizar, expresar, construir, y ... medir,
es dar a la medida una dimensién comunicativa de la impor-
tancia gque a nuestro entender se merece.

Una organizacion de la Geometria (o de las Mateméticas)
que se fije en estos aspectos, en lugar de la “lista de la com-
pra” suponemos gue serd mucho mas funcional, cercanay
divertida, tanto para nuestros alumnos, cComo para nosotros
mismos.

Si elegimos como contenidos
estructuradores el modelo de las actividades
de Bishop, es muy facil que casi sin darnos
cuenta dotemos de funcionalidad y relacién
con el entorno a nuestras clases de
Geometria.

Por otro lado “cumplimos programa” ya
que sélo hemos hecho una reorganizacioén
de los contenidos.

Reflexion final

En esta primera parte se ha intentado ofrecer una propuesta
de organizacion de la Geometria que acerque mas la mate-
ria al entorno y la realidad de clase.

Realmente no se plantea que toda la Geometria tenga que
organizarse asi. Seguramente lo mejor serd elegir algunos
temas y trabajarlos clasicamente y otros a partir de este tipo
de actividades.

Pienso que un posible problema pueda ser el miedo que a
veces producen las Matematicas, y pienso también que
hay que perderlo, como el carpinterc que aconsejé a Luis.
Sin embargo no se trata de un acto de valentia incons-
ciente, el camino no es facil y seguramente, lo mejor es
dejarnos aconsejar por alguien que domine un poco Mas
que nosotros la materia, en caso de inseguridades “peda-
gogicomatematicas”. Si nos lo proponemos, la Geometria es
un instrumento excelente para divertirse y aprender.

Para terminar queria dejar claro un aspecto. Puede dedu-
cirse de mi explicacion que un curso de Geometria plante-
ado a partir de conceptos “clasicos” no comparte los
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5) Lectura, interpretacion y reproduccion de mapas.

Una lectura global de los seis contenidos referentes a leer
e interpretar nos llevarfa a afirmar:

Leer e interpretar para: ORGANIZAR el plano a base de
coordenadas, INTERPRETAR y CONSTRUIR planos y
maguetas.

Organizar los contenidos en relacién a sus
“verbos”, nos lleva a un planteamiento
donde las pautas de evaluacién estarian
presididas por la observacién de acciones,
como construir (utilizar, etc.).

Por ejemplo: “Cuando construye (planos,
formas geométricas, figuras segun criterios)
su nivel es... Utiliza el lenguaje adecuado...,
etc.

Puede presentar el problema de la faita
de costumbre y seguridad para el maestro
ya que es un lenguaje muy “lejano” a los
temas clasicos.

Tercera lectura. Actividades relacionadas
con el entorno que nos “sugieran”
geometria

El anterior analisis de los contenidos nos acerca a un
planteamiento de la organizacién de las clases mas gene-
ral.

Parece que en segun que actividades sea mas funcional
fijarse en aspectos como: saber utilizar, construir o leer pla-
nos, figuras o trayectorias gue no en conceptos “sueltos”,
como decir si el gato esta dentro o fuera del laberinto (por
ejemplo).

Sin embargo, siendo un buen esquema de reflexion, no
estamos seguros que la excesiva “distancia” a los conteni-
dos clasicos de la Geometria no cree cierta inseguridad a
los maestros en el aspecto de “cumplir programa’”.

Viendo este problema, parece que vale la pena acordarse
de Alan Bishop y de sus planteamientos de organizacion de
curriculum que tengan en cuenta la multiculturalidad.

Por otra parte, este enfoque no sélo nos da un esquema
consistente de organizacion del programa, sino que ademas
hace hincapié en el tratamiento de fa diversidad en los
aspectos de diferencias culturales.
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Esta propuesta fue desarrollada en una conferencia’ del |
congreso internacional sobre investigacion en la Didactica
de las Ciencias y las Matematicas en 1987, y publicada en
la Revista Ensefianza de las Ciencias.

En un apartado de la conferencia afirmaba (referido a la
necesidad urgente de encontrar los caminos del curriculum
de matematicas “multicultural”):

“(hay) seis tipos de actividades relacionadas con el
entorno en las que todos los grupos culturales participan
y que por lo tanto son universales. Estas actividades son:
Contar, localizar, medir, disefiar, jugar y explicar”.

Para posteriormente, relacionar estas actividades con ideas
importantes para las matematicas.

Asf pues, y después de la lectura anteriormente presentada,
me parecié interesante aglutinar la propuesta anterior aten-
diendo a la clasificacion presentada por este autor (restrin-
gida a los aspectos geométricos): Localizar, Construir,
Expresar y Medir.

A primera vista entiendo que puede parecer mas dificil para
un maestro, pensar una programacion organizada de esta
manera. Sobre todo condicionados por la presion de ase-
gurar unos contenidos. De hecho es cierto, pero hay tres
motivos por los cuales me parece que vale la pena presen-
tar este trabajo.

En primer lugar, la facilidad con la que estas actividades
pueden ser incorporadas en trabajos por proyectos, o en
organizacién de rincones en clase.

En segundo lugar la facilidad de producir interacciones que
nos ofrecen tareas de este tipo, el trabajo en grupo, la dis-
cusién y la confrontacion de ideas van intimamente ligadas
a esto.

Y el tercer motivo, ciertamente mucho mas triste: la escasa
importancia tanto social como escolar que realmente tiene
la Geometria nos permite poder “jugérnosla” mucho més.
Asi pues la clasificacion de los contenidos quedarifa de ésta
manera:

Localizar

Bajo este concepto incluimos los objetivos que responden
a acciones identificadas en el DCB asociadas a los verbos
Describir, representar, interpretar, elaborar, y leer, referi-
dos basicamente a aspectos de organizacién del plano en
lo referente a los aspectos geométricos, y a lectura de

4. Bishop A.J. “Aspectos sociales y culturales de la educacion matematica”. Ensefianza de las Ciencias 1988, 6(2), 121-125.
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LA EDUCACION MATEMATICA EN LA ETAPA INFANTIL

Qué es hacer Matematicas en la Etapa
Infantil

Podriamos preguntarnos, y de hecho mucha gente se pre-
gunta, qué significa en realidad hacer Matematicas con
nifios de 0 a 6 afios. Parece muy generalizada la idea de
gue antes de que aparezca la capacidad de hacer opera-
ciones con los numeros, en realidad la actividad matematica
es nula.

El hecho de dudar de la posibilidad de una verdadera acti-
vidad matematica para los nifios menores de 6 afios, nos
fleva a un replanteamiento mas radical sobre qué entende-
mos por Educacion Matematica como tal, independiente-
mente de la edad a la que queramos referirnos.

No quiero definir agui qué es hacer Matematicas en la
escuela. Otros lo han hecho ya, y mucho mejor de lo que
yo lo haria. Solo quiero subrayar el caracter general de la
actividad escolar que creo mas relevante para que ésta
pueda calificarse de matematica, contemplado desde la
Optica de la Etapa Infantil, ya que estoy convencida de que
ésta nos ayuda enormemente a llegar al fondo de la cues-
tion.

Hacer Matematicas es desarrollar el habito de “pensar
mateméaticamente”, es decir, de mirar el mundo con ojos
matematicos, con 0jos que observan su entorno y en él
descubren las cantidades, las formas, la posicién y las
medidas de las cosas, y después interiorizan estas
observaciones, las relacionan entre si, las generalizan, y
en consecuencia, son capaces de interpretar el mundo
que nos rodea con mayor profundidad y de solucionar
situaciones inéditas que en él se presentan. Natural-
mente éste es un proceso personal, que cada persona
humana realiza a lo largo de su vida, y de una forma pro-
porcionada a sus capacidades y a su situacion de cada
momento.

Entonces, ¢por qué no habria de realizarlo igualmente un
nifio 0 una nifia menor de 6 afios? Precisamente, los nifios
a esta edad viven casi totalmente de la observacion de lo

Maria Antonia Canals
Grupo Perimetre. Girona

que les rodea, en el sentido de que de ella lo aprenden todo,
y el proceso de interiorizacién de lo observado es en ellos
mas intenso, méas rapido e incluso mas eficaz que en noso-
tros.

Sin embargo, cuando nos fijamos no en el proceso, sino en
los resultados concretos, que evidentemente son muy dis-
tintos en el nifio y en el adulto, tendemos a calificar de
“matematicos” Unicamente los de éste Ultimo, sin caer en la
cuenta de que esta valoraciéon es muy superficial. En cam-
bio, si profundizamos mas en lo que constituye realmente el
proceso personal de la educacion matematica, podemos
afirmar que “pensar matematicamente” es tan propio de
los pequefios como de los mayores.

En efecto, los nifios y nifias, a la edad que corresponde a
la Educacion Infantil, son capaces de observar su entorno
y establecer relaciones a partir de las cualidades de los
objetos. Precisamente el disefio curricular es clarfsimo a
este respecto cuando afirma cudl es la base del pensa-
miento ldgico-matematico del nifio. Como veis, aquf tene-
mos pues todo un campo para la Educacién Matematica en
estas edades.

Pero no es éste el Unico campo. Los nifios también obser-
van las cantidades y las relacionan: empiezan a saber
donde hay més y donde hay menos... y aun més concreta-
mente, donde hay dos cosas, o ninguna, o muchas... y
COmo consecuencia de la interiorizacion de estas observa-
ciones y relaciones cada vez mas perfeccionadas van cons-
truyendo nada menos que la nocién de nuimero, una nocién
casi gigante para una corta edad. Y también, desde que
aprendieron a andar, y no independientemente de ello, rela-
cionan posiciones, formas y magnitudes en el espacio.

Otras muchas cosas hacen y aprenden los nifios de 0 a 6
anos pero he querido citar estos tres grandes campos, que
son ya clasicos cuando hablamos de la Matematica, como
para indicar que esta ciencia (que como veis aqui mas que
“ciencia” deberia llamarse “vida"), no sélo no es ajena al
desarrollo normal de la persona en las primeras edades,
sSino que le es consubstancial.
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objetivos de la Reforma, o no es funcional o es indtit para los
nifios. No querria dar esta impresién. Este es el comentario
hecho sobre bastantes de los textos actuales, que bajo la
apariencia de explicar contenidos clasicos, en el fondo, ni
tan siquiera cumplen este papel de manera correcta.

Sirva de ejemplo cualguiera de los libros de P. Puig Adam,
adecuados al antiguo plan de Bachillerato. Cada vez que
tengo gue plantear una actividad de Geometria sea en el
esguema de organizacion que sea, los consulto (juna vez
maés!) y a veces, sélamente haciendo fotocopias sale la
mejor leccion que podria imaginar.

Se puede elegir cualquier organizacion a la hora de decidir
los contenidos estructuradores, pero seria interesante que:

¢ Nos sintamos comodos, sin presiones
curriculares o de “reformitis”

¢ Los criterios de seleccion respondan
realmente a una intencionalidad

¢ El dia que no sepamos el motivo de una
actividad mas vale no haceria

¢ Tener un libro de Puig Adam bajo la
almohada.

ACTIVIDADES

Puede parecer que la propuesta necesite de mucha mas
informacion para llevarla a cabo. Sin embargo, desde hace
mucho tiempo, las propuesta presentadas en articulos,
libros, jornadas, etc. estan en la linea del esquema pre-
sentado. Trabajar con el tangram, utilizar espejos, construir
figuras del espacio con el polidrén, hacer mosaicos, etc.,
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son actividades presentadas desde hace muchisimo
tiempo por compafieros que no cito ya que la lista seria
interminable.

ANA, EL TANGRAM, LA AMIGA iINTIMA
Y TELEFONICA

l.a maestra ha pedido a sus alumnos que para el dia siguiente
traigan a clase un tangram, construido sobre un cuadrado de
15x15 cmy les ha hecho el croguis en la pizarra.

Ang, al llegar a casa, abre su carpeta y observa con con-
trariedad, que el croguis no aparece por ninguna parte.
Decide llamar a Julia para que le dicte por teléfono la estruc-
tura del tangram.

Julia se pone al teléfono, coge su tangram e intenta descri-
bir a su compariera la disposicién de las piezas.

No os cuento la bronca que los padres de Ana le pegaron
el dia que llegd la factura del teléfono, ni la cara de asom-
bro que puso la maestra cuando vio el supuesto tangram
construido, ni la encendida discusion “preadolescente” que
hizo que Ana y su mejor amiga estuvieran tres largos dias
sin hablarse.

Seguramente todo esto sucedid debido a que seguramente
Julia no “sabia” geometria, y que en su libro de matemati-
cas abierto por la pagina 156 y acompafiando a un dibujo
de dos paralelas cortadas por una secante se leian palabras
como “opuestos por el vértice, correspondientes, alternos
internocs...”

Julia existe, tiene 11 afios, el libro también, acaba de cum-
plir 9 meses... ®
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primeros afos de la infancia. Hasta aqui, todo muy bien.
Pero después de este primer intento tan loable, parece
que se perdio el impulso, y se prosiguié colocando cada
asignatura en alguno de los tres bloques citados. Y asi vol-
vemos a estar como antes: las Matematicas, las mismas de
siempre, s6lo que metidas dentro del tercer blogue, junto
con los distintos “lenguajes”: verbal, escrito, gestual, plas-
tico y musical.

Todo esto me parece un primer paso importante, pero insu-
ficiente en la linea de facilitar la interdisciplinariedad y la
relacion entre los diversos aprendizajes. Por otro lado,
pienso que todo o que las Matematicas tienen de medio de
representacion y comunicacion, es decir de lenguaje, que
es mucho, no lo tienen solo en la etapa Infantil, sino también,
y casi dirfa en mayor grado, en las etepas siguientes. Para-
dojalmente, en la de Primaria se insiste muy poco en este
aspecto, y se destaca mucho el aspecto funcional, en rela-
cién con el medio: en cambio en Infantil, no se encuentran
elementos matematicos en el segundo blogue, que es el de
conocimiento del medio. Estas incongruencias son lamen-
tables porgue vienen a acentuar la ruptura ya demasiado
grande entre las dos etapas.

Creo que debemos dar un paso mas y plantearnos con
mayor profundidad donde esté el verdadero lugar de las
Matematicas en este nuevo planteamiento, a partir de su
papel y de sus objetivos en la Educacién Infantil, tal como
acabamos de describirlos.

Otras areas de conocimiento relacionadas
con la Educaciéon Matematica. El sentido
de la globalizacion

Las Matematicas comprenden un conjunto de actividades
muy diversas unas de otras: pensemos, por ejemplo, en lo
distinto que es para un nifio de 5 afios, empezar a com-
prender los nlmeros o bien situarse en el espacio. Por esto,
el papel que tienen en la educacion es mdltiple.

Al formular los objetivos hemos hablado ya del aspecto for-
mativo, es decir, de la organizacién progresiva del pensa-
miento logico, como aspecto fundamental a estas edades.
A mime parece que las actividades y juegos en que se con-
cretan las relaciones i6gicas deberian contemplarse dentro
del bloque primero por lo que tienen de afirmcion de la
autonomia personal. Pero también es cierto que con estas
actividades se inicia el uso de unos primeros diagramas
sencillos, signos de afirmacion y de negacion, etc., que no
son més que un lenguaje que permite expresar las distintas
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estructuras y relacions observadas; estamos pues, en el
tercer bloque.

En el terrenc de las cantidades, podemos decir que tanto los
nimeros como el célculo y las medidas, tienen un gran
papel en la comunicacion de la informacion entre las per-
sonas; es evidente que aqufi hay un gran componente de
lenguaje matematico, que nos sirve para interpretar y des-
cribir los fenémenos cuantitativos de nuestro mundo. Asi,
esta parte de las Matematicas tiene su lugar en el tercer blo-
que, el de representacion y comunicacion. Pero también es
cierto que los nifios pequefios estan todavia muy lejos de
dominar este lenguaje, y que tanto para ellos como para
nosotros, la primera nocién de ndmero o cantidad sale de
la relidad misma y nos ayuda a conocerla mejor; por tanto
deberfa estar también contemplada en el segundo bloque,
de conocimiento del medio.

Finalmente la Geometria no puede separarse del conoci-
miento del medio. Yo no puedo concebirla como un len-
guaje, sino que creo que el lenguaje de la Geometria es la
Expresion Plastica. El espacio es el primer medio que el nifio
explora desde que nace, y muy particularmente desde que
anda, y la Geometria a estas edades consiste en el progre-
sivo conocimiento y organizacion mental del mismo. Por
esto me parece evidente que esta parte tan importante de
las Matematicas no puede estar en otro blogue tematico que
en el segundo.

Resumiendo, esta visién de lo que son las Matematicas en
la Etapa Infantil, daria como resultado el repartirlas entre
los tres bloques del actual disefio curricular. Esto serviria
para que el esfuerzo iniciado y explicitamente procla-
mado por la reforma, de romper el esquema de las clasi-
cas “asignaturas”, se fuese convirtiendo en alguna cosa
real y consecuente, y no quedase Unicamente en pala-
bras.

Y, sobre todo, esto podria permitirnos enfocar el tratamiento
de las Matematicas en la escuela, no como una materia que
forma un todo inamovible y separado de las otras materias,
sino como un conjunto de diversas dreas de conocimiento,
estrechamente enlazadas con otras que provienen de otros
campos del saber, pero que confluyen todas, tanto en el
entorno y en la vida de los nifios y nifias, como en el mismo
acto del aprendizaje. Pienso que este planteamiento es una
base para la globalizacién, y al mismo tiempo es indispen-
sable para que el acercamiento de los pequerios al campo
de las Mateméticas tenga un sentido realista y llegue a ser
un proceso humanizador M
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Objetivos generales y especifios de la
etapa. Aspectos formativo y funcional

Os recomiendo leer y analizar detenidamente los “objetivos
de la ensefianza de las Matematicas”, declarados por la
Asociacion de Matematicas de América (del Norte), en 1990.

Os aseguro que leerlos es realmente un placer. A parte de ello,
yo los veo tan intimamente ligados al desarrollo integral de la
persona desde su nacimiento, que no puedo dejar de consi-
derarlos como basicos para todas las etapas, y por consi-
guiente también para la que aqui nos ocupa. En efecto, los
pequerios los cumplen cuando dan los primeros pasos en el
conocimiento del espacio y cuando ponen los cimientos del
futuro conocimiento de los nimeros. Por esto creo que como
objetivos generales basicos no hace falta aftadir ninguno mas.

Para definir unos objetivos especificos de la Matemética en
Infantil, precisamos poner el acento en las caracteristicas
del “pensar matematicamente” gue son mas propias de
esta etapa. Hagamos el intento de formularlos.

En el parrafo del D.C.B. que antes he citado, vemos que
destaca como objetivo prioritario en Infantil el “desarrollo del
pensamiento logico-matematico del nifio”. Evidentemente
este aspecto, que suele llamarse “formativo”, siempre es
importante, pero en la etapa Infantil adquiere guizas un
papel mas relevante, porque prepara la maduracion de
diversas capacidades béasicas, como son el inicio del pen-
samiento légico, la operatividad y la nocién de cantidad o
numero propiamente dicho. Me alegra ver que las orienta-
ciones del disefio curricular, no sélo no olvidan este aspecto,
sino que para los mas pequefics, incluso lo priorizan. En
relacion con él, podriamos expresar de forma mas concreta
los objetivos siguientes:

» “Establecer relaciones de clasificacion, seriacion y orde-
nacion entre objetos atendiendo a las distintas cualidades
de los mismos perceptibles por los sentidos”.

* “|dentificar objetos y grupos de objetos por afirmacion o
por negacion de algunas de sus cualidades”.

¢ “Reconocer los elementos inicial y final en las situaciones
de cambios de cualidades”.

Pero al mismo tiempo, creo gue no hay que olvidar otros
objetivos derivados del aspecto “funcional’, es decir, de la
estrecha relacién entre la Matematica y la realidad del
entorno, que es el aspecto que la actual reforma de la ense-
fianza pone mas en relieve en el aprendizaje de las Mate-
maticas. Podriamos expresar algunos de la manera siguiente:

“Establecer relaciones cuantitativas (de mas gque, menos
que, y tantos como), entre distintas colecciones de objetos
del entorno, atendiendo a la cantidad de elementos, y entre
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distintas magnitudes, atendiendo a medidas intuitivas y
practicas”.

¢ “Efectuar experimentalmente primeras operaciones de
contar, afiadir, quitar, componer y descomponer cantida-
des discretas de elementos, asociando los resultados a
ndmeros digitos”.

¢ “Situar los objetos en el espacio, respecto a uno mismo y
entre si, teniendo en cuenta todas las relaciones topolo-
gicas basicas y las nociones de lines recta y superficie
plana”.

e “Observar formas sencillas de figuras de dos y de tres
dimensiones, atendiendo a las propiedades antes cita-
das, y reconocerlas en los objetos usuales del entorno.”

Finalmente, ya que en el “pensar metematicamente” de
estas edades, destaca el proceso de interiorizacion de
todo lo observado, y teniendo en cuenta los principales
procedimientos que favorecen este proceso, podriamos
afiadir los objetivos siguientes:

* “Estimar cantidades previamente a cualquiera accion de
contar”.

¢ “Representar graficamente con dibujos sencillos, situa-
ciones en que intervienen cantidades”.

¢ “Representar plasticamente (con pintura y materiales en
volumen) las relaciones espaciales observadas, y las pro-
piedades topoldgicas de las figuras y cuerpos”.

e “Expresar verbalmente las acciones realizadas manipu-
lativamente vy Ias relaciones de todo tipo observadas”

Evidentemente estos objetivos tendran que desglosarse en
otros mucho mas detallados, pero aqui no es el caso. Y
dejamos exprofeso los que se refieren al dominio de 1as tec-
nicas, para el primer ciclo de Primaria.

Reflexiones sobre el actual disefio
curricular

El disefio curricular de la reforma en la etapa Infantil, ha
guerido romper con el clasico esquema de las asignaturas,
reuniendo las distintas areas del saber en una nueva forma
alrededor de tres bloques tematicos, que son:

1) conocimiento de si mismo y autonomia personal;
2) conocimiento del medio;
3) representacién y comunicacion.

Creo que esto se ha hecho con la intencién de terminar con
la separacion entre las distintas materias, tan artificial en los
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escritos y con calculadoras. Que los algoritmos escritos
estandar que vienen ensefidndose en las escuelas son el
resultado de un largo proceso de depuracion de técnicas
para realizar las operaciones, pero gue hubo otros antes y
hay otros en la actualidad. El considerar el algoritmo de la
resta, de la division, etc. en singular frente a algoritmos
para restar, multiplicar, dividir, etc., es posiblemente la razén
de gue tantos nifios confundan algoritmo con operacion, de
modo que aprender a sumar por ejemplo, no es saber
cuando hay que sumar, sino saber realizar sin fallos el algo-
ritmo de la suma. Carpenter y Moser (1979) sefialaban algo
gue todos hemos podido comprobar, esto es, gue se ha car-
gado el acento (y sigue cargandose) en que los nifios
adquieran destreza y soltura en las rutinas de célculo
escrito, independientemente de si comprenden o no los
fundamentos de tales técnicas.

Los algoritmos del tipo que fueren se ensefian y aprenden
para facilitar los célculos y los caiculos no debemos olvidar
que se realizan para resolver problemas. Esto es, la ense-
flanza y el aprendizaje del célculo se justifican por su nece-
sidad para resolver problemas que es el fin. Sin embargo en
muchas clases de Primaria, se realizan un montén de cal-
culos solamente para adquirir “préactica” y muchos proble-
mas se les presentan para que realicen célculos. Con ello
se estéd perdiendo el propdsito de los calculos desde que el
hombre empezo a calcular: hacernos capaces de resolver
aquellos problemas que era necesario resolver. Y ante un
problema, en lugar de acudir inmediatamente a los algorit-
mos de lapiz y papel, casi sin pensar, los alumnos han de
ser capaces de decidir si tienen que efectuar un célculo y
Si necesitan una respuesta exacta o aproximada. Conven-
dria que cada resolutor de problemas se parase a consi-
derar el camino mas conveniente a tenor de lo expresado
en el siguiente cuadro:
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ALGORITMOS ESCRITOS PARA EL
CALCULO

Los algoritmos escritos que se vienen ensefiando en las
escuelas durante el ultimo siglo se les llama estandar por-
gue los usa todo el mundo de la misma manera, sean cua-
les sean los numeros. Son el resultado de un largo proceso
histérico de busqueda de los matematicos para conseguir
algoritmos rapidos y seguros. Los defensores de estos algo-
ritmos dicen que “un algoritmo es bueno, si permite hacer
algo sin necesidad de tener que pensar acerca del signifi-
cado de cada paso”. Cuando uno de estos algoritmos se
introduce a edad muy temprana, se da prioridad al auto-
matismo en detrimento de la comprensién. ;,Cuantas pro-
gramaciones hemos visto que contemplan eso de conseguir
automatismos de ...7 El automatismo se convierte en maqui-
nismo: no tener que pensar en lo que se hace, manejar
reglas que no se entienden, etc. En el automatismo, el mejor
sistema es la estandarizacion: todos por el mismo camino
y de la misma manera.

Plunkett sefiala como caracteristicas de los algoritmos escri-
tos estandar las siguientes:

Escritos. La operaciéon permanece en el papel y se
puede corregir.
Estandarizados. Se puede comprobar que todo el
mundo hace lo mismo.
Contraidos. Hay pasos ocultos y se incluye la distribu-
tividad y la asociatividad. Ejemplos:
¢ El llevarse en cada una de las columnas de
la suma y en cada uno de los productos
parciales de la multiplicacion.
e £l prestar o llevarse en la resta.
® Realizar los célculos intermedios de
memoria en la division.

Situacion
del Problema

Se necesita
hacer célculos

Se necesita una
respuesta aproximada

Hacer célculos
mentales

Hacer una

Se necesita una
respuesta exacta

Hacer célculos
con lapiz y papel

Usar un
ordenador

Usar una
calculadora

estimacion

Estdndares Curriculares y de Evaluacion USA.
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CALCULO MENTAL, ESCRITO Y CON CALCULADORAS.
:COMO VAMOS A CALCULAR PARA EL ANO 20007

“Digame vuestra merced: ¢ Cudnto me dara por
cada azote que me diere?

Toma tu el tiento a lo que llevas mio, y pon el
precio a cada azote.

Ellos —respondié Sancho —son tres mil y
trescientos y tantos; dellos me he dado hasta
cinco: quedan los demas; entren entre los tantos
estos cinco, y vengamos a los tres mil y
trescientos, que a cuartillo cada uno, que no
llevaré menos si todo el mundo me lo mandase,
montan tres mil y trescientos cuartillos, y son los
fres mil, mil y quinientos medios reales, que hacen
setecientos y cincuenta reales; y los trescientos
hacen ciento y cincuenta medios reales, que
vienen a hacer setenta y cinco reales, que
juntandose a los setecientos y cincuenta, son por
todos ochocientos y veinticinco reales. Estos
separaré yo de los que llevo de vuestra merced, y
entraré en mi casa rico y contento, aunque bien
azotado”.

El Quijote, II, 71

s muy posible que en la época de nuestro amigo

Sancho las habilidades de célculo que pudieran

mostrar algunas gentes fuesen de tipo mental y esto
que ahora a nosotros nos cuesta bastante, fuese en la
época por su practica cotidiana algo natural en muchas
gentes. Mucho ha llovido desde entonces y en nuestros
dias cabe constatar cémo la practica instruccional durante
al menos el tltimo siglo de los algoritmos escritos estandar,
ha relegado el calculo mental a la mas minima expresion. A
pesar de que la mayor parte de las operaciones de caiculo
que necesitamos hacer en la vida diaria requieren del cél-
culo mental, muy pocas personas demuestran habilidades
suficientes para realizarlas. A muchos nos ha ocurrido que
en el restaurante a fa hora de repartir el importe de la fac-
tura entre varios amigos, sale aquello de ja ver, los de mate-
méticas! o jsaca la calculadora! Observamos por otra parte
que algunos nifics, hijos de vendedores ambulantes,
demuestran unas extraordinarias destrezas para las mate-
maticas mentales a pesar en muchos casos de su falta de
escolaridad.
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Juan Emilio Garcia Jiménez
C.E.P. de Villarrobledo. Albacete

Martin Gardner se refiere al calculista profesional Zarah
Colburn en los siguientes términos: “Cuando se le pedia
multiplicar 21734 por 543, decia inmediatamente
11.801.562. Al preguntarle como lo habfa hecho, explicé
que 543 es igual a 181 veces 3 y como es mas facil multi-
plicar por 181 que por 543, habia multiplicado primero
21734 por 3 y luego el resultado por 181",

Isaac Asimov en su libro La edad del futuro I, publica un
capftulo titulado “La sensacion de poder” en el que se
cuenta el insélito don de un hombrecillo (Myron Aub) que
era capaz de calcular con procedimientos mentales y escri-
tos, sin necesidad de computadoras. Produce “sensacion
de poder” el dominio de ciertas técnicas o habilidades que
los deméas no poseen en un mundo mucho més alla de!
ano 2.000. El autor se pregunta por las consecuencias que
tendré para una sociedad cada vez més y mas computeri-
zada, el olvido de la simple aritmética. Bien esta el que
aparezcan estas “vendas” antes de gue se ocasiones las
heridas, pero la promocion de las calculadoras como herra-
mientas didacticas en las clases de matematicas lleva apa-
rejado, segun el parecer de muchos de nosotros, una
revalorizacién de la estimacién y el célculo mental y su
practica sistematica en las aulas.

En una reciente visita al aula de un compafiero, pregunté a
los nifios cuénto serfa 100 — 87. Cuando respondieron que
13, les pedi que me explicasen cémo lo habian hecho. Uno
de ellos respondi6 que 87 y 10 son 97 y 3 mas hacen 100.
Otro dijo: 87 y 3 son 90 y con 10 més tenemos 100. Un ter-
cero explicé que él habia hecho 100 - 80 = 20y después a
20 le quitaba 7. Da que pensar el hecho de que estos nifios,
como tantos otros, hayan dedicado tantas horas de clase en
Primaria (algunos estiman que casi los 2/3 del tiempo de
mateméticas) practicando una y mil veces los algoritmos
escritos estandar para que a la primera ocasion que se les
presenta, realicen sus calculos de modo natural a “su
manera”.

Como es bien sabido se entiende por algoritmo al procedi-
miento mecanico secuenciado que seguido paso a paso
nos lleva a resolver la situacién planteada. Conviene afirmar
antes de seguir adelante que hay algoritmos mentales,
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capacidad para relacionar, comparar y seleccionar datos a
la hora de operar. Y en diversos lugares, sefiala el mencio-
nado curriculo la necesidad de favorecer el desarrollo de
estrategias personales de célculo mental.

El célculo mental deberia introducirse antes de que los
nifos dominen los algoritmos escritos estandar. Al hacerlo
después, lo que hacen es que realizan los calculos como si
estuvieran escritos, pero “de cabeza”. Si planteamos mate-
maticas mentales después de los algoritmos escritos haran
por ejemplo 36+48 pensando 8 y 4 hacen 14; ponemos &l
4 debajoy llevamos 1, luego hacemos 3+4 son 7 y 1 que lle-
vamos hacen 8. total 84. Es mas facil calcular asfi:
30+40=70; 8+6=14; 70+14 hacen 84. O bien 36+40 hacen
76 y 8 mas son 84. Para hacer 8x45 pensamos asi: 8 cua-
rentas dan 320 y 8 cincos son 40, en total sale 360. Si se
hace de esta segunda manera, estamos aplicando ade-
mas las propiedades asociativa y distributiva y considera-
mos a los nimeros por sus decenas y unidades.

Algunas caracteristicas del célculo mental, dignas de con-
sideracion por las ventajas que comportan para el nifio, a la
hora de desarrollar su comprensién del célculo. Los algo-
ritmos mentales son segun Plunkett:

1. Fluctuantes y dificiles de fijar.

2. Variables. De entre 80 nifios, Jones registré 16 méto-
dos diferentes para resolver 83-26.

3. Flexibles. Se pueden adaptar a los nimeros con los
gue hay que operar. Por ejemplo, se emplean dife-
rentes métodos para las siguientes restas: 83-79, 83-
51y 83-7.

4. Activos. Se hace una eleccién del método a utilizar
aungue no siempre sea consciente.

5. Holisticos. Trabajan con numeros completos:
4x35=2x70 = 140; 4x28: 4x30=120, -8, 112.

6. Constructivos. Desde la pregunta hacia fa res-
puesta. Ejemplo: 37+28, 37, 47, 57, 67, 65

7. No estan disefiados para memorizarlos. No obs-
tante pueden recordarse si se desea.

8. Necesitan la comprension del proceso completo.
Un nifio que realiza una operacidén mental, entiende
lo que hace. Su uso desarrolla la comprension.

9. lednicos. O se refieren a un icono como la repre-
sentaciéon de un numero por una linea o un cuadrado,
0 se fundan en la enumeracion serial, como en 32+21,
32, 42,52, 53.

10. Frecuentemente dan una aproximacion rapida a la
respuesta correcta.

11. Limitados. No son para aplicarse a operaciones de
dificultad como 269x23.

Desde luego estos métodos o estrategias de célculo men-
tal son los que debemos apoyar si o que deseamos es el
uso y el desarrollo de la comprension del nimero y de las
operaciones a realizar con ellos. La tesitura a la que nos
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tenemos que enfrentar los profesores de matematicas es la
de dedicar tiempo y esfuerzo a los algoritmos escritos por
el orden, la eficacia y porque es como se ha ensefiado
durante los ultimos 100 afios o bien las estrategias perso-
nales de célculo mental por su comprension, independen-
cia y porgue es lo que realmente usa la gente.

Para favorecer la madurez de calculo mental en nuestros
alumnos debemos superar esa préctica frecuente en
muchas clases de dedicar unos minutos cada dia a la
practica de calculos mentales de modo aislado. Debe-
mos generar redes conceptuales partiendo de hechos
basicos.

Por ejemplo: 6 + 7, 60+70, 600+700, ...
4x15,14x 15,24 x 15,34 x 15,...
6x7, 6x70, 600x700, 0’6x700,...
¢ Como sumarian 1950 +1577

Estos procedimientos sugieren interesantes regularidades y
ayudan a desarroliar el sentido numérico.

Otros ejemplos de actividades son las que se pueden rea-
lizar a partir de la tabla del 100:
e Sumas y restas mentales de decenas y unidades.
¢ Analizar las mdltiples relaciones que se descubren
en ellas. ,
¢ Contar de 10 en 10 por columnas hacia adelante y
hacia atras.
® Seguir mentaimente direcciones como “a partir
del 16 sigue dos filas hacia abajo, luego tres
lugares a la derecha, ;qué nUmero esté en esa
posicion?”.

SUGERENCIAS

¢ Realizar sesiones diarias de célculo mental y en
general ante cualquier actividad plantear como
hébito la estimacion previa.

¢ Utilizar juegos matematicos como excelentes
provocadores del calculo mental y la estimacion.

* Disculir en clase las estrategias personales de
célculo mental. En primer lugar aquellas que sean
poco correctas y desde luego ponderar las mas
creativas u originales.

¢ |dentificar situaciones cotidianas que requieren de
la estimacion y el célculo mental. Si los alumnos ven
que resultan destrezas practicas, se estimularan
para mejorar.

¢ Reflexionar sobre los intervalos razonables en la
estimacién de acuerdo con cada situacion.

Si desarrollamos bien con los nifios fas matematicas men-
tales, puede incluso favorecerse los métodos escritos no
estandar para las operaciones.
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Automaticos. Se pueden ensefar y practicar sin necesidad
de entender lo que se hace.

Simbdlicos. Las operaciones se hacen por manipulacién
de simbolos, sin referencia a problemas del mundo real.

Generales. Funcionan con cualquier nimero grande o
pequefio.

Analiticos. Los nimeros tienen que “romperse” en digitos
(decenas, unidades,...).

Favorecen la pasividad cognitiva o suspenden la com-

prension.

Los algoritmos de lapiz y papel estan en crisis, al menos de
la manera en que han venido ensefiandose hasta ahora.
Miguel de Guzman escribfa en 1989: “Hasta hace poco
tiempo era frecuente en nuestras escuelas dedicar gran
energia y largo tiempo a rutinas tales como la divisién de un
numero de 6 cifras por otro de 4. Y también a la extraccion
de la raiz cuadrada de un ndmero de 6 cifras con tres cifras
decimales’.

;Para qué sirve tanto esfuerzo dedicado a esto? El entre-
namiento en los algoritmo escritos estandar era til social-
mente hace 30 6 40 afios. Si uno lo hacia bien, podia
conseguir un buen emplec en cualquier empresa de la
época. La rapidez y seguridad en el manejo de los nime-
ros grandes en operaciones a mano, no es hoy un valor
apreciado.

E. Maier en un famoso articulo titulado ¢ Destrezas mate-
méticas bdsicas o destrezas para la supervivencia esco-
lar? se planteaba ya en 1987 si algunos procedimientos de
lapiz y papel para hacer célculos como 136,7 x 56,8 ¢
7584:354 podian ser considerados como basicos o eran
simplemente destrezas de supervivencia en la escuela.
Para saber si unas determinadas destrezas son o0 no béasi-
cas, podemos preguntar a amigos o familiares no vincula-
dos a la escuela. Si ninguno ha utilizado una determinada
destreza en los Ultimos meses, entonces es que se trata de
una destreza solo relevante para tener éxito en la escuela.

Para evitar la identificacién algoritmo-operacion, deberiamos
hacer que nuestros alumnos lleguen mediante un proceso
pausado a los algoritmos escritos estandar. Antes de eso,
deberian utilizar tantos algoritmos escritos diferentes como
puedan ser realizados: por ejemplo utilizar todos los posi-
bles métodos de resta.

El ya citado M. Girling afirma respecto de los algoritmos
escritos: “No voy a indicar que los algoritmos escritos no
deberian ensefiarse, pero si diré que sélamente deberian
ensefiarse como parte del arsenal de técnicas de que dis-
ponemos para ayudar a la comprension de los nimeros y no
porque sean utiles”. Y Stuard Hillary (1986) se cuestiona lo
gue va a quedar de una parte tan enraizada en el curriculum
de matematicas como es la de los algoritmos estandar de las
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operaciones aritméticas. El informe Cockcroft plantea la pre-
gunta sobre cual va a ser el balance entre célculo mental,
escrito y con calculadera. Fuera de la escuela, la pregunta
—seriala el informe—, ya ha sido contestada: mentalmente
cuando se pueda, con calculadora cuando no.

La presion de los “abolicionistas” va en aumento, de manera
gue hemos de plantearnos algunos cambios que pueden ir
en el sentido “constructivo” de nuestro curriculo. Construir
los algoritmos usuales puede hacer comprender que una
tarea matematica puede ser realizada de diferentes formas.

He aqui algunas sugerencias para la ensefianza/aprendizaje
de estos algoritmos:

¢ Empezar por un contexto problematico.

¢ Utilizar la manipulacion, la exploracién y el
descubrimiento a partir del manejo de dbacos,
regletas, bloques multibase, etc.

* Emplear varios algoritmos para cada operacion y
finalmente el estandar. A medida que vayan
entendiendo el significado de nimeros y
operaciones, los alumnos deberfan inventar sus
propios algoritmos y discutirlos, compararlos y
evaluarlos con sus compafieros y con el profesor.
Tienen que pensar cémo funcionan los diversos
algoritmos y cémo se relacionan con el significado
de la operacion y los nimeros utilizados.

ESTIMACION Y MATEMATICAS MENTALES

Gran parte de los célculos que realizamos en la vida coti-
diana necesitan de la estimacion. Se ha establecido que
mas del 80% de los usos matematicos en la vida real de los
adultos, tienen que ver con célculos hechos mentalmente.
La estimacién supone el producir una respuesta suficiente-
mente proxima a la real para poder tomar decisiones. El cal-
culo mental es el proceso de producir una respuesta exacta
sin ninguna ayuda calculatoria externa. La estimacion es Util
antes de efectuar un cdlculo para tener una idea aproxi-
mada de la respuesta: 35 + 56 dara un resultado proximo a
90. La estimacion también resulta Gtil después de efectuar
un célculo para juzgar “lo razonable” del resultado obtenido:
26 x 45 no puede dar 2150. La estimacidn esta relacionada
con la resolucion de problemas y con el célculo y se mejora
naturalmente con la practica reiterada y de forma sistema-
tica.

Respecto del célculo mental cabe sefalar que esta rela-
cionado con la mayor parte de las operaciones que se
necesitan en la vida diaria que, dicho se de paso, son las
mas faciles. El curricuto de Mateméticas para Educacion Pri-
maria sefiala en las “Orientaciones especificas” que el cal-
culo mental desarrolla: la concentracion, la atencion, el
interés vy la reflexién para decidir y elegir, la confianza en si
mismo, la flexibilidad en la busqueda de soluciones vy la
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« Planteamiento y resolucion de problemas. En
primer lugar la calculadora nos permite abordar
problemas con datos reales, problemas gque hasta
ahora se evitaban por la dificultad operatoria que
suponian los nimeros de esos datos. La
calculadora nos permite realizar esos tediosos
célculos con rapidez y centrar toda nuestra
atencion y esfuerzo en la resolucion del problema.
En los problemas hay mucho que hacer antes y
mucho después, como sefala Fielker, la
calculadora sélo hace los célculos.

EI’SEﬂANZA Y APRENDIZAJE DEL
CALCULO SOBRE EL ANO 2000

En el pasado, tal vez porgue tenfamos demasiados conteni-
dos que ensefiar y poco tiempo, no se ha trabajado sufi-
cientemente la comprension. Puesto que comprender resulta
mas lento y dificil, se han venido ensefiando muchas mate-
maticas elementales de manera mecanica. El futuro en la
ensefianza y aprendizaje del célculo pasa por situar el énfa-
sis en el calculo mental puesto que asf se mejora la aptitud
numérica que se necesita para entender la aritmética, mane-
jar calculadoras y en general para desenvolverse mejor con
los numeros.

Hasta ahora se ha venido confundiendo conceptos de
operaciones con algoritmos y éstos se han identificado
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exclusivamente con los escritos estandar. Desde esta pre-
misa, las calculadoras son vistas como un peligro. Y esto
no es asi. Los nifios necesitan comprender la naturaleza
de los numeros y procedimientos de célculo con ellos y
para la mayorfa de las operaciones gue necesitamos

hacer en la vida diaria, los métodos de célculo son men- .

tales. En un articulo justamente famoso, Michael Girling
escribe: “No es necesario que ensefiemos, al menos a
todos los alumnos, los métodos refinados de las divisiones
largas”.

El hecho de gue pongamos el énfasis en las matematicas
mentales no implica que los nifios realicen menos opera-
ciones en la escuela, es seguro que hardn mas. Y sobre
todo, 10 que es importante es gue lograremos que adquie-
ran una mejor comprension de los ndmeros en el sistema
decimal de numeracién y de los conceptos de las opera-
ciones con ellos. Se trata de que los nifios usen sus pro-
pios algoritmos mentales o como sefiala nuestro nuevo
curriculo de Primaria: “estrategias personales de célculo
mental”. Siempre sera mejor que la aplicacion repetida
una y mil veces de algoritmos escritos estandar que no
comprenden. Si las matematicas mentales ocupan el
papel relevante que les corresponde en la
ensefianza/aprendizaje del calculo, la posicion de las cal-
culadoras sera el complemento ideal para mejorar la
adquisicion de conceptos y para las operaciones mas
complejas @

MERECEN MENOS ATENCION

o Memorizar reglas y algoritmos.

e Practicar con tediosas operaciones de lapiz y
papel.

* Encontrar formas exactas para respuesta.

¢ Memorizar procedimientos como la multiplicacion
en cruz, sin entenderlos.

e Practicar el redondeo de nuimeros fuera de
contexto.

MERECEN MAS ATENCION

Desarrollar el sentido numérico.
o Desarroliar el sentido operacional.
e Crear algoritmos y procedimientos.

e Usar la estimacion tanto para la resolucion de
problemas como para comprobar lo razonable de
los resultados.

o Explorar las relaciones entre representaciones de
nGmeros naturales, fracciones, decimales y sus
operaciones.

¢ Desarrollar estructuras conceptuales para razoén,
proporcién y porcentaje.

Resumen de cambios que deberan producirse tanto en el contenido como en dénde se ponga el énfasis en los aspec-

tos de célculo y operaciones en Primaria (Estandares USA).
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CALCULO Y CALCULADORAS

Por fin después de mas de 20 afios de existencia de las cal-
culadoras de bolsillo, parece llegado el momento en que su
utilizacién se va generalizando por las aulas de Educacion
Primaria. En esta época se puede hacer facilmente con una
calculadora que cuesta lo mismo que un par de kilos de plé-
tanos, todo aquello que hemos venido ensefiando tradicio-
nalmente en las clases de matematicas. Y en este momento
de implantacion de una reforma de la educacion en gene-
ral y de las matematicas en particular, se estan tomando
decisiones en todos los centros sobre o gue es importante
en el curriculum de matematicas. La presencia de la cal-
culadora en las clases ya no es discutible, ahora podemos
discutir sobre como, cuando y para qué utilizarla. Para
aquellos ‘que aln muestren cierta resistencia a la misma,
habréa que sefialar que la calculadora no reemplaza la com-
prensién numérica. Es mas, la compresion de los numeros
y el significado de las operaciones que con ellos realizamos,
resultan de primera necesidad para un uso adecuado de la
calculadora.

Como acertadamente sefialan F. Hernan y M. Carrillo es
aceptable que nos preguntemos ¢Por qué? y iPara qué?
sobre el uso de las calculadoras, pero no es de recibo si
alguien junta las preguntas en una sola ¢ Por qué-para qué?
Se revela una postura de rechazo a las calculadoras apo-
yada en una practica didactica implicita:

« desproporcién entre la atencion dedicada al calculo
escrito y al mental (de manera que éste se practica
poco o nada);

e ensefianza univoca de los algoritmos escritos de
lapiz y papel, repetidos una y otra vez hasta el
hastio, si es preciso.

Son muchas las autorizadas fuentes internacionales
(Informe Cockroft, Informe Prism, comunicados del NCTM,
“Las matematicas en la década de los 90" de Valencia y
Kuwait,...) que recomiendan el uso habitual de las calcula-
doras en las clases de mateméticas como-herramientas
didacticas. No disponemos de espacio suficiente para
apuntar siquiera de forma resumida los argumentos de todo
tipo en favor del uso racional de las calculadoras. Higgins
en un famoso articulo titulado “Calculadoras y sentido
comun” advierte del peligro que supone el uso indiscrimi-
nado por profesores y alumnos de las calculadoras. Si
alguien nos averigua el importe de dos articulos iguales al
precio de 85 pesetas cada uno, o el 20% del algo, emple-
ando una calculadora, eso no es emplear el sentido comun.
Eso es rechazable y darfa la razén a aquellos que piensan
que “anquilosan el cerebro” porque se emplean COMO Sus-
tituto del acto de pensar.

La utilizacion inteligente de la calculadora permitira desa-
rrollar la estimacion y el calculo mental por medio de acti-
“ vidades que anticipen el resultado que aparece en pantalla.
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La estimacion, la aproximacion y el redondeo se facilitan por
la observacion del tipo de nimeros que aparecen en pan-
talla. Las relaciones entre las notaciones numérica, frac-
cionaria y decimal se descubren usando las calculadoras.
Pero ademas con la ayuda de la calculadora se puede faci-
litar el conocimiento de las relaciones entre los ndmeros,
sobre las cantidades grandes y pequefias, |a notacion deci-
mal, etc. En general la calculadora nos permite la busqueda
de propiedades y regularidades en los nimeros y el célculo:
propiedades y jerarquia de las operaciones, elaboracion
de algoritmos de calculo propios, divisibilidad, etc.

Plunkett hace una clasificacion de operaciones tipicas dis-
tribuida en cinco columnas:

ROJA NARANJA AMARILLA  VERDE AZUL

5+9 135+100 139+28 592+276 3964+7123

13-8 85-20 83-26 592-276 5960-4918

931 x 768

4x7 5x30 17x3 931x8

35:5 90: 3 72:4 693: 7 8391: 57

Propone la adquisicion de técnicas mentales para las
columnas roja, naranja y amarilla; usar algoritmos escritos
o calculadoras para la columna verde y, desde luego, cal-
culadoras para la columna azul.

Es recomendable usar calculadoras en el aprendizaje de
las matematicas para:

« Potenciar la estimacion y el calculo mental.
Actividades y juegos (tres en raya, atraviesa el
panal, producto maximo, golf con calculadora,...) en
los que la calculadora hace de catalizador de la
actividad estimativa y mental.

Introducir y reforzar conceptos sobre
numeracion decimal y operaciones. Realizar
operaciones con restriccion de determinadas teclas,
productos que no caben en pantaila, divisiones
como 402:43 con veinte cifras decimales,...

Favorecer el gusto por los niimeros y la
capacidad numérica a partir del planteamiento y
desarrollo de investigaciones. Estudio de
determinadas regularidades en perfodos, a partir de
un cociente dado (0'6736) determinar dividendo y
divisor, aumentar en una unidad numerador y
denominador, etc.
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LA CIRCUNFERENCIA Y OTRAS
CURVAS ESPECIALES

La geometria es el conocimiento de las imagenes. Pero
este conocimiento surge a partir de unos procesos dinami-
cos meéntales, que se formalizan por medio de una actividad
algebraica. Por otra parte, las ideas algebraicas estan,
generalmente, sustentadas en modelos geométricos. Geo-
metria y algebra aparecen, en este nivel (y en este tra-
bajo), estrechamente relacionadas.

Si el papel de la geometria en la vida cotidiana, en la natu-
raleza, en las ciencias y en el arte esta fuera de toda duda,
el estudio de las curvas, a nuestro juicio, debe ocupar un
lugar fundamental en la educacién matematica. En este
taller se ha intentado mostrar un posible tratamiento de
algunas curvas: circunferencias, espirales, cicloides. El
uso del ordenador permite hacer un estudio dindmico, empi-
rico y constructivo de las mismas y facilita la verificacion de
conjeturas y la realizacion de investigaciones.

Los procesos que generan las curvas estudiadas son ite-
rativos, de retroalimentacion: la misma operacion se rea-
liza repetidamente, de forma que la salida de una iteracion
es la entrada de la siguiente. Este tipo de procesos puede
representarse por medio del siguiente esquema

A N
7 rd
X xml

" 1) NP

™

La retroalimentacion permite explicar situaciones complejas
por medio de algoritmos sencillos. Ademas, un mismo algo-
ritmo, al cambiar ligeramente las condiciones iniciales,

Magdalena Morata
Juan Carlos Orero
Grupo Cero de Valencia

puede ser modelo de procesos aparentemente muy diver-
sos. Este cardcter nos abre un camino para introducirnos en
el mundo de los fractales.

Este enfoque, ademas de favorecer el desarrollo de la ima-
ginacion y la intuicion y la interaccion de diversas habilida-
des y procedimientos, permite poner en contacto diversos
campos de las matematicas como numeros, geometria,
geometria fractal, &lgebra, sucesiones.

1. ESPIRALES

1.1. ;Espirales?

Las espirales han fasci-
nado a los matemati-
cos, pero también a los
artistas, desde hace
muchisimo tiempo.

* | as siguientes ;espirales? han sido creadas por Nicholas
Wade [5]. Obsérvalas atentamente.
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+ ,Cuédl es la pauta que regula el decrecimiento de los
lados de los tridngulos o de los cuadrados?
o ;Qué figuras son autosemejantes?

1.3. Espirales arquimediana y logaritmica

Estas son dos de las espirales mas conocidas. Su estudio
es muy sencillo si se utilizan coordenadas polares.

La espiral arquimediana es un
buen modelo para el arrolia-
miento de una soga o una ai-
fombra o las pistas de un dis-
co. La distancia entre sus es-
piras se mantiene siempre
constante. Se podria definir, por
lo tanto, a partir de la siguiente
relacion: cuando el angulo au-
menta en progresion arimética,
el radio rambién crece en pro-
gresion aritmeética.

Asi, sir, 1y, I3 ... sOn los radios correspondientes a puntos
de la espiral separados entre sf por un angulo 0., se verifica
que:

Fo-I=ls-l=...

Por o tanto, esta curva puede modelizarse por la ecuacion
r=k0L.

La espiral logaritmica, cu-
yo ejemplo mas conocido
es la concha del “nautilus”,
obedece a la siguiente re-
gla: cuando el angulo se in-
crementa en progresion arit-
meética, el radio aumenta en
progresicn geométrica.

La relacién entre radios consecutivos 1y, 1, I5 ... correspon-
dientes a puntos de la espiral separados entre si por el
mismo angulo & es:

y, como consecuencia, la ecuacién que la define es r = e*,

Si k=0, se obtiene una circunferencia. Para k>0, la espiral
se construye de dentro a fuera, creciendo indefinidamente.
Si k<0, la espiral se enrolla hacia el origen del sistema de
referencia, a medida que el angulo aumenta.

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

e Dibuja las graficas en coordenadas polares y cartesianas
de una espiral arquimediana y otra logaritmica. Compd-
ralas.

Es interesante visualizar simultdneamente la grafica en
polares, que muestra el desarrollo de cada espiral, y la
gréafica cartesiana correspondiente, que resalta claramente
el diferente crecimiento o decrecimiento de los radios en
cada caso: lineal para la arquimediana y exponencial para
la logaritmica.

r=¢e* r=0.50

1.4. Longitud

Un grupo de objetos que parecen desafiar las medidas de
longitud son las espirales. Pero, ¢ es ésto realmente cierto?
JTienen las espirales una longitud finita o infinita?

Vamos a considerar una familia particular de espirales poli-
gonales. El proceso iterativo de construccion, que se puede
apreciar en la figura adjunta, facilita el estudio de su longi-
tud. Para ello partimos de una sucesion decreciente de
nameros positivos: a;, @, as, a. ..

a, 5
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¢ Quince variaciones sobre un mismo tema

Las siguientes figuras forman parte de la obra “Quince
variaciones sobre un mismo tema” del artista Max Bill, miem-
bro de la Bauhaus. Todas han sido desarrolladas a partir de
la espiral poligonal de la izquierda.

o ;Cudl es el algoritmo que permite construir el tema inicial?

e ;COmo se han construido los restantes, a partir de éste?

1.2. La espiral pitagérica

El célculo de raices cuadra-
das ha inspirado a algunos
matematicos interesantes
creaciones geométricas. Una
de ellas, que permite cons-
truir VYA para cualquier
ndmero n entero, es la lla-
mada espiral pitagérica: !

» Escribe el algoritmo que permite generar la espiral
anterior. ;Cémo varian los dngulos que forman dos
radios consecutivos?

e Construye la figura correspondiente al algoritmo que
sigue:

1 Dibuja un cuadrado.

2. Dibuja un triangulo recténgulo isésceles, de modo
que su hipotenusa coincida con un lado del cua-
drado.

3. Dibuja un cuadrado sobre cada uno de los cate-
tos del tridngulo anterior.

4. Repite los pasos 2 y 3 sobre cada uno de los
cuadrados.

Qué relacion tiene con
la espiral anterior?

Esta es la figura resul-
tante de iterar el algo-
ritmo cuatro veces. Se
trata de un arbol pita-
gorico.

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

» ;Qué tipo de drbol se obtendrd si el triangulo rectangulo
no es isésceles?

Hay dos posibilidades, segun que los tridngulos se sittien
siempre con la misma o diferente orientacién. Las figuras
gue se obtienen con pocas repeticiones:

no se diferencian demasiado entre sf, pero si se repite el pro-
ceso muchas veces el resultado es sorprendente.

Wk L o
Rt LY AT AT
R = e v | \lﬂ?';"é
4 )
4

-

Mientras que la primera tiene una estructura en espiral, la
segunda recuerda claramente a un arbol. Sin embargo,
ambas se construyen por medio de un mismo proceso de
retroalimentacion y son autosemejantes.

e ;Y siel tridngulo no es rectdangulo?

Al introducir este nuevo grado de libertad se abre camino
a una gran variedad de formas, que van desde un mosaico
al modelo de una col. Estas son algunas sugerencias:

* tridngulo equilatero,

+ tridngulo is6sceles con el &ngulo mayor de 909,

# triangulo isdsceles con el angulo menor de 902...

® [ a comparacion de las diferentes estructuras obtenidas
plantea nuevas e interesantes cuestiones:

& /En qué casos se produce un solapamiento?
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2, CURVAS CICLOIDES

Las siguientes propuestas enfocan un estudio dinamico de
la circunferencia como fuente de formas sugerentes en un
doble sentido artistico y matematico. La analogia, que per-
mite conectar cosas aprendidas en diferentes contextos,
ser4 el hilo conductor que haga surgir estas formas.

2.1. Poligonos en la circunferencia

Consideremos una circunferen-

cia sobre la que hemos distri- 10, S
buido regularmente diez puntos
numerados 1,2, 3, ..., 10, divi-
diendola en diez arcos iguales.
Si unimos con un segmento de
recta, empezando por 1, cada
punto icon el punto siguiente 7 s
i+1, obtendremos un decagono
regular.

Pero, ;qué ocurre cuando ensayamos otras formas regu-
lares de unir los puntos; cada punto i con i+k mediante un
segmento que subtienda k arcos consecutivos?

Obtenemos la siguiente secuencia de poligonos:

Usamos para nombrar cada poligono el simbolo P{10,k} en
el que 10 es el nimero de arcos en que esta dividida la cir-
cunferencia, y k el nimero de arcos que subtiende cada
nuevo segmento trazado.

Un vistazo a esta secuencia hace que nos planteemos inme-
diatamente algunas preguntas:

¢ Qué tipo de poligonos hemos obtenido? ;Para que valores
de k obtenemos poligonos regulares convexos y para qué
otros poligonos regulares estrellados? ;A qué se debe la
notable simetria interna que muestra la propia secuencia?
¢Podriamos haber anticipado el numero de lados de cada
nuevo poligono antes de empezar a unir los puntos sobre la

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

circunferencia? ;Qué secuencias obtendremos para cual-
quier division de la circunferencia en un numero n arbitra-
rio de arcos? ;Podemos siempre anticipar la forma de
cualquier poligono P{n,k}? ;Qué es, por ejemplo, un
P{27,15)?

2.2. Las cicloides

Una de las propiedades fundamentales de la circunferencia
es, precisamente, que puede rodar.

Hagamos rodar sin deslizamiento una circunferencia apo-
yada sobre una recta. Fijemos nuestra atencién en el punto
de contacto de ambas figuras y sigamos la trayectoria que
describe este punto cuando la circunferencia se desplaza
girando.

La curva asi obtenida es la cicloide (Galilec 1515-99).

CIONV R

Consideremos ahora dos circunferencias. Una circunferen-
cia de radio 2 (C,) se apoya interiormente en otra de radio
12 (C+2). Llamemos P, al punto de contacto entre ambas cir-
cunferencias. Hagamos rodar sin deslizamiento a C, sobre
Ci. y sigamosle la pista a P,.

¢Qué curva describird ese punto?

Ci2
L/ N
Po

-/

En efecto la curva esta formada por seis pequefios arcos
que constituyen una especie de hexagono regular de lados
curvos. Designaremos esta curva con la notacion H(12,2) y
la llamaremos Hipocicloide de parametros 12y 2, donde 12
y 2 representan, respectivamente, los radios de la circun-
ferencia exterior € interior.
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— ¢Cudl es la longitud de la poligonal anterior?

El célculo de la expresion 22 & nos permite obte-
=1

nerla. Pero, jes esto siempre posible?

o ;Cudl es la longitud de la espirales generadas a
partir de las sucesiones de término general a.=(1/2)
ya,=1/n?

Las siguientes figuras, en las que las espirales se van
desdoblando a lo largo de una recta muestran que, mien-
tras que la longitud de la primera es finita e igual a 4, la
segunda tiene una longitud infinita.

En efecto, la suma de una serie geométrica de término
) . a
general a,=a,I", cuando la razén r<1, viene dada por ——

.y por lo tanto la longitud de la primera espiral es igual a

1 4
1-1/2

En cambio, la segunda ha sido generada a partir de la
serie armonica, cuya suma es infinita. Paradéjicamente,
tenemos una longitud infinita en un area finita.

o A partir de las
anteriores es
posible obtener [ = |y, |
espirales curvas, | 4 | N\
por medio del 1| 7/ | AR
algoritmo mostrado | | '
en la figura | |
adjunta: =
Construye las
curvas
correspondientes a
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las dos espirales poligonales anteriores y calcula
sus longitudes.

* Dos de las siguientes espirales tienen longitud finita,
mientas que la de las otras dos es infinita. ;Podrias
distinguirlas a simple vista?

o Dibuja la espiral poligonal y curva correspondiente a
la sucesion de término general a,= ( 1/6)" donde o
es el numero de oro. ;De qué espiral se trata? ; Qué
longitud tiene?

1.5. Autosemejanza

El matematico Jacobo Bernouilli dedicé un tratado, titu-
lado Spira Mirabilis, a la espiral logaritmica. Con la expre-
sién Eadem Mutata Resurgo resumié una de sus
propiedades mas interesantes: la autosemejanza, que fa
relaciona con los fractales.

+ Dibuja la espiral r=e**" y ampliala con un factor 3.
;Qué relacion hay entre ambas curvas?

& Se obtiene la misma espiral, pero ;qué
transformacion geométrica hay que aplicar a la
segunda gréfica para que coincida exactamente
con la primera?

Aplicar a la espiral geométrica de ecuacion r =e* un
cambio de escala P es equivalente a girarla un
angulo P que verifica la condicién p = €

¢ cQué cambio de escala y qué rotacion dejan
invariante la espiral r=6°"""?

+ ;Cudles de las figuras tratadas anteriormente son
autosemejantes?
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puedan investigar el efecto que produce la variacion de
estos parametros sobre el aspecto de las figuras.

Las expresiones paramétricas de estas curvas son:

EPICICLOIDES HIPOCICLOIDES

x(t) = (a-b)cost + beos((a-b)/b)
y(t) = {a-b)sent - bsen({a-b)t/b)

x(t) = {a+b)cost - beos((a+b)t/b)
y(t) = (a+b)sent - bsen({a+b)t/b)

Estas ecuaciones son triplemente paramétricas. Conviene
observar que a y b (los radios de las circunferencias) son
fijos para cada curva particular y t variable. Variando los
parametros a y b obtenemos toda la familia de epicicloides.

Las ecuaciones de las curvas nos permitiran hacer algunas
cosas gue no nos permitiria el trazado mecénico de las
mismas con un soporte fisico. Por ejemplo nos permitira
rodar una circunferencia C, interiormente sobre otra fija C.
aun cuando su radio b sea mayor gue a.

Veamos ahora dos nuevas imagenes obtenidas a partir de
las ecuaciones:

H(5,7) E(5,2)

En estas imagenes y en las de la secuencia precedente
podemos observar un par de propiedades interesantes:

H(12,3) = H(12,9) y en general
H(a,b) = H(a,c) cuando c=a-b

H(5,7) = E (5,2) y en general
H(a,c) = E(a,b) cuando c=a+b.

Intentaremos una aproximacién geométrica y otra alge-
braica para dar una explicacion de la primera de las pro-
piedades.

Si miramos la pantalla del ordenador durante los trazados
de H(12,3) y de H(12,9) observaremos gue, en cada caso,
el punto que traza ambas curvas —idénticas— las recorre
en sentidos inversos.
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En el trazado de los poligonos sobre la circunferencia
P{12,3} y P{12,9} se da una situacién equivalente, ya que
unir dos puntos con un segmento recorriendo 9 arcos en un
sentido es lo mismo que unir los mismos puntos recorriendo
3 arcos en el sentido opuesto.

Podemos conjeturar que con las epicicloides ocurre aigo
parecido.

Para explicar la igualdad H(12,3) = H(12,9) 12=3+9, vamos
a reforzar el punto de vista dinamico. En primer lugar vamos
a suponer que C, y C, recorren la circunferencia C.. en sen-
tidos opuestos pero con la misma velocidad angular. Esto
permitira que cuando la circunferencia C, haya recorrido su
longitud, la circunferencia C, haya hecho lo mismo en el sen-
tido opuesto y las tres circunferencias serén de nuevo mdtua-
mente tangentes como en la posicién de partida.

Veamos la secuencia correspondiente a tres etapas de este
trayecto: la posicion inicial, el momento en que las circun-
ferencias interiores han recorrido la mitad de su longitud
sobre la circunferencia de apoyo y finalmente cuando
ambas han recorrido toda su longitud.

[ clz c12 c2

Para demostrar el caso general, H(a,b)=H(a,c) cuando
a=b+c, basta hacer la sustitucion t=bt’ en la ecuacion de
H(a,b) y la sustitucion t=-ct’ en la ecuacién de H(a,c), para
asegurarnos una velocidad angular igual y constante y sen-
tidos de giro opuestos para cada circunferencia rodante. De
este modo se obtiene:

H(a,b) = H(a,c) =
= [c cos(bt’)+ b cos(ct’), ¢ sen(bt’) - b sen(ct’)]
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De la visién de esta curva surge irremediablemente la ima-
gen mental de los poligonos regulares que hemos cons-
truido sobre la circunferencia. Parece innegable que hay
similitudes entre ambas situaciones, pero jen qué sentido?

Nos hacemos nuevas preguntas.

;Qué ocurrird si variamos el radio de la circunferencia
interior?, ;podemos anticipar la apariencia de una
H(12,5)?, ;podemos usar de alguna forma lo que conoce-
mos acerca de la construccion de poligonos en la circun-
ferencia?, ;qué similitudes y qué diferencias hay entre
ambas situaciones?, ;qué relacion hay enire una H(12,2)
y una H(6,1)?, ;y entre H(12,5) y H(12,7)?, ;podemos anti-
cipar la apariencia de cualquier H(a,b)?, ;obtendremos
siempre una curva cerrada?, y, si es asi, jcudntas vueltas
completas tendrd que dar la circunferencia que rueda
hasta cerrar la curva?

¢ Qué ocurrira si consideramos una nueva familia de curvas
haciendo rodar sin deslizamiento una circunferencia C, que
se apoya exteriormente sobre otra Cy?

Obtendremos las Epicicloides de parametros a y b: E(a,b).
¢ Cudl es su aspecto?, ;jvaldra para ellas lo estudiado en las
hipocicloides?

Liegados a este punto nos gustarfa disponer de un proce-
dimiento mecanico para el trazado de estas curvas. Claro,
que hacer girar una circunferencia sobre otra sin desliza-
miento es una tarea bien dificil, ya gue la circunferencia, en
esencia, es una curva resbaladiza. Podemos construir dos
circulos de cartulina gruesa para obtener las curvas punto
a punto o trabajar con ruedas dentadas; proveernos de un
espirégrafo.

Una forma de sustituir el trazado mecénico de epicicloi-
des e hipocicloides consiste en obtener una simulacion
de este trazado mecénico en el ordenador. Los lenguajes
de programacioén y el software que conocemos no nos
permiten por el momento hacer esta simulacion de forma
cémoda. Esto supone un contratiempo muy importante a
la hora de tratar el tema en clase, pero veremos que es
posible obtener una imagen de cada una de estas curvas
—con ayuda del ordenador— usando otros procedi-
mientos.

El primero de estos procedimientos, muy fecundo porque
permite poner en contacto la geometria con el digebra, con-
siste en hallar las ecuaciones de las curvas y obtener sus
representaciones graficas usando un programa como
DERIVE u otro similar. De este modo se han obtenido las
siguientes imagenes que pueden ayudar a obtener res-
puestas para algunas de las preguntas planteadas ante-
riormente.
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El calculo de las ecuaciones es complejo, pero esta com-
plejidad resulta ciertamente enriquecedora en el aula por-
que permite poner de manifiesto el enorme valor de algunos
procedimientos algebraicos simples pero poderosos como
la suma de vectores, el uso de las expresiones polares de
los mismos o las ecuaciones paramétricas de las curvas y
algunas propiedades geométricas de angulos y circunfe-
rencias de especial interés.

En clase, ademas de calcuarlas, podemos preparar un
archivo con la ecuaciones de las epicicloides y de las hipo-
cicloides de parametros a y b, de modo que los alumnos
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No es dificil comprobar que cada M(r, R) es una epicicloide
E(a,b) de parametros

b= R/2
a=(R-r)/2

Asi, la curva M(1,3) es idéntica a la E(1, 0.5), que salvo la
escala es idéntica a una E(2, 1) como se puede observar en
la figura anterior. Una explicacién geométrica de este hecho
se obtiene estudiando la siguiente figura.

La circunferencia Cos se apoya sobre la cirunferencia C, y
tiene su centro en el punto medio del radio R=3. Cuando el
radio R=3 gira un angulo t, el radio r=1 gira un angulo 3ty

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

el punto M gira alrededor de O’ sobre Cys un angulo 2t
transformandose en M. El angulo POQ = 3t-t = 2t.

Los triangulos POQ y PO'M’, entonces, son semejantes y
por lo tanto PM/PQ = OM/0Q = 1/2, y el punto M’ de la epi-
cicloide E(1, 0.5) coincide con el punto medio del seg-
mento PQ.

El mismo argumento geométrico se puede generalizar para
valores cualesguiera de los radios Ry r.

Sien lugar de hacerlos girar en el mismo sentido, hacemos
que los radios Ry r giren en sentidos opuestos obtendremos
las hipocicloides.

Esta nueva definicion de las epicicloides vy las hipocicloides
nos permitira finalmente obtener sus ecuaciones de una
forma sencilla:

1/2 [Rcos(rt) + rcos(Rt), Rsen(rt)+rsen(Rt)]
para las epicicloides

1/2 [Reos(rt) + rcos(Rt), Rsen(rt)-rsen(Rt)]
para las hipocicloides

Es interesante observar la simetria que presentan ambas
ecuaciones y la similitud con las obtenidas al final del apar-
tado 2.2.

La circunferencia puede continuar dandonos sorpresas,
pero eso sera tema de otros trabajos B
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Un argumento dinamico similar - dos circunferencias C.y C,
que ruedan respectivamente por el interior y por el exterior de
C. girando en el mismo sentido con velocidad angular idéntica-
permite verificar la igualdad H(a,c)=E(a,b) cuando c=a+b. Esta
Ultima igualdad permite reducir ambas familias de curvas a una
sola: la de las hipocicloides o la de las epicicloides.

2.3. La circunferencia no deja de dar
sorpresas

En el inicio de esta seccidn vimos una construccion estatica
de los poligonos P{n,k} sobre la circunferencia, y ahora
vamos a ver una construccion dinamica.

Imaginemos un punto de la circunferencia P, que esta
situado inicialmente en 0 y que recorre la circunferencia,
dividida en n arcos iguales, en el sentido de las agujas del
reloj con una velocidad lineal constante que le permite
recorrer k arcos en un segundo. Si marcamos las posicio-
nes sucesivas del punto P, a intervalos regulares de un
segundo obtendremos una sucesion de puntos P, Py, P,,
..., Pn Que seran los vértices sucesivos de un poligono
P{n,k} que sera:

¢ regular convexo si n/k es entero

e regular estrellado si n/k es racional

® otra cosa si n/k es irracional

Vamos a explotar esta idea para obtener nuevas figuras.

Consideremos, no uno, sino dos puntos P, y Q,que coinci-
den inicialmente y movéamolos sobre la circunferencia con
velocidades lineales constantes pero diferentes en el sen-
tido de las agujas del reloj hasta que vuelvan a coincidir en
la misma posicién inicial.

Supongamos que P, recorre k arcos en un segundo y que
Qs recorre p arcos en un segundo. Para que ambos puntos
vuelvan a coincidir en la posicién inicial, es conveniente
dividir fa circunferencia en un ndmero de arcos que sea
multiplo de ky de p.

Unamos ahora, cada segundo, las posiciones sucesivas
Po, P, P., ..., P con las correspondientes Q,, Q, Q, ... ,
Q. y veamos las figuras que obtenemos para diferentes
valores de k'y de p.
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i{Obtenemos de nuevo las epicicloides!

¢Qué ocurrird si hacemos girar cada uno de los puntos en
sentidos opuestos?

La elaboracion de un programa recursivo que simule esta
situacion en un lenguaje similar a WINLOGO esté al alcance
de los alumnos y provee una forma diferente de construir estas
curvas. En la elaboracién de un programa de estas caracte-
risticas Intervienen muchos conceptos mateméaticos de tipo
numerico, geométrico y algebraico amén de procedimientos
algoritmicos recursivos o iterativos de gran interés. La expli-
cacion de por qué se obtienen las cicloides y las epicicloides
de este modo queda fuera de los objetivos del bachillerato.

Para finalizar consideremos otro procecimiento que con-
siste en hacer girar los extremos de dos radios Ry r —ini-
cialmente coincidentes— alrededor del otro extremo fijo,
comun a ambos radios.

Cada radio va a girar con una velocidad angular proporcio-
nal a la longitud de! otro radio: el radio R girara con veloci-
dad angular rt, y el radio r giraré con velocidad angular Rt.

Las posiciones de los extremos P y Q de cada radio deter-
rinan en todo momento un segmento. Observaremos el lugar
geométrico que describe el punto medio M de este segmento;
un fugar geomeétrico que designaremos M(r,R). Para visuali-
zarlo, podemos elaborar un programa gue permita dibujar ese
lugar geométrico para diferentes valores de Ry r.

De ese modo se han obtenido las siguientes curvas:

M(1,2) r=1 R=2 M(1,3) r=1 R=3
e T o —
AW o’ ™~
VTN
/ \. /
\\ L — AN
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como la prueba de la )(*, como una alternativa a las com-
probaciones estadisticas que asumen una distribucion par-
ticular (generalmente normal). Las técnicas no paramétricas
(que incluyen asimismo medidas tales como la prueba del
signo, la U de Mann-Whitney) son extremadamente versa-
tiles, faciles de usar, y su potencia proviene a menudo direc-
tamente de la combinatoria y de la distribucién binémica (de
la poblacion o de la muestra), y se adectan especialmente
bien a muestras pequefas. Ya que estos métodos van
alcanzando cada vez mds popularidad, es esperable que
lleguen a convertirse en parte integrante de futuro curriculo
de estadistica.

Hay que animar a todos los estudiantes a descubrir gene-
ralizaciones que relacionen el efecto de modificar un con-
junto de datos por medio de transformaciones aditivas o
multiplicativas de la media, la mediana, la moda vy la
varianza. La tecnologfa proporciona un medio facil de cal-
cular las estadisticas de los datos modificados, lo cual lleva,
al ser analizadas, a generalizar los resultados. Los futuros
universitarios deben ser capaces de obtener estos resulta-
dos por medios algebraicos.

¢Por qué incluir este contenido en el
bachillerato?

Los datos, resimenes e inferencias estadisticas se
encuentran en el trabajo y en la vida diaria de los individuos
con mas frecuencia que cualquier otra forma de analisis
matematico. Por lo tanto, resultaria esencial que todos los
bachilleres adquieran, a nivel adecuado, las aptitudes que
se tratan en este documento. Para conseguirlo, es necesa-
rio que se dé a la estadistica un lugar mas prominente en
curriculo de la ensefianza secundaria.

Se podria afirmar que la estadistica y la probabilidad
son parte fundamental de nuestra cultura. Estamos
inmersos en un mundo en el que las necesidades de tratar,
transmitir e interpretar la informacién son cada vez mayo-
res. Estas necesidades exigen un tratamiento de los datos
en términos de estadistica y probabilidad al cual la escue-
la no puede ser ajena. Basta con abrir un periédico para
percatarse de la multiplicidad de situaciones en las que
conceptos estadfisticos y probabilisticos aparecen involu-
crados.

Existen numerosos ejemplos de cémo la estadistica y la
probabilidad afectan a los individuos en su vida diaria:

¢ ;Qué implicaciones tiene un cambio del indice de
precios al consumo respecto a los aumentos
salariales?

e ;Como influye la redaccion de las preguntas en los
cuestionarios y referéndums sobre los resultados?

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

» ;Cual debe ser la inversion en hospitales, colegios,
medios de transporte, ... teniendo en cuenta los
datos del censo nacional?

¢ A la vista de la experiencia acumulada, ;debe ser
obligatorio el uso del cinturén de seguridad en los
coches?

¢ ;Debe vacunarse un nifio teniendo en cuenta la
efectividad de la vacuna y el riesgo de efectos
secundarios?

¢ , Existe alguna relacién entre el tabaco y el cancer
de pulmén?

* ;Qué implicaciones tiene el control de calidad sobre
la compra diaria?

e ; Por qué haciendo una pequefia encuesta se
puede predecir el resultado de unas elecciones?

Determinados aspectos de estadistica y probabilidad
intervienen en el trabajo de muchos profesionales, que
deben tomar decisiones en funcion de la interpretacion que
se dé a unos determinados datos, o del grado de confianza
probabilistico que un determinado resultado proporcione.
Tanto en la empresa privada como en la administracion se
estan tomando continuamente decisiones a partir de los
resultados de una encuesta y la interpretacion de sus resul-
tados, se leen tablas de datos, se interpretan gréaficas de
control de calidad, etc. Estas decisiones serfan tanto mas
acertadas si se tuviera consciencia de la importancia del
estudio estadistico previo a la toma de ia decision, junto con
un minimo conocimiento de la interpretacion correctay ana-
lisis de los datos obtenidos.

Desde el punto de vista educativo, el estudio de la pro-
babilidad y de la estadistica ayuda al desarrollo perso-
nal del alumnado. El estudio de estos contenidos en un
contexto aplicado permite el desarrollo de habilidades
matematicas, tanto cognitivas como metacognitivas: plani-
ficacién del estudio, desarrollo de habilidades numéricas,
introduccién a la modelizacién matemética de problemas
reales, conocimiento méas profundo de la naturaleza e
importancia de la variabilidad, tratamiento de la incerti-
dumbre, etc. El estudio de la estadistica utilizando datos de
problemas reales, predispone al alumnado a formar sus
opiniones de acuerdo con la evidencia proporcionada por
los datos, haciendo frente a sus prejuicios, pensando mas
conscientemente sus argumentos y dandose cuenta de las
complejidades de los temas tratados. En definitiva, le lleva
a tomar decisiones con una informacion mayor.

Hay que destacar la potencia de la estadistica y la pro-
babilidad, en tanto que constituyen una aplicacién
importante de las matematicas. La busqueda de modelos
tedricos que permitan describir ciertas situaciones del
mundo real y que no se encuentran en modelos determi-
nistas, hallan respuesta en el campo de la estadistica y la
probabilidad. EI cémo medir ese grado de incertidumbre

115 —

—



vt~ JAEM

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

LA INFERENCIA ESTADISTICA EN LOS BACHILLERATOS

INTRODUCCION

A 1o fargo del presente documento vamos a intentar con-
testar algunas preguntas que consideramos todo profesor
de matematicas en la etapa de Bachilleratos debera
hacerse, en lo que se refiere a la inclusién de aspectcs de
inferencia estadistica en ¢! nuevo curriculum: el ; por qué
incluir este contenido?; el qué, es decir, ;qué aspectos de
la inferencia estadistica seria posible desarrollar?; el cémo
trabajar este tipo de contenidos, ¢hay alguna consideracion
metodoldgica sobre su tratamiento?

Como decia el profesor Santald, las ideas de probabilidad
y estadistica son tan importantes y ponen en juego tan
diversos temas de la matematica, que no conviene asig-
narles cierto tiempo de determinado afio y luege no hablar
mas de elias. Si la ensefianza en espiral es recomendable
para toda la matematica, lo es doblemente para el capitulo
de probabilidades y estadistica. Desde la escuela primaria,
mediante experiencias elementales, cada afio hay que
introducir ejemplos mas complicados, con su tratamiento
mas peifeccionado, sefialanda ios puntos clave de “depen-
dencia” e “independencia”, probabilidades compuestas,
esperanza matematica, varianza, hasta las leyes mas usua-
les de la probabilidad. En los Ultimos afios de ensefianza
media cabe dar ejemplos sobre estimadores y verificacion
de hipotesis.

Més recientemente el profesor Miguel de Guzman sefiala
que la probabilidad y la estadistica son componentes muy
importantes en nuestra cultura y en muchas de nuestras
ciencias especificas. Deberian constituir una parte impor-
tante del bagaje cultural basico del ciudadano de nuestra
sociedad. Es éste un punto en el que todos los sistemas
educativos parecen concordar. Y, efectivamente, son
muchos los paises que incluyen en sus programas de ense-
fianza secundaria estas matcrias, pero en pocos esta ense-
fianza se lleva a cabo con la eficacia deseada.

Otras propuestas actuales recomiendan que los estudian-
tes tienen que llegar a conocer de forma intuitiva la nocio-
nes de azar, representatividad y sesgo con relacion a las

Onofre Monzo del Olmo
CEP de Godella. Valencia

Tomas Queralt Llopis
CEP de Torrent, Valeicia

muestras mejorando asi su capacidad de enjuiciar las afir-
maciones estadisticas. Estas estructuras conceptuales
darédn a los estudiantes las herramientas adecuadas para
poder rechazar, por ejemplo, las afirmaciones publicitarias
de la televisidn, coms las que muestran a toda una serie de
gente eligiendo la misma pasta de dientes. (En este caso
esta claro que no se cumple la condicion de representativi-
dad.) Si queremos que alcancen a comprender los con-
ceptos muestreo, teorema central del limite e intervalo de
confianza, los estudicnies deben haberse ejercitado en la
construccion y anélisis de distribuciones de muestras por
medio de simulaciones. Estas experiencias ofrecen a los
estudiantes las herramientas y el punto de vista que les
haran falta para interpretar afirmaciones de los medios de
comunicacion como por ejemplo, “Las encuestas indican
que el 55% de los electores, con un error del 32%, prefieren
al candidato X (con fiabilidad del 90%).” Los campos de la
estadistica y de la probabilidad se entrecruzan en este
caso. Los futuros universitarios deben tamhién aplicar este

para comprobar hipétesis.

Los estudiantes deben darse cuenta de que puede sur-
gir un sesgo tanto en la interpretacién de los resuiiados
como en el muestres: la predisposicion o las expectativas
de la persona que realiza la interpretacion pueden afec-
tar interesadamente al mensaje que se extraiga de los
resultados estadisticos. Esto ocurre a menudo en la pre-
sentacion e interpretacion de datos que se realiza con
fines politicos.

Los futuros universitarios deben familiarizarse con distribu-
ciones tales como la normal, tde Student, Poisson o )(°. Los
estudiantes deben ser capaces de decidir en qué casos
resulta adecuado utilizar estas distribuciones en el anélisis
estadistico (p. ej. para obtener los intervalos de confianza
0 para efectuar test de hipdtesis). Las actividades docentes
deben centrarse en la loégica que existe tras el proceso
tanto como en la “comprobacién” misma.

En los Ultimos afios se han venido usando cada vez més los
métodos no paramétricos 0 métodos de distribucién libre,

— 114 —

—



Vit JAEM

cientifico. E! proceso de extraer conclusiones acerca de
una poblacion basadas en las observaciones de una mues-
tra de esa poblacion (inferencia estadistica) presenta dos
posibles fuentes de dificultad:

a. El posible sesgo de los datos de la muestra.
b. Un tamafio muestral pequefio que no permita
generalizar los resultados.

La representatividad de una muestra respecto de una pobla-
cién depende no solamente de las unidades observacio-
nales, sino también de la variable observada. Asi, para
describir la poblacién de la que hemos extraido los datos,
intentaremos describir el conjunto de observaciones que
habriamos obtenido si el proceso de generar los datos se
repitiese indefinidamente. Dado que no solemos conocer
exactamente las caracteristicas de una poblacién, utiliza-
mos las muestras para describirlas, de modo que las carac-
teristicas muestrales serdan una estimacion de las
correspondientes caracteristicas poblacionales. Asi pues, la
estimacién de parametros es un tipo de inferencia esta-
distica.

Algunos rasgos de una distribucién —como la media—
pueden representarse por un Gnico ndmero, mientras que
otros —como la forma— no pueden. Asi, el estadistico es
aquel valor numérico que describe una muestra, y en
correspondencia, el pardmetro es la medida numérica que
describe una poblacion.

Para datos categéricos, puede describirse una poblacion
estableciendo las proporciones o frecuencias relativas de
cada categorfa. Las proporciones exactas de la poblacion
T no son conocidas, y usaremos las correspondientes pro-
porciones muestrales como estimadores €. De modo que
1 es un estimador de 7. Si la variable observada es cuan-
titativa, podemos determinar los estadisticos de la muestra:
X, s, mediana,... y cada uno de ellos sera un estimador de
su correspondiente pardmetro poblacional, cuya notacion
suele ser WL para la media poblacional, y G para la desvia-
cion tipica.

Una meta importante del analisis de datos es distinguir entre
las caracteristicas de los datos que reflejan hechos reales y
caracteristicas que pueden reflejarse solo por efecto del
azar. El modelo de muestreo aleatorio proporciona un
marco de trabajo para realizar esta distincion. La realidad se
contempla como una poblacion, los datos son vistos como
una muestra aleatoria de la poblacion, y los efectos del azar
se observan como errores de muestreo, esto es, la discre-
pancia entre la muestra y la poblacién. Asi, la variabilidad
entre muestras aleatorias de la misma poblacion es llamada
distribucion en el muestreo. Mientras una muestra aleato-
ria puede ser 0 no parecida a la poblacién de la que pro-
cede, una distribucién en el muestreo puede especificar
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cuén cerca estamos de la realidad en términos de probabi-
lidad.

De acuerdo con el modelo de muestreo aleatorio, vemos los
datos en un experimento como una muestra aleatoria de una
poblacién. Pero para visualizar la variabilidad en el mues-
treo, necesitamos ensanchar nuestro marco de referencia
incluyendo, no meramente una sencilla muestra, sino todas
las muestras posibles que podamos sacar de la poblacion.
Este mayor marco de referencia se llamara meta-experi-
mento. Un meta-experimento consiste en infinitas repeti-
ciones, o réplicas, del mismo experimento. Asi, si el
experimento consiste en sacar una muestra aleatoria de
tamafo n de alguna poblacion, el correspondiente meta-
experimento supone sacar repetidas muestras aleatorias
de tamario n de la misma poblacién. El proceso de sacar
repetidamente es seguido indefinidamente con los miem-
bros de cada muestra reemplazados antes de sacar la
siguiente. Notar que un meta-experimento es una cons-
truccion tedrica més que una operacion gue es realizada
realmente por algun investigador. El concepto de meta-
experimento proporciona un lazo entre la variabilidad en el
muestreo y la probabilidad. Puesto que la probabilidad de
un suceso puede ser interpretada a la larga como la fre-
cuencia relativa de ocurrencia de un suceso, y elegir una
muestra aleatoria es una operacion de azar, el meta-expe-
rimento consiste en muchas repeticiones de esta opera-
cion de azar, y por tanto las probabilidades concernientes
a una muestra aleatoria pueden interpretarse como una fre-
cuencia relativa en un meta-experimento. Asi, la distribucion
en el muestreo describe la variabilidad entre las muchas
muestras aleatorias en un meta-experimento.

Para estudiar el muestreo aleatorio de una gran poblacion
dicotémica, podemos usar la distribucion binomial para cal-
cular probabilidades de todas las posibles composiciones
de la muestra. Estas probabilidades en orden determinan la
distribucion en el muestreo de ft. Si la variable observada es
cuantitativa, la cuestion de similaridad entre muestras y
poblaciéon es mas compleja que para datos dicotémicos.
Analizar la distribucion en el muestreo de la media muestral
nos lleva a contestarnos preguntas del tipo: “;Cuan cerca
de WL esta X 7", de donde nos aparecera el concepto de
error tipico de la media como medida de esta discrepan-
cia. Se puede interpretar en términos de error esperado en
el muestreo, el cual refleja por una parte su dependencia del
tamafio muestral (es inversamente proporcional a la raiz
cuadrada de n), y de la desviacion tipica muestral como
estimacion de la desviacion tipica poblacional.

CONTRASTE DE HIPOTESIS

La probabilidad y la estadistica deben desarrollarse de
forma que se resalte su interrelacion. Si se quiere que los
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ante una situacién cuyo resultado se desconoce de ante-
mano tiene su modelo dentro de este campo. Asi, la esta-
distica y la probabilidad proporcionan aplicaciones de las
matematicas llenas de sentido.

La estadistica y la probabilidad son utilizadas en
muchos temas del curriculum de ensefianza media, asi
como en los planes de estudio de muchas carreras. En
muchas asignaturas de ensefianza media se utilizan recur-
sos estadisticos para interpretar datos, como gréficas, para-
metros estadisticos, distribuciones de frecuencias, etc., asi
como recursos e interpretaciones probabilisticas, como en
fisica cuantica, etc.

El bidlogo estudia el crecimiento y los cambios en el tiempo
de las poblaciones de seres vivos, estima el tamafio de las
poblaciones por medio de muestras o por métodos de cap-
tura-recaptura, aplica modelos probabilisticos al estudio de
la genética, disefia experimentos que analiza estadfstica-
mente, compara el efecto de un determinado tratamiento o
alimentacion sobre una muestra y analiza si el resultado
del efecto es estadisticamente significativo como para apli-
carlo sistematicamente con objeto de mejorar cosechas o
crecimientos de ganado,...

El gedgrafo utiliza los datos del censo para estudiar el cre-
cimiento de las ciudades, se pregunta por los recursos
naturales y por cuanto pueden durar, analiza los indices de
nacimientos y muertes relacionandolas con la explosion
demogréfica,...

El socidlogo utiliza encuestas, censos, indices, estadisti-
cas,... como fuentes de datos sociolégicos, debiendo utili-
zar técnicas estadisticas para su andlisis.

El historiador necesita utilizar datos histéricos como una de
sus fuentes de investigacién del pasado, debiendo enfren-
tarse a los problemas de poca calidad de los datos y de
cambio de definicion de los mismos.

El economista debera manejar encuestas, indices de infla-
¢cién, mediciones de la economia del pals, el indice de pre-
cios al consumo, proyecciones de tendencias actuales,...

El fisico utiliza la media aritmética para mejorar la exactitud
de sus mediciones, mide los efectos de los fenémenos fisi-
cos, debe tener en cuenta la variabilidad de los resultados
de experimentos repetidos, expresa la posicion de una par-
ticula en el &tomo en términos de probabilidad,...

MUESTREO

Recientemente el profesor Caludi Alsina proponia un listado
de capacidades que todo ciudadano o ciudadana deberia
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ser capaz de alcanzar al finalizar sus estudios obligatorios
de matematicas de los que podrfamos destacar:

* Conocer los margenes de error y de acierto de son-
deos y encuestas en sus distintas variantes (opinion,
tendencia de voto, resultado electoral,...)

e Conocer la técnica para realizar muestreos entre la
poblacién, sabiendo apreciar la representatividad de
la misma a la vista del método de seleccion seguido
y de la amplitud muestral considerada.

La finalidad del muestreo es proporcionar disefios mues-
trales, esto es, métodos de seleccion y de estimacion, que
arrojen los mejores resultados (usualmente minima varianza)
al menor costo posible. Para un costo dado podemos utili-
zar diferentes disefios muestrales, algunos de los cuales
pueden diferir Gnicamente en la manera de efectuar la esti-
macién, pero podran compararse entre si en términos de la
varianza de su distribucion en el muestreo o de su error cua-
dratico medio.

Sabemos que el valor correcto de un parametro pobla-
cional se puede determinar a través de un censo, es decir,
por el estudio de toda la poblacién. Sin embargo, en el
muestreo, al tomar una muestra sélo revisamos una frac-
cion de una poblacion, y en base a ella, inferimos el valor
del parametro en la poblaciéon completa. Es evidente que
en estas condiciones existird un error en la estimacion.
Siempre, o casi siempre, existird un error, no estamos
exentos de él; pero éste es controlable, ya que la varianza
de la media muestral se encuentra en funcion del tamafio
de la muestra.

El usuario de la informacién debe ser consciente de este
error, con respecto al pardmetro poblacional existe un deter-
minado porcentaje de él que esta dispuesto a aceptar como
error de muestreo.

Sin embargo, como el azar esta presente en cada muestra
gue se elige, el estadistico no puede asegurar para todas
las muestra posibles un mismo error.

ESTIMADORES

La descripcion de un conjunto de datos (muestra) puede
tener interés por si misma, pero habitualmente el propdsito
del investigador es extraer resultados aplicables a mas uni-
dades de las estrictamente observadas. La estadistica pro-
porciona una base racional para ese proceso de
generalizacién, que tiene en cuenta la variabilidad de los
datos. La idea clave en la aproximacion estadistica es
considerar la muestra como una parte de la poblacién,
siendo esta ultima el foco real de interés practico y/o
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cesb de inferencia, ésta no debe ser ensefiada como una
mera coleccién de técnicas, sino como una materia practica
dedicada a obtener y procesar datos con vista a realizar afir-
maciones (deducir consecuencias, verificar hipdtesis o
tomar decisiones) sobre las situaciones reales que han
generado los datos. Hay que desarrollar en los estudiantes
una apreciacion de cémo trabajar con datos, cémo obtener
indicaciones claras de ellos y cémo evitar o reconocer los
peligros de una mala representacion de los mismos.

Se debe proporcionar at alumnado las estrategias minimas
que permitan realizar el recorrido adecuado que en todo
proceso estadistico se produge: partir de plantear el pro-
blema, analizando la situacién planteada y determinando
qué se pretende, cémo y a través de qué variables; conti-
nuar con el disefio de la recogida de datos, paso que nor-
malmente se obvia y que requizre de una especial atencion,
en tanto en cuanto determinz la calidad del resultado de
nuestro estudio, ya que en él se debe decidir determinadas
cuestiones que garanticen la adecuacién al modelo de
muestreo aleatorio; a continuacion, una vez obtenidos los
datos, realizamos un andlisis exploratorio de los mismos,
obteniendo los estadisticos requeridos e interpretandolos de
acuerdo con la muestra; y a partir de la confirmacion del
modelo como adecuado, tomar una decision.

El alumnado debe trabajar las ideas estadisticas en una
variedad de situaciones practicas para experimentar la apli-
cabilidad de los modelos, llegandc al nivel de tomar deci-
siones con base estadistica (a un nivel apropiado). Los
ejemplos deber ser extrafdos de diversas partes del curricu-
lum, asi como de importantes areas de la vida real. Los datos
a analizar pueden ser obtenidps de estadisticas oficiales, de
art'culos periodisticos de actuglidad, o del entorno escolar del
estudiante. El énfasis debe estar puesto en la comprension
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por el estudiante de los principios y conceptos estadisticos,
asf como en la correcta interpretacion de los datos.

No es necesario ni aconsejable una justificacion tedrica
completa de todos los contenidos. Hay ideas estadisticas
gue son importantes pero cuya justificacion tedrica requiere
unos conocimientos matematicos superiores al nivel del
alumnado. En tales casos se debe utilizar simulaciones, jue-
gos, experimentos y ejemplos reales para ilustrar tales
ideas.

Se debe evitar el ensefiar solamente las férmulas apropia-
das, transmitiendo asf la idea de que la estadistica es una
mera coleccién de técnicas. Sin embargo, cuando la justi-
ficacion tedrica de una idea estadistica esté al alcance del
alumnado, debe ser expuesta. En cualquier caso, el cono-
cimiento intuitivo prepara para un conocimiento riguroso: el
alumnado debe haber experimentado previamente con pro-
blemas reales o simulados, los conceptos y técnicas que,
después, le seran introducidos formalmente, conciencian-
dose de la utilidad de los mismos.

Una excesiva atencion al calculo mecanico de los parame-
tros estadisticos puede hacer perder la visién del aspecto
inferencial de la estadistica. Por ello, es recomendabile la uti-
lizacion de las calculadoras como herramienta de célculo,
pero teniendo en cuenta que cualquier pregunta que
requiera calculos debe requerir también una discusion de
los resultados obtenidos.

El uso de calculadoras permitira no utilizar excesivo tiempo
en asegurarse de que el alumnado sabe calcular medias,
varianzas, rectas de regresion,... y dedicar mas tiempo al
analisis de la naturaleza de los datos, a los detalles del
muestro'y a la interpretacion de los datos B
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estudiantes comprueben sus hipotesis en estadistica, hay
que proporcionarles solidas estructuras conceptuales de
distribuciones de probabilidad.

Al resolver los problemas, los estudiantes pueden asimilar
matematicas nuevas y adquirir en el proceso la estructura
conceptual de la distribucion .

Ademés de proporcionar informacién en relacion con un
problema (de estadistica) especifico, los resultados pueden
usarse también para confirmar el valor tedrico que se puede
hallar en una tabla de la distribucion ). Esta Ultima activi-
dad entra claramente dentro del dominio de la probabilidad.

Si bien se habra visto que dos medias pueden compararse
usando un intervalo de confianza para la diferencia, se con-
sidera de interés explorar otras aproximaciones a la com-
paracién de medias: el proceso conocido como test de
hipotesis. Debe quedar claro que un test estadistico de hipo-
tesis es un proceso para valorar la compatibilidad de los
datos con lo que llamamos hipdtesis nula: los datos se con-
sideran compatibles con ella si cualquier discrepancia con
lo que plantea es atribuible al azar (o sea, al error de mues-
treo). Los datos juzgados como incompatibles con la hipo-
tesis nula es cogido como evidencia en favor de la hipotesis
alternativa. En cualquier caso el planteamiento de un con-
traste de hipétesis se hace con la sana intencién de recha-
zar la hipétesis nula. Pero ha de remarcarse que el que no
se rechace ésta no supone su aceptacion. Deberemos ir con
cuidado en la expresion de la conclusién, y no decir que hay
evidencia a favor de la hipétesis nula, sino sélo que hay evi-
dencia insuficiente en su contra: “ausencia de evidencia no
es evidencia de ausencia”, decia el astrénomo Carl Sagan.

E} proceso de test parte de suponer que H, es cierta, y
entonces preguntarnos si los datos contradicen tal asun-
cion. Esto ocurre cuando la probabilidad de las diferencias
que se gue se han obtenido entre los valores observados y
los esperados es muy pequefia, con lo cual la hipotesis
nula se rechaza. El calculo de esta probabilidad permite
introducir el concepto de p-valor: el p-valor de los datos es
el area bajo la curva de la distribucion nula (curva de pro-
babilidad suponiendo cierta Hy) mas allé de los valores que
limitan la zona critica. Asi el p-valor de los datos es una
medida de su compatibilidad con H,: un gran p-valor (cerca
de 1) indica que los datos son compatibles con H,, mientras
que un p-valor pequeno (cercano a 0) indica incompatibili-
dad de los datos con H, Una confusion comun es interpre-
tar el p-valor como la probabilidad de que la hipotesis nula
sea clerta. Dicha equivocacion es la que cree que si H, ha
sido rechazada al 5 %, entonces la probabilidad de que H,
sea cierta es del 5 %.

La utilizacion del test de la t de Student proporciona un
mecanismo sencillo de aplicar, pero poco intuitivo. En cual-
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quier caso, se puede introducir la distribucion nula del esta-
distico test viendo la evolucién de la forma de su curva
densidad a medida que aumentan los grados de libertad,
hasta ser completamente normal cuando éstos son infinitos.
Pese a ello es una herramienta potente que se puede utili-
zar para muestras pequefas.

Como alternativa se presenta la posibilidad de utilizar el
test de Mann-Whitney como modelo para comparar dos
muestras independientes. Es un competidor del test t, pero
es distinto, puesto que el test de Mann-Whitney es valido
pase lo que pase con la forma de la distribucién poblacio-
nal. Es llamado por lo tanto de tipo libre distribuido. Ademés,
el test de M-W no se centra en un pardmetro en particular
tal como la media o la mediana; por esta razén se le llama
de tipo no parameétrico.

El estadistico del test de M-W se denota por U, y mide el
grado de separacion o cambio entre las dos muestras. Un
gran valor de U, indica que las dos muestras estan muy
separadas, con relativamente poco solapamiento entre
ellas, y por tanto incompatibilidad de los datos con H, Para
que el test de M-W sea aplicable necesitamos que sea
razonable ver los datos como unas muestras-aleatorias de
sus poblaciones respectivas, con las observaciones dentro
de cada muestra independientes, y las dos muestras inde-
pendientes una de otra. Entonces el test es siempre valido
sin importar la forma de las distribuciones poblacionales.

El test de M-W y el test t se dirigen a responder la misma
cuestién, pero tratan los datos de distinta manera. A diferen-
cia del test t, el test de M-W no usa los valores reales de Y
sino sélo sus posiciones relativas en el rango ordenado. Esta
es la fuerza y la debilidad del test. Por otro lado, el test de M-
W puede no ser eficiente: puede faltar potencia porgque no
usa toda la informacién contenida en los datos. Esta inefica-
cia es especialmente evidente para muestras pequefias.

Ninguno de los dos test es claramente superior al otro. Si las
distribuciones poblacionales no son aproximadamente nor-
males, el test t puede no ser valido. Ademas, el test de M-W
puede ser mucho mas potente que el test t, especialmente si
las distribuciones poblacionales son altamente sesgadas. Si
las distribuciones poblacionales son aproximadamente nor-
males con iguales desviaciones tipicas, entonces el test tes
mejor, pero sus ventajas no son necesariamente muy gran-
des: para tamarfios muestrales moderados, el test de M-W
puede ser tan potente como el test ¢

CONCLUSIONES

Si bien se supone que el estudiante de bachillerato ya ha
tenido un contacto previo con contenidos de probabilidad
y estadistica, por la especial significacion que tiene el pro-
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mica; no son estudios especializados pero de hecho todo
el mundo esté pensando en el futuro estudiante universita-
rio y en su supervivencia en un medio ambiente académico
especializado.

Sin duda ninguna este juego de fuerzas genera sobre el
bachillerato, y en particular sobre las Matematicas, un con-
junto de tensiones que conviene identificar y comprender. Las
cuestiones que se listan al principio pretenden servir de lan-
zadera para que tales tensiones sean analizadas desde dis-
tintos puntos de vista: fa formacién profesional, la universidad,
la administracién educativa, la formacion del profersorado, ...

Si no hubiese méas remedio que establecer una clasificacion
del origen de las mencionadas tensiones, se podrian sefa-
lar cuatro grandes grupos de fuentes problematicas, rela-
cionadas entre si, naturalmente, pero de caracteristicas
bien diferentes.

En primer lugar se puede mencionar una de caracter intrin-
seco y hasta cierto punto novedoso. Los nuevos bachille-
ratos institucionalizan la existencia de modalidades distintas,
gue ya eran un hecho en el curso de orientacion universi-
taria, y que a su vez contemplan la posibilidad de recorridos
formativos diferenciados. Esta diferenciacién queda plas-
mada en la oferta de una pluralidad de asignaturas de
matematicas —Matematicas del bachillerato cientifico y tec-
noldgico, Mateméticas aplicadas a las ciencias sociales,
Matematicas de la forma, ...—. Diversidad supone y permite
riqueza, pero tambienn complejidad estructural y esfuerzo
para poner de manifiesto la distinta naturaleza de cada una
de esas asignaturas.

El segundo grupo que se puede sefialar agrupa al con-
junto de relaciones entre las Matematicas del bachillerato,
esto es de la Educacién Secundaria Postobligatoria, y las
Matematicas de la Educacién Secundaria Obligatoria. Aun-
gue nadie se atreve a escribirlo en ningun sitio, parece
estar muy extendida enire los profesionales de la docencia
en Matematicas la idea de considerar el bachillerato como
el reducto en el que —por fin— se podrd meter cana, mate-
matica se entiende. Pero esta idea, de imponerse, imprimi-
ria explicitamente un indeseado caracter al bachillerato y
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relegaria a las matematicas de la etapa obligatoria a un
inesperado papel subsidiario.

En tercer lugar cabe mencionar que la relacion entre las
Matematicas en el Bachillerato y las Matematicas en la Uni-
versidad no son precisamente idilicas. Buena parte del pro-
fesorado universitario atribuye la responsabilidad del fracaso
en matematicas de sus estudiantes a la deficiente prepara-
cién matematica con la que acceden a la Universidad. Pero
obviamente esta explicacién no es-méas que una cortina de
humo tendida sobre los propios problemas que la Universi-
dad tiene y que no quedan resueltos, ni siquiera planteados,
por lamentar la desaparicion de las integrales bindmicas de
los programas del bachillerato. Por ofra parte, éste seria un
lamento inocuo de no ser porque efectiva y objetivamente ha
habido un ilégico, pero real e irreversible de momento, desa-
rrollo independiente de los planes de estudio de la Ensefianza
Secundaria y de la Ensefianza Terciaria. Asi, paraddjica-
mente, en muchas diplomaturas y licenciaturas los planes de
estudios han sido aprobados antes de cerrarse el disefio de
los nuevos bachilleratos y, en consecuencia, teniendo como
punto de referencia, si es que ha habido punto de referencia,
un BUP y un COU a extinguir.

Finalmente, la cuarta fuente de tensiones es la existencia de
una prueba de Acceso a la Universidad que tiene asignada
una misién puramente pseudoadministrativa, redistribuir la
demanda entre las distintas carreras, pero que de facto
juega, o puede jugar, un fuerte papel de condicionante de!
curriculum de las Matematicas del bachillerato. Es una rea-
lidad incuestionable que la inmensa mayoria de los profe-
sores de COU o del Ultimo curso de los nuevos bachilleratos
utilizan como base para el material de trabajo en el aula las
pruebas de selectividad propuestas los cursos anteriores en
su distrito universitario. Mucho mas dudoso es que en el pro-
ceso gue conllevan estas pruebas —designacion de res-
ponsables, redacciéon de los exdmenes,...— sea tenido en-
cuenta de manera consciente este papel curricular o, lo
que a lo mejor es ya pedir demasiado, se planifique cuida-
dosamente neutralizar este efecto curricular que es alta-
mente indeseable y qgue no tiene en absoluto nada que ver
con el sentido y con la misién de las pruebas de acceso a
la Universidad, si es que éstas tienen algun sentido B

Texto de Javier Brihuega
Centro de Desarrollo Curricular. Madrid

LAS MATERIAS DE MATEMATICAS
EN LAS MODALIDADES
DE BACHILLERATO

Dentro de fas distintas modalidades de Bachillerato hay
distintas opciones de Matematicas, algunas significativa-
mente diferentes.

Tanto en la modalidad de Ciencias de la Naturalezay de
la Salud, como en la de Tecnologia, las Matematicas tienen
el mismo curriculo. Destaca en él la mayor fuerza de un
cardcter formalizador y teorico, la presencia de mayores
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Mesa Redonda
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LA ENCRUCIJADA DEL BACHILLERATO

Coordina:
Francisco Jesus Garcia

Cuestionario para participantes

1. Una vez fijados en todas las administraciones educati-
vas los curriculos de Matematicas del Bachillerto, squé
valoracion puede hacerse del conjunto de objetivos pro-
puestos y de contenidos prescritos?

2. El bachillerato LOGSE se estructura en Modalidades
que presuponen un cierto grado de especializacién, o al
menos de diversificacion, de modo que el perfil de los
estudiantes de las distintas modalidades puede diferir
sustancialmente. 4 Esta bien recogida esta diversificacién
en fos curriculos? ¢Esta capacitado el profesorado de
matematicas para afrontar esta diversificacion? ;Qué
necesidades formativas podrian derivarse?

3. Una de las salidas académicas naturales del Bachillerato
es la Universidad. Sin embargo, es notorio que los pla-
nes de estudios universitarios se han confeccionado en
la inmensa mayoria de los casos independientemente,
cuando no previamente, al plan de estudios del Bachi-
llerato. ;Qué implicaciones se derivan de esta realidad?
¢Habra un puente o un abismo entre el Bachillerato y la
Universidad?

4. La LOGSE determina la existencia de una prueba de
acceso a la Universidad. 4Qué influencia de facto pro-
vocara la prueba de selectividad sobre el desarrolio de

Participantes:

Javier Brihuega, Serapio Garcia, Luciano Gonzalez,

José Antonio Mora y Mariano Soler

las asignaturas de matematicas? ;Derivara esta situa-
cion en la existencia de dos curriculos, el oficial prescrito
por los documentos y el real, impuesto o pactado, tacita
0 explicitamente, por o con la Universidad?

5. Curiosamente pocas veces queda resaltado el hecho de
que el Bachillerato es también Ensefianza Secundaria,
aunque sea postobligatoria, tendiéndose a resaltar méas
las propiedades que separan a las dos etapas, ESO y
Bachillerato, que las caraterfsticas comunes. ¢Hay un
puente o un abismo entre la ESO y el Bachillerato?

6. ;Puede considerarse el disefio de las asignaturas de
matematicas del Bachillerato lo suficientemente versatil
como para atender la profusa variedad de famifias y
maodulos profesionales?

7. Una cuestion relativamente abierta todavia en el disefio
de los Bachilleratos es el listado de asignaturas optati-
vas. Si se cumple el espiritu de la LOGSE, no deberia ser
imposible contemplar la posibilidad de una cuarta asig-
natura de matematicas que, con carécter optativo,
podria ser ofertada en alguna o en todas las modalida-
des del bachillerato. ;Qué objetivos vy, sobre todo, qué
contenidos no troncales y no contemplados en las asig-
naturas ya existentes podrian configurar esta eventual
asignatura? M

Texto de Francisco Jesus Garcia Garcia,
Coordinador. CEP de Alicante.

El titulo de esta mesa redonda es algo méas que una simple
metafora. En el bachillerato convergen toda una serie de
factores que convierten esta etapa educativa en un autén-

tico nudo gordiano del que todo el mundo espera dema-
siado. Pero muchas de esas esperanzas son parcialmente
contradictorias entre si: el bachillerato es una etapa no obli-
gatoria, pero de hecho va a ser casi generalizada —ya lo es
practicamente—; no es una ensefianza preuniversitaria pero
de hecho la Universidad es el principal atractor de su dina-
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3. No tendria por qué producirse ruptura entre el bachillerato
y la Universidad y seria relativamente facil, si se quisiera
realmente, encontrar puntos de acuerdo y colaboracion.
Pero me temo que el funcionamiento de la Universidad, a
todos los niveles, seguird prescindiendo de lo que se
hace o intenta hacer en otros niveles educativos.

4. Seguramente, la manera de entender, aplicar y valorar la
prueba de selectividad por parte de la Universidad
influira en los programas del bachillerato, sobre todo en
el enfoque de los contenidos y en la metodologia usada,
que vendra mediatizada por la superacion de dicha
prueba. Habra de intentarse conseguir que la Universi-
dad acepte “todas” las propuestas que contienen los
curriculos de matematicas en el bachillerato y que las
contemple a la hora de confeccionar y valorar la prueba
de selectividad.

5. Con los programas de la E.S.O. y los bachilleratos en la
mano, no parece haber un salto enorme entre los dos ni-
veles educativos, incluso se podria hablar de una conti-
nuidad razonable. Sin embargo, el caracter terminal de la
E.S.O.y el méas propededtico del bachillerato pueden tra-
er consigo unas diferencias demasiado grandes en cuan-
to al grado de profundizacion y formalizacion en los con-
ceptos.

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

6. Creo que no. En primer lugar, y dejando aparte las mate-
maticas de la forma del bachillerato artfstico, solamente
hay dos programas distintos de matematicas: las del
bachillerato de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud
junto con el de Tecnologia por un fado y por otro el de las
matematicas del bachillerato de Humanidades y Cien-
cias Sociales. Esto no supondria mayor problema si el
alumnofa tuviera oportunidad de poder elegir cualquiera,
0 ambas, de las dos opciones. Pero en la practica, el iti-
nerario no parece ser tan flexible como indica la optati-
vidad prevista porque en el 22 curso no se puede elegir,
por ejemplo, unas matematicas Il de Sociales si no se ha
cursado antes las matematicas | de dicho bachillerato.

7. Enlazando con lo dicho en la cuestion anterior, deberia
contemplarse la existencia de una asignatura optativa en
cada uno de los bachilleratos que pudiera ser comple-
mentaria de los contenidos cursados por el alumno/a en
su modalidad. Por ejemplo, un alumno/a del bachillerato
de Humanidades y Ciencias Sociales (que podria estar
interesado en hacer posteriormente Econémicas) debe-
ria poder elegir una asignatura en la que se completasen
sus conocimientos de Algebra y Anglisis. Analogamente,
un alumno/a del bachillerato de Ciencias de la Naturaleza
y de la Salud deberfa tener la posibilidad de poder com-
pletar sus conocimientos de Estadistica y Probabilidad B

Texto de Luciano Gonzalez Fernandez
CEFOCOP Pontevedra

LAS MATEMATICAS EN LOS NUEVOS
BACHILLERATOS EN GALICIA:
IMPRESIONES DESDE EL CEFOCOP

La Comunidad Auténoma gallega, aun cuando cuenta con
competencias en Educacion desde el afio 1980, no inicia la
experimentacién de la Reforma hasta el afio 1989. Esta
experimentacion se inicia con la E.S.O. en tres centros: dos
en la provincia de La Corufia, en el |.F.P. de Pontedeume y
en el Hogar Santa Margarita (Colegio Concertado) de la
capital de la provincia, y el tercero en la provincia de Pon-
tevedra, concretamente en el C.P. de Chans en Vigo. Los
alumnos y alumnas de este Ultimo centro, una vez gue supe-
ran el primer ciclo de la E.S.O., pasan al 1.B. "Meixueiro”,
que esta proximo al colegio.

Estos tres centros de Secundaria fueron también los prime-
ros en experimentar los Nuevos Bachilleratos. En este afio
1995 tienen jugar las primeras pruebas de acceso a la Uni-
versidad para el alumnado de estos centros.

En el CEFOCOP de Pontevedra, en uno de los Cursos de
perfeccionamiento para profesores de Matematicas de
Secundaria, intervinieron profesores y profesoras de Mate-
maticas de estos Centros pioneros en la experimentacion
del nuevo sistema educativo en Galicia. El debate que sur-
gi6 en esta sesion puede dar respuesta a muchas de las
preguntas que aquf nos planteamos.

Uno de los interrogantes gue se plantea el profesorado de
Mateméticas de Educacion Secundaria de Galicia es ¢Por
qué el D.C.B. de Matematicas es Unico para todo el Bachi-
llerato y no se separa por cursos como figura en el Real
Decreto de Minimos?

La Conselleria de Educacion justifica este hecho diciendo
que asi se evita la rotura con la E.S.O., en la que el D.C.B.
de Matematicas es Unico para toda la etapa. Considera
también la Conselleria que corresponde al profesorado
hacer la secuenciacion de los objetivos y contenidos para
los dos cursos de Bachillerato. Por otra parte el propio
Decreto de Minimos sélo diferencia los contenidos y no los
objetivos, que los determina para todo el Bachillerato. Las
profesoras y profesores que tuvieron que hacer el desa-
rrollo curricular, encontraron grandes dificultades para rea-
lizarlo, especiaimente porqgue los intereses variaban segun
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procedimientos algebraicos, la mayor profundizacion en
procedimientos de célculo funcional y la presencia de un
estudio analftico de curvas y superficies (no limitado al tra-
dicional estudio de rectas y planos) y distintos tipos de sis-
temas de representacion.

En la modalidad de Humanidades y Ciencias Sociales
se denomina Matematicas aplicadas a las Ciencias
Socialesy su curriculo esta profundamente influido por el
caracter de aplicacion a las Ciencias Sociales. En este
sentido la Resolucién de Problemas debe estructurar sus
contenidos. La Estadistica cobra una gran importancia
(puesto que los métodos estadisticos estan, hoy en dia,
en todos los procesos de investigacion de las Ciencias
Sociales).

El estudio de Matrices y sus operaciones, como elemento de
interpretacién de situaciones de la realidad econdmica y
social, diferencia a estas materias de las de las modalida-
des de Ciencias de la Naturaleza y de la Salud y de Tecno-
logia, en las que su estudio es mas formal y su aplicacion
debe ser a situaciones de carécter cientifico y técnico. Por
ultimo, los contenidos relativos al Célculo y Analisis se limi-
tan, en cuanta a su profundizacion, a aguellas herramientas
bésicas para el desarrolio de los contenidos anteriormente
citados.

En la modalidad de Artes, como materia optativa, estan las
Matemnadticas de la Forma. El conocimiento de los elemen-
tos matematicos presentes en las formas y proporciones
geométricas va a permitir su comprension y utilizacién en
diversos aspectos del arte. Para desenvolverse en el
medio artistico es conveniente y necesario conocer y saber
manejar todos los elementos y propiedades matematicas
de las formas que han sido y son utilizadas en la creacion
artistica. Este es uno de los factores que estructuran la
Mateméticas de la Forma en el contexto de la modalidad
de Artes del Bachillerato. Los contenidos de esta materia
se estructuran en torno a los elementos y movimientos en

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

el planoy en el espacio, curvas y superficies y proporcio-
nes y medidas.

Relacién con la Educacién Secundaria
Obligatoria

Alo largo de la Ensefanza Secundaria Obligatoria los alum-
nos y alumnas han debido de seguir un proceso de cons-
truccion del conocimiento matematico basado en la
aproximacion de forma intuitiva y practica a conceptos y
procedimientos fundamentales, accediendo al mismo
tiempo a niveles intermedios de abstraccion, simbolismo y
formalizacion.

En el Bachillerato se profundiza en el tratamiento de proce-
dimientos de la etapa anterior, ajustandolos a su evolucion
intelectual y cognitiva, se introducen nuevos conceptos
matematicos, se utilizan algoritmos y técnicas de mayor
complejidad, y se propicia el desarrollo de destrezas mate-
maticas mas sofisticadas (ajustacas a su mayor margen
de autonomia).

Esto no debe implicar un tratamiento de los contenidos
ajeno a la realidad inmediata y cotidiana, sino que, como
se hacia en la Educacién Secundaria Obligatoria, se debe
propiciar que los alumnos y alumnas, a partir del estudio
de situaciones problematicas abiertas del mundo fisico y
social de su entorno, sean capacas de formular conjetu-
ras, plantear y contrastar hipétesis, construir modelos
abstractos y dominar un lenguaje simbdlico y formal como
mecanismo para la introduccién al razonamiento hipoté-
tico deductivo y a un nivel de formalizacion suficiente
para abordar estudios o actividades productivas poste-
riores.

No hay que olvidar que las Matematicas estan en la base de
cualquier contexto cientifico, tecnolégico, artistico o de
investigacion social y econdmica, y es desde esta situacion
como deben ser tratadas en el Bachillerato W

Texto de Serapio Garcia Cuesta
IB Andrés de Vandelvira. Albacete

CONTESTACIONES AL CUESTIONARIO

1. Me parece que son demasiado amplios como para
gue puedan tener un desarrollo profundo en solo dos
afnos. De todas formas, no conozco en detalle la expe-
rimentacion que de los nuevos bachilleratos se esta
haciendo en algunos centros. Posiblemente esa expe-
rimentacion nos pueda proporcionar mejores bases
para opinar.

2. Creo que no, o por lo menos no lo esta suficientemente.
Basicamente no hay mds que dos programas de mate-
maticas en los bachilleratos (si prescindimos de las
matematicas de la forma que se da en el bachillerato
artistico) y ademads el sistema de eleccion tiene poca fle-
xibilidad para permitir que se puedan elegir como opta-
tivas en algunas de las opciones. El profesorado esta
capacitado para afrontar esa diversificacion, porque no
es muy distinta a la que ahora existe entre matematicas
I'y I de COU. Otra cosa es que a nivel metodoldgico y
de enfoque de las matematicas si creo que necesitaria
reciclarse.
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opciones de tipo didactico y pedagdgico: han descargado
la responsabilidad en las decisiones del profesorado mien-
tras en la practica se mantiene el desajuste entre los pape-
les formativo y seleccionador del final de la educacion
obligatoria y principio de la postobligatoria.

1. El D.C. de matematicas: de la teoria a la
practica

Se opta por un disefo curricular abierto y flexible, que con-
sidera al profesor como agente que concreta ese curriculum
con la clase. Pero esto no es mas que la declaracion de
principios, las contradicciones surgen cuando a este disefio
abierto le afadimos dos elementos suplementarios: un
decreto de minimos —que para un alto porcentaje de estu-
diantes sera un decreto de méximos—, y la mediacion de
unas editoriales que recogen la tradicion del B.U.P.

Cuando uno mira los libros de texto reformados, da la sen-
sacién de que los minimos establecidos parecen insufi-
cientes a los ojos de los editores e intentan concentrarios en
los tres primeros cursos, lo que en muchos casos equivale
a decir que se acumulan en el 32 curso debido a la prover-
bial desconfianza de la etapa anterior —en este caso ciclo.
Con elio se consigue descargar de contenidos el 4° curso
para establecer la separacion entre las dos opciones: una
A descafeinada y de repaso, y otra B mucho méas dura en
la que se incluyen no solo los contenidos especificos de la
opcion, sino muchos otros que ahora corresponden a cur-
sos posteriores: polinomios, cénicas, regresion, etc.

2. Consecuencias de la opcionalidad

La opcionalidad en el ltimo curso de E.S.O. es un arma de
doble filo: en principio es consecuente con el precepto “a
cada uno segun su capacidad” y permite que los estudian-
tes sigan un curso de matemaéticas acorde con su rendi-
miento. Sin embargo, ciertos elementos externos al sistema
como la presion social pueden desvirtuar las ventajas de
esta eleccion. La situacion actual guarda una cierta similitud
con la experiencia inglesa en la década de los setenta y
principios de los ochenta, donde un examen a los 16 arios se
encargaba de sancionar el nivel de matematicas obtenido por
cada estudiante. Esta prueba ofrecia dos opciones: el nivel
O —Ordinario—, preparado para el 20% de la escala alta, y
el CSE —Certificado—, disefiado para el 40%-45% de capa-
cidad media, mientras el tercio restante no obtenia titulo o no
llegaba a presentarse a los exdmenes. Esto hacia gque los
centros ofrecieran cursos diferenciados con el fin de prepa-
rar a sus estudiantes al examen adecuado a sus capacida-
des. Sin embargo, la presion social hacia las matematicas
escolares originaba que padres y estudiantes presionaran a
las escuelas para que organizasen cursos de preparacion
para el nivel O. Fruto de ello, muchos estudiantes seguian
cursos de matematicas de un nivel superior a su rendimiento,

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

en algunas zonas el 80% de los estudiantes seguian cursos
de nivel O, que seguian con excesiva rapidez para su capa-
cidad y con la falta de comprensién derivada.

No es dificil extrapolar al caso espariol, aunque no exista la
presion del examen a los 16 afios —aplazado aqul hasta los
18—, lo que sf tendremos es un Bachillerato con excesivos
contenidos para su duracion que intentara echar mano del
Ultimo curso de E.S.O. para aliviar su excedente.

3. Los contenidos en el Bachillerato

En lo referente a la sobrecarga de programas en el nuevo Ba-
chillerato, provoca cierta sorpresa la lectura del parrafo 577
del informe Cockcroft donde recoge las iniciativas de institu-
ciones para que el nlcleo central constituya tnicamente el 40%
del contenido total “considerando el riesgo de que cualquier in-
cremento adicional impidiera la libertad de presentacion y de-
sarrollo que existe en la mejor ensefianza de este nivel”.

Con los contenidos actuales no hay forma de que el estu-
diante resuelva problemas, realice investigaciones, partici-
pe en debates en los que comunicar sus ideas, estudie apli-
caciones, indague los antecedentes histdricos de un tema,
utilice material didactico o consulte documentacion. Sin em-
bargo, los profesores somos los menos propensos a redu-
cir los contenidos, normalmente después de la queja ante-
rior, siempre tenemos la tentacion de afirmar que tal tema
se le presta poca atencién sin advertir la contradiccion en
la que caemos.

Pero los contenidos ademas de ser excesivos, no han sufrido
revisiones substanciales desde las primeras propuestas a
pesar del caracter experimental que se ha dado a la pro-
gresiva implantacién del Bachillerato y llevamos ya 10 afos.
Se echa en falta, por poner un ejemplo, la inclusién de las
matematicas discretas para la presentacion y tratamiento de
la informacion. Para no caer en la incoherencia sefialada en
el parrafo anterior, este incremento en el curriculum podria
hacerse en detrimento del célculo diferencial, la geometria
analitica o el dlgebra lineal segun los Bachilleratos.

Ef Bachillerato se encuentra en un equilibrio inestable por la
naturaleza de las presiones que le llegan de todas partes:
una Universidad que desconfia de lo que se hace en la
etapa anterior, una selectividad que intenta actuar como fil-
tro de acceso pero se queda en distribuidora de estudian-
tes entre las distintas carreras, una presién social para que
mayores porcentajes de estudiantes se incorporen al Bachi-
llerato, vayan a pasar después a la Universidad o a los
Madulos Profesionales. Como muestra, en el decenio 76-86,
el porcentaje de estudiantes escolarizados de 15 a 19 afios
pas6 del 39% al 55%, y esa tendencia no hacia mas que ini-
ciarse en esa época una vez se habia producido en etapas
anteriores con la L.G.E.
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los Centros, y no fue facil ponerse de acuerdo, para deter-
minar qué dar en primero y qué dejar para segundo,
sabiendo que las Matematicas en segundo son optativas.

Para determinar el curriculo de Mateméticas y el de Mate-
maticas Aplicadas a las Ciencias Sociales para primero de
Bachillerato hubo que tomar como referencia el Decreto de
Minimos. De esta forma se logré un acuerdo entre los tres
centros que realizaban la experiencia, estableciendo un
curriculo comun. Para segundo habia que tener en cuenta
las pruebas de acceso a la Universidad y esto resulté algo
mas complicado, ya que la Universidad Gallega tard¢ algun
tiempo en nombrar los coordinadores para esta pruebay la
“negociacion” entre profesorado de Bachillerato y los coor-
dinadores propuestos por la Universidad no tuvo lugar hasta
bien avanzado el curso.

En el curso 94-95 continuan con los Bachilleratos los tres
centros ya citados y se incorporan a la experimentacion 37
centros.

Ante las reiteradas peticiones de que la Conselleria dé unas
directrices sobre el desarrollo curricular de los D.C.B'.s de Mate-
maticas, ésta publica unos cuadernos con unos modelos de
desarrollo curricular, gue llegan a los centros en el mes de
marzo, si bien los institutos que estan en la experiencia tenfan
desde casi el comienzo de curso un avanze de esta publicacion.

El modelo que presentan los profesores encargados por la
Conselleria nos parece muy interesante y de una gran ayuda
para el profesorado. Echo de menos que en este desarro-
llo curricular no figure un compromiso expreso de la Uni-
versidad con respecto a las pruebas de acceso, pero de
esto hablaremos mas adelante.

En los nuevos Bachilleratos se habla de cinco Modalidades,
si excluimos la Modalidad de artes en la que no tienen
Matematicas como asignatura propia de espacialidad, nos
quedan cuatro Modalidades en las que hay Matematicas;
esto nos puede llevar a pensar que existe una cierta diver-
sidad. Sin embargo, viendo los curriculos nos encontramos
con solo dos Bachilleratos: el de “ciencias” y el de “letras”.
Pensamos que debiera existir una mayor diversidad y no
solo en el aspecto legal creando Modalidades que no se
reflejan en los curriculos de Matematicas.

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

La Conselleria de Educacién, creemos que para favorecer
de algin modo la diversidad de la que hablamos antes,
ofrece en los Bachilleratos tecnolégico y cientifico una asig-
natura gue me parece interesantisima. Se trata de “Métodos
estatisticos e numéricos”. Tanto los objetivos como los con-
tenidos y metodologia de esta asignatura, considero que
estan muy acertados y que completa muy bien la formacién
matematica del alumnado de estas Modalidades de Bachi-
llerato.

Por dltimo, voy a referirme al “paso” del Bachillerato a fa Uni-
versidad. Quiero sefalar en primer lugar que considero
como unica finalidad del Bachillerato el acceso a la Uni-
versidad. Es posible que el Bachillerato tecnoldgico, con un
disefio totalmente distinto al actual, estarfa encaminado a
una Formacién Profesional.

Los Bachilleratos son preuniversitarios, sin embargo existe
un abismo entre la Universidad y el Bachillerato y pienso
que este abismo se agranda.

Pude comprobar como al profesorado de Bachillerato le
preocupa la prueba de acceso, y es totalmente légico que
le preocupe; esa prueba es la que determina, ante la socie-
dad, el éxito o el fracaso. De ahi que se negocie con los res-
ponsables de la prueba, tanto la forma como el contenido de
la misma y se Hlegue a unos pactos, que incluso se escriben,
sin tener en cuenta con lo que ese alumnado se va a encon-
trar en el centro universitario al que acceda. Algunos com-
pafieros, tanto de Bachillerato como de Universidad, dicen,
gue en un momento experimental, es necesario e incluso
conveniente hacer estos pactos. Pero la realidad es que
esto se viene haciendo con el COU actual, que ya no es
experimental.

Pienso que en el curriculo de Bachillerato debié implicarse
la Universidad; se evitaria de este modo lo que esta ocu-
rriendo con los planes de estudio que actualmente se estan
elaborando en las distintas Facultades y Escuelas, que par-
ten de supuestos totalmente falsos, y asf ocurre que a los
examenes de Célculo en una Escuela Técnica se presente
el 25% del alumnado matriculado.

Por tanto, mi respuesta a la pregunta de esta mesa es: Hay
un abismo entre el Bachillerato y la Universidad B

Texto de José Antonio Mora Sdanchez
I.EP Virgen del Remedio. Alicante

DE LA SECUNDARIA OBLIGATORIA AL
BACHILLERATO

Algunos de los problemas de las mateméaticas del Bachi-
llerato tienen su origen en situaciones no resueltas por la
puesta en practica de la etapa educativa anterior, la Edu-
cacion Secundaria Obligatoria. Es el caso del tratamiento de
los distintos niveles en la clase de mateméticas. Los docu-
mentos oficiales siempre han depositado la solucion en
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Texto de Mariano Soler Dorda
E.T.S. de Irgenieros de Caminos
Univ. Politécnica de Madrid

ALGUNAS REFLEXIONES
SOBRE LA RELACION
BACHILLERATO-UNIVERSIDAD

Por mi condicién personal me centraré en dos de los pun-
tos propuestos: Requerimientos de la Universidad y
Selectividad. '

Requerimientos de la Universidad

L.a Universidad esta condicionada en la confeccion de sus
planes de estudio, entre otras cosas, por lo que la sociedad
espera (o cree esperar) de los futuros licenciados universi-
tarios. En principio se espera que el licenciado en una rama
determinada sea capaz de desarrollar una labor profesional
eficaz y se espera esta eficacia desde el primer momento.
Losplanes de estudios universitarios se plantean (al menos
a un nivel:-de intenciones generales) para conseguir este
propésito. El problema surge cuando llega el momento de
tener en cuenta la formacién con que llegan a la Universi-
dad los alumnos que van a recibir dichas ensefianzas y se
resuelve tomando como referencia para medir esta forma-
cién una medida absolutamente imaginaria: Se considera
que saben lo que el curriculum oficial dice que saben.
Basta un afio de clases (o seguramente menos) en un cen-
tro universitario, sobre todo en un centro tecnoldgico, para
comprobar que en muchos (demasiados) casos esto esta
totalmente alejado de la realidad. En casos como el de los
alumnos que acceden a las Universidades Politécnicas el
problema no esté centrado en el desconocimiento real de
los contenidos marcados por su curriculum, sino en gue no
estan bregados en su Uso 0 No son capaces de repentizar-
los en el momento oportuno. De hecho una situacion tipica
en primer curso de una escuela técnica es la del alumno
que “se pierde” en un razonamiento (No necesariamente una
demostracién) debido a gue tiene toda su atencién puesta
en los pasos puramente mecanicos de este, pasos de tipo
operativo (mas aritméticos gue matematicos) que deberian
ser totalmente automaticos en él y no puede prestar aten-
cion a lo fundamental (los arboles no le dejan ver el bosque).
La solucion no reside en que deje de prestar atencion a
estos pasos sino que sean tan conocidos gue no tenga
que pensar en ellos. En esta direccion hay cuatro aspectos
a destacar:

¢ La “ortografia” de las matematicas, convenios sobre
signos, paréntesis (deben ser carfsimos por el poco uso
que se hace de ellos), prelacién de operaciones, auto-
matismos operativos, etc.

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

¢ La memoria, con su decisiva influencia en la repenti-
zacion de los temas y conocimientos relacionados con
el que se esta tratando. Se ha extendido el uso del
dicho: “Como las matematicas son légicas y deductivas,
la memoria sobra”. Jamas se ha dicho una barbaridad
de mayor tamafio.

» La casi totalmente olvidada geometria, herramienta
bésica en toda ciencia que tenga algo que ver con la
realidad.

¢ El exceso de abstraccion al tratar ciertos temas unido a
la falta de préactica en casos reales debidamente simpli-
ficados.

No se trata tanto de que el alumno aprenda més cantidad
“de cosas”, sino méas bien de que las “aprenda bien" y
conozca su significado practico.

Con la implantacion de la LOGSE vy la introduccion de la
ESO y los nuevos Bachilleratos nos encontramos con una
parte de ensefianza obligatoria (ESO) que se extiende hasta
los 16 afios y que, por su propia concepcion de obligato-
ria, va a ver reducidos sus contenidos y su préactica, quiza
no de forma oficial pero si de forma real. Si, como parece,
estos contenidos disminuyen de forma importante, se pre-
senta en el Bachillerato el gran reto de conseguir gue no
aumente el abismo existente entre la ensefianza no univer-
sitaria y la universitaria. Es clara la gran dificultad de esta
tarea, y se corre la tentacién de optar por la salida “facil™:
que la Universidad rebaje tos conocimientos minimos exi-
gidos. Esta solucién es irreal por conducir directamente a la
obtencién de licenciados “light”, que precisen obligatoria-
mente de cursos tipo “master” para aprender lo que debian
haber aprendido en su licenciatura en lugar de dedicar
éstos a su verdadero cometido: la formacion interdisciplinar
y/o superespecializacion.

Selectividad

La primera y fundamental pregunta que surge sobre la Selec-
tividad es la de su necesidad. ;Es necesaria o0 no? La res-
puesta depende directamente de lo que se persiga con ella.
En este momento la Selectividad se ha convertido en un
mero instrumento de ordenacion de alumnos para su ads-
cripcion a los distintos centros universitarios. Pero a mi
juicio su mision debe ser otra mas importante: asegurarse de
que el alumno que la supere puede seguir los estudios que
se propone realizar con una razonable esperanza de con-
cluirlos satisfactoriamente. Esto implica un endurecimiento
de los requisitos de acceso, endurecimiento aparente ya
gue bastantes de los alumnos que actualmente entran en la
Universidad abandona sus estudios sin terminarlos tras un
largo peregrinaje por repeticiones de curso y cambios de
centro, por lo que es légico pensar que hubiera sido mejor
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4. Los destinatarios del bachillerato y el
nivel

Si, como se prevé, el Bachillerato sera cursado en un futuro
préximo por el 80% de la poblacion de estas edades, parece
que seré inevitable que sigamos hablando del descenso
del nivel. Baudelot y Establert (1990) advierten que cuando
los profesores hablamos del nivel, normalmente establece-
mos la confrontacion con nuestra época de estudiantes, en
la que podia haber un 20% de bachilleres —normalmente el
porcentaje de nivel superior—. EI 20% de los mejores estu-
diantes actuales tiene mas y mejores conocimientos, mayo-
res estimulos, utilizan herramientas mas perfeccionadas, y
estan mejor preparados de lo que estabamos nosotros.

Silo que se desea es una comparacién menos sesgada por
la implicacién personal, podriamos ir hacia una especie de
P.N.B.M. (producto nacional bruto matematico). También
en |.C.M.I. (1986) se propone determinar el rendimiendo
matematico de un sistema educativo atribuyendo un “peso”
a cada contenido incluido en él, después habria que multi-
plicar esos pesos por la proporcién de estudiantes que
realmente los sigan.

5. Demandas econémicas y sociales hacia
el Bachillerato

En las condiciones actuales no seria admisible un bachille-
rato del siglo XXI disefiado exclusivamente para la cuarta
parte, ni siquiera para la mitad de la poblacion. Las socie-
dades actuales tienen necesidad de amplias capas de téc-
nicos bien formados, con mayores conocimientos
matematicos. En N.C.TM. (1992) se recoge una estadistica
recogida de The Wall Street Journal que analiza hasta seis
niveles de matematicas y lengua requeridos para los traba-

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

jos ya existentes y para los nuevos gue estan surgiendo. El
estudio confirma que la cantidad de poblacion que necesi-
ta los dos niveles mas altos —5 y 6—, pasa del 6% al 13%,
en cambio, el porcentaje de los que tendrén suficiente con
los dos niveles mas bajos se reduce del 40% al 27%, mien-
tras que el incremento mas grande se produce en el nivel 4
—el que corresponderfa aproximadamente a las matemati-
cas del Bachillerato—, que pasa del 18% al 28%.

La introduccion de la tecnologia en el proceso productivo
recorta el periodo de ocupacion de los ciudadano, en espe-
cial mediante el retraso de su incorporacion al mundo del
trabajo, tiempo que ha de invertirse forzosamente en su
preparacion.

6. Estudios posteriores

No podemos olvidar el caracter preparatorio del Bachillerato
para el acceso a estudios posteriores. Es aqui donde podri-
amos invocar el caracter selectivo del Bachillerato, pero es
necesario matizarlo por varios motivos: el Bachillerato ha de
dar una formacién basica para incorporarse al mundo del
trabajo, preparar para muchos otros estudios no universita-
rios y para carreras distintas a las de ciencias o ingenierias
que son en las que involuntariamente pensamos los profe-
sores de matematicas.

Por ultimo, un Bachillerato selectivo tendria sentido como
preparacién para una Universidad elitista en la que solo
los mejores tienen cabida y donde se les va a formar
como investigadores o dirigentes, el sistema productivo
no puede permitirse el lujo de una Universidad orientada
a unos pocos a los que encargaria de la investigacion
basica @
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7. Tratamiento de la diversidad
en el aula de Matematicas

LA DivERSIDAD: ;PROBLEMA IRRESOLUBLE?

INTRODUCCION

Paso a paso, la Ensefianza Secundaria Obligatoria se va
poniendo en marcha. Es un proceso lento que presenta
numerosas dificultades. “Problemas coyunturales” los lla-
man. Bueno, en algunos casos es cierto, otros muchos se
podian haber evitado con una mejor planificacién y des-
graciadamente en otros, el tiempo confirmara que son la
punta de icebergs bastante més grandes de lo que apa-
rentan.

Desde que se generalizé la educacién hasta los 14 afios, se
estan detectando problemas que afectan fundamentalmente
a los ultimos cursos del ciclo superior. Lievamos ya mucho
tiempo oyendo quejas de los profesores de Ensefanza
Media, acerca de lo mal preparados que llegan los alumnos
de E.G.B. y exactamente el mismo tiempo oyendo a los
profesores de E.G.B. que ellos hacen sencillamente lo que
pueden. Y es que tienen que tratar de atender y de hacer
trabajar sobre los mismos temas, tanto a los alumnos que
“desconectaron” con el sistema educativo algunos afios
antes y a otros que siguen a duras penas en conexion,
junto con otros que incluso necesitan un cierto entrena-
miento especial porgue luego van a cursar B.U.P.

En lugar de pensar que los Unicos problemas son la falta de
preparacion de los profesores y la inadecuacion de los pro-
gramas, se podia haber dedicado un esfuerzo a la genera-
cién de libros y material adecuado para que pudieran utilizar
es0s profesores y pudieran mitigar las deficiencias de los
programas.

Bueno pues, con todo lo grave que es el asunto y con todos
los afios que esto lleva ocurriendo, los profesores de E.G.B.
no han conseguido hacerse ofr, 0 al menos, no parece que
se les haya hecho mucho caso.

Ahora que la E.S.O. se prolonga hasta los 16 afos, este pro-
blema se vuelve a poner de manifiesto y de momento no se
ha tomado ninguna medida.

Amaia Basarrate
IES “Las Rozas IlI". Madrid

Es bien sabido que cada nifio tiene un ritmo de desarrollo
propio, no sélo en el plano fisico y psiquico, sino también en
el intelectual. Esto ya lo recogid, hace més de 10 afios, el
informe Cockcroft. En él se sefialaba la extraordinaria difi-
cultad de atender una clase con una amplia gama de diver-
sidad. Sefialaba también que la diferencia de ritmo de
aprendizaje entre alumnos en la edad de la adolescencia,
puede llegar a ser de 7 afios. Es decir, que determinados
conceptos matematicos que algunos nifios y nifias pueden
adquirir a los 11 afios, otros en cambio no llegan a adqui-
rirlos a los 16 y otros no llegaran a adquirirlos nunca. Sin
embargo este “detalle” que se menciona muchas veces, no
se tiene en cuenta a la hora de agrupar a los alumnos para
facilitar su aprendizaje. En aras de un igualitarismo y de una
no discriminacion mal entendidos, se estan cometiendo,
Creo yo, errores considerables.

El hecho de que la educacién se generalice hasta los 16
anos, me parece un gran logro social. Siempre y cuando
vaya acompanado de medidas que impidan que se con-
vierta en un embudo. Y convertirla en un embudo es dar una
Unica opcidn de aprendizaje a alumnos con capacidades e
intereses bien distintos (ya a los 12 afios de edad). Asi se
construye un sistema educativo rigido y encorsetado que
margina a quienes no son capaces de someterse al corsé
0 no caben en él.

En primer lugar, hay un porcentaje nada desdefiable de
alumnos que rechazan, ya a los 12 afios, cualquier materia
tedrica o que ellos entiendan como tal. Han fracasado en
ellas o las perciben extremadamente aburridas. Necesitan
sentirse Utiles, capaces de hacer algo y saben, porque lo
han comprobado, que fisicamente lo son.

Pues bien, no hay ninguna materia, aparte de la Tecnologia,
en la cual puedan desarroliar sus habilidades. Ni siquiera
ésta tiene la orientacion adecuada para atraer a estos alum-
nos puesto que en sus objetivos se habla de poner en prac-
tica los conceptos adquiridos, cuando pudiera ser mas
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para ellos no haber entrado. Quiero marcar un simil sobre
esta situacion en un campo bastante alejado. Supongamos
que la barrera impuesta en Espafia para poder participar en
la prueba de 100 metros lisos de las Olimpiadas es correr
estos metros en 30 segundos. Presentariamos muchos can-
didatos, pero la mayorfa de forma artificial y sin ninguna
posibilidad de ganar. Fracasarfan en las primeras pruebas
con el consiguiente desanimo y sensacion de fracaso, pues
se les habia hecho creer que tenian opcién al triunfo. Pero
€s0 no es un fracaso. El fracaso aparece al estar preparado
para hacer algo y no conseguirlo.

Por otra parte hay que tener en cuenta también ciertos
hechos relacionados con la calificacion final de la Selecti-
vidad.

En esta intervienen dos factores: el examen realizado vy la
nota media de expediente. Se produce en demasiados
casos, como para que sean ignorados, una abrumadora
diferencia entre una nota y la otra (muy superior la de expe-

6. Las Matematicas en los nuevos bachilleratos

diente) y se habla siempre de “nervios” en el examen. Por
un lado es cierto y por otro no. Los alumnos no estan acos-
tumbrados en absoluto a examinarse “jugandose algo”, a
rendir cuentas en serio de lo que saben, y esto les afecta en
su rendimiento en el momento del examen. ;Deberiamos
plantearnos la posibilidad de recuperar por el bien de los
alumnos y de la ensefianza en general las pruebas inter-
medias (antes revalidas), por ejemplo entre la Secundaria y
el Bachillerato, pruebas que preparan poco a poco a una
situacion con la que se van a encontrar: rendir cuentas
serias de sus conocimientos no una Gnica vez, sino
muchas? Por ofra parte se considera en este momento que
el Bachillerato en su conjunto es una preparacion para la
prueba y en ciertos casos (demasiados) se califica con la
idea en mente “ha aprobado y no debo perjudicarie de
cara a la Selectividad” calificando como consecuencia con
una nota superior a la que realmente le corresponde, false-
ando asi otra de las expresiones tipicas al referirse al fra-
caso universitario: “Cémo puede ir tan mal si tuvo una nota
de Selectividad superior a...”
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metodologfa y un material elaborado en la Comunidad
Valenciana gue, con ser valioso, no se adaptaba para nada
a las necesidades de estos alumnos.

Otro grupc de 4 alumnos cuyo ritmo de aprendizaje era muy
bueno, realizaba frecuentemente problemas complementa-
rios, de un nivel superior, hasta que decidieron seguir el mismo
ritmo de trabajo que sus comparieros y pedirme juegos. Por
més que algunos problemas les pareciesen interesantes,
tenfan la sensacién de estar haciendo “el primo”. Las veces
gue accedi, consegui que el resto de sus comparneros estu-
vieran mas pendientes del juego que de su tarea.

También tenia dos alumnos con dificultades, cuya timidez
era tal, gue no solamente les impedia preguntar cuando no
entendian (muy frecuentemente), sino que ademéas se blo-
queaban cuando yo trataba de ayudarles. Ni los intentos de
acercamiento a ellos, ni las entrevistas con sus padres sur-
tieron el mas minimo efecto.

Asl las cosas ¢a quiénes de ellos se hace adaptaciones
curriculares? 4En qué consisten? ;En qué momentos se
investiga para poder diagnosticar la causa de la dificultad?
:Coémo y en qué momento se confecciona el material que le
haga salir a cada cual del tropiezo que ha tenido?

Las adaptaciones curriculares deben estar basadas en un
material de calidad que permitan un seguimiento individual
par parte de los alumnos que las precisen. Estos requisitos
deben traducirse en un lenguaje claro y directo y adaptado
a la edad de los'alumnos, con unas propuestas atractivas
y de alto contenido didéactico, a la vez que sencillas en su
practica y de facil correccién por parte del profesor. Estoy
describiendo el materias necesario en el aula. Quién, como
y cuando lo genere es una cuestion en la que me es impo-
sible entrar.

Creo que no es posible hacer este tipo de adaptaciones ni
siquiera en un grupo y ni siquiera cuando ese grupo tiene
23 alumnos. Algunas de las adaptaciones que necesitarian
mis alumnos serfan motivo de investigacion en el mas
amplio sentido de la palabra y no creo que se pueda estar
trabajando en una investigacion al mismo tiempo que se
atiende a otros 20 alumnos. Habida cuenta que trabajar
con los otros 20 alumnos supone corregir periédicamente
{dos veces por evaluacion) 20 cuadernos, 20 trabajos de 4
o 5 folios, 20 exdmenes, ademds de hacer otras adapta-
ciones de menor entidad. Este tipo de tareas es esencial
para crear habitos de trabajo en los alumnos y para poder
llegar a conocerlos minimamente. Dos horas y media sema-
nales no son suficientes.

Y ahora multipliquese por 5 todo lo que acabo de mencio-
nar. Y téngase en cuenta que los grupos donde no hay
alumnos de integracién, estan formados por 30 alumnos.

7. Tratamiento de la diversidad en el aula de Matematicas

Al hablar de adaptaciones curriculares estamos utilizando
un lenguaje cuyo significado muchas veces desconoce-
mos. Como ocurre con otros muchos términos que utiliza-
mos habitualmente. Si realmente pensamos en todo su
significado, llegaremos a la conclusién de que no es posi-
ble lievarlas a la practica, mas que en unas condiciones
tan especiales, que en pocas ocasiones se dan. Podremos
contar maravillas en nuestras programaciones, proyectos
curriculares, memorias y demas documentacion. La reali-
dad tiene muy poco que ver con toda esa palabreria
hueca.

LOS GRANDES PERJUDICADOS

Pero aun hay mas. Los cuatro alumnos que siguieron su
ritmo a pesar de las contrariedades, mas algunos otros que
consiguieron superar sus baches, estan este afio cursando
42 de Mateméticas modalidad B, junto con otras comparie-
ras y compafieros que estuvieron en condiciones semejan-
tes en otros grupos.

Como quiera que el nivel de contenidos tanto conceptuales
como procedimentales alcanzado durante el curso pasado
fue bastante bajo, en 42 modalidad B estoy tratando de
imprimir un poco mas de ritmo, ya que se supone que estos
alumnos pasaran el curso préximo a hacer el bachillerato
tecnolégico. S6lo que no habfa contado con un hecho muy
elemental: Si tenemos una pierna inmovilizada durante un
mes, dificilmente podremos correr a continuacién una mara-
ton. Pues apliquese el ejemplo al “suefio de los justos” que
llevan durmiendo una buena parte de estos alumnos desde
hace al menos tres afios (7, 82 de E.G.B. y 3°de ES.0.).
Pocos de ellos conseguirén superar un Bachillerato que ha
sintetizado, al menos en papel, los tres afios dei B.U.P. mas
el C.0.U., en dos. Menos aln superardn unas pruebas de
acceso a la Universidad que no seran muy diferentes, me
temo, de las acostumbradas ahora. C.Q.D.7 ¢ De eso se tra-
taba? ;De reducir el nimero de universitarios? Es posible
gue el nimero de universitarios en Espafia sea demasiado
elevado. Es posible gue no interese social y econdémica-
mente que esto sea asi. O.que este pais no pueda permi-
tirselo sin arriesgar otros logros sociales, no o sé. Pero si asi
fuera, supongo que debe haber una buena lista de medidas
mas racionales que las que se estan consiguiendo al poner
en practica con la L.O.G.S.E. en la forma en que se esta
haciendo.

Por otra parte, es preciso introducir un poco de racionalidad
en las aulas a la hora de tratar algunas materias, entre ellas,
las matematicas.

Si los cinco grupos que me correspondieron el curso
pasado, presentaban parecida gama de diversidad, como
he mencionado antes, ;por qué no agruparlos segun sus rit-
mos o dificultades de aprendizaje?
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acertado, creo yo, construir el conocimiento a partir de la
practica. Las excepciones de algunas materias en deter-
minados momentos, van siempre respaldadas por conteni-
dos tedricos que restan el posible atractivo que puedan
tener las actividades en si mismas. De esta forma, los alum-
nos que no son capaces de enfrentarse a contenidos que
no sean muy concretos, y son bastantes, se ven abocados
al ostracismo y la marginacion.

Evidentemente ellos no se resignan y reaccionan buscan-
dose una via que al menos les divierta dentro de la deses-
peracion. ¢ Alguno de nosotros serfa capaz de estar sentado
durante 6 horas diarias (deberes aparte) todos los dias de
tres o cuatro cursos escolares, haciendo tareas gue no nos
interesan lo mas minimo? Hace falta mucho aguante. Hay
gue buscarse una distraccién que haga la vida mas lleva-
dera. Y con esto tenemos un primer grupo de conflicto den-
tro del aula.

En segundo lugar, hay alumnos cuyo ritmo de aprendizaje
es superior a la media (no estoy hablando de superdotados)
que se aburren de la repeticion de nociones, que aunque
ellos captaron en un primer momento, sus compafieros
necesitan reafirmar una y otra vez. De forma que todo les
comienza a parecer aburrido y falto de interés.

Su reaccién puede ser muy variada. Puede que en un prin-
cipio se dediquen a aplaudir con las orejas para pasar €l
rato, pero son bastantes los que descubren que los entre-
tenimientos que se han buscado sus compafieros margi-
nados tiempo atras, son mucho mas divertidos.

Todos estos alumnos reunidos en una misma aula constitu-
yen una mezcla explosiva que nos va a impedir, de hecho,
dedicarnos a ese porcentaje de alumnos que son capaces
de seguir un ritmo minimo de aprendizaje, a duras penas.

ADAPTACIONES CURRICULARES

Palabras claves donde las haya, cuando se habla de la
diversidad y de cémo atenderla. Pero ;,qué son realmente?,
¢como las debemos entender? Pueden parecer preguntas
bobas pero, a base de preguntas bobas estoy coleccio-
nando algunas respuestas un tanto curiosas. Coma por
ejemplo: como distribuyo a mis alumnos en grupos de tra-
bajo y discusién porgue pienso que tienen mas animos
para enfrentarse a la resolucion de problemas que si lo
hacen aisladamente, ya estoy haciendo adaptaciones curri-
culares. Como dentro de esos grupos hay alumnos a los que
atiendo mas, porgue tienen mayores dificultades, ya estoy
haciendo adaptaciones curriculares. ¢Y para este viaje
tantas alforjas? ;Acaso no venimos haciendo estas “adap-
taciones curriculares” desde tiempos inmemoriales (algunos
peinamos muchas canas ya) sin demasiado éxito, todo hay
gue decirlo? Personalmente creo que la cosa no va por ahi.

7. Tratamiento de la diversidad en el aula de Matematicas

Pero, vamos a ver, vamos a bajar a los casos concretos que
Se Nos presentan para saber de qué sirven algunas palabras.

Voy a poner como ejemplo uno de los cinco grupos de 3% de
Secundaria que estuve impartiendo el curso pasado. Es
s6lo un ejemplo. Los demas grupos, aungue con algunas
caracteristicas diferentes, eran muy similares en cuanto a
gama de diversidad. Sélo uno de los siete grupos de 39,
estaba un poco mas equilibrado, en cuanto a composicion.

E! grupo en cuestion lo formaban 23 alumnos (uno de ellos
acogido al programa de integracién). Durante el primer mes
observé que uno de los alumnos (no el de integracion)
estaba siempre con cara opaca, como dormido. Después
de ver que no era capaz de seguir el ritmo de sus compa-
fleros, repasando concepto de fraccidon y operaciones en
aquel momento, comprobé gue no era capaz de sumar dos
numeros de tres cifras o tres nimeros de dos cifras. Tenia
16 afos. Seguro gue le habian intentado ensefiar muchas
veces. 4 Como hacer una adaptacion sin investigar previa-
mente dénde estaban sus dificultades? Para hacerlo, tendria
que dedicarme a él en exclusiva durante algun tiempo, olvi-
déandome de los demas. Surgen inmediatamente una serie
de preguntas mas, pero sigamos de momento.

Poco después otra alumna me plantea gue no sabe dividir
(con 15 afios). No logré aprender, a pesar de que dos de
sus profesoras lo habfan intentado denodadamente. Esta
chica, que era muy abierta y participaba muy activamente
en todas las discusiones que se planteaban en la clase,
tenia una conciencia de fracaso tal que no queria ni tratar
de aprender un oficio. Deseaba terminar la secundaria para
ponerse a trabajar de empleada de hogar. No queria mas
libros ni en pintura. ;Adaptacién para ella?

Un grupo de 5 alumnos se revel6 rapidamente como mar-
ginados de 10s que he hablado antes. No llegué a enterarme
claramente de cudl era su nivel de competencia porque se
negaron ostensiblemente a trabajar. Lo més que consegui
fue gue mantuvieran las formas dentro del aula y no altera-
ran demasiado el ritmo de sus comparieros. A ellos se unié
a medio curso, un alumno de comportamiento atipico, con
momentos violentos, cuyo maximo logro fue permanecer
sentado durante 10 minutos (reloj en maneo) mientras mani-
pulaba una calculadora que no sobrevivié a sus investiga-
ciones.

Un grupo de 8 alumnos, con buena disposicién para el tra-
bajo, presentaba dificultades variopintas. Segun ellos, las
arrastraban de 6° de E.G.B., cuando se encontraron con las
fracciones. Querian superarlas, pero es muy dificil tratar de
erradicar rutinas mal entendidas. Hace falta mucho tiempo
para asentar nuevas ideas y material adecuado para
hacerlo. Disponiamos de tres periodos de 50 minutos a la
semana, algunos libros de E.G.B., no muy afortunados en su
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La experiencia recogida en los centros que han adelan-
tado la implantacion de la Secundaria debiera valer para
algo.

Entiéndaseme bien: No estoy sacando faltas al nuevo sis-
tema porque el antiguo me pareciera mas riguroso, mas
serio 0 mas apropiado que el actual. De ninguna manera.
Siempre me parecio que el B.U.P. no preparaba a nuestros
alumnos en algo tan esencial como el razonamiento logico,
la expresion oral y escrita de su razonamiento, su capaci-
dad para enfrentarse a problemas,... Y la prueba mas pal-
pable se ha encontrado siempre en la escasa capacidad de
los alumnos de C.0.U. para enfrentarse a problemas per-
fectamente simples, que no estuvieran directisimamente
relacionados con las férmulas recientemente aprendidas.

Creo que el cambio de orientacién propuesto en la
L.O.G.S.E. es bueno, merece la pena ponerlo en practica y
ademas es posible hacerlo. No me parece tan imprescindi-
ble haber cambiado todo el lenguaje: no hacia falta, ya
que, en muchos casos es lo Unico que se ha cambiado, per-
maneciendo los errores de fondo en las formas de actuar.
El curriculum es bueno, pero no lo es la forma de ponerlo en
practica.

Escolarizar no debiera consistir en almacenar y educar no
debiera consistir en hacer pasar por un aro o, en su defecto,
entretener hasta la edad impuesta para no estropear las
estadisticas de escolarizacion. No podemos descerebrar a
todos nuestros adolescentes, marginandolos a unos, cor-
tandoles las alas a otros. Tiene que ser posible que todos
los nifios que terminan la Primaria, puedan hacer algo util.
Pero no tiene que ser obligatorio que hagan todos exac-
tamente lo mismo. Para los nifios que no han superado los

7. Tratamiento de la diversidad en el aula de Matematicas

objetivos de Primaria, resulta mas que improbable que
superen los de Secundaria. Entonces, ipor qué hacerlos
entrar por un carril que no los conduce a ninguna parte?
+S06lo se trata de que pasen los afios hasta que cumplan la
dad de salir del sistema? ;Y no le importa a nadie mas que
a ellos y a sus familias, cémo salen?

Alfinalizar el curso pasado una serie de alumnas y alumnos
con malos resultados académicos, abandonaren el Insti-
tuto y se buscaron la vida como les indicé la orientadora del
propio centro, 0 como pudieron: talleres mecénicos, aca-
demias de joyeria, trabajos varios,... A veces vienen a hacer
visitas o a gestionar documentos y cuentan maravillas de lo
satisfechos que estan y de lo Utiles que se sienten. Los
mismos que unos meses antes sentian una infinita deses-
peracién, porgue por mas que intentaban, a duras penas
conseguian dominar dos de las diez materias que cursaban.

Pero claro, han tenido que esperar a tener 17 afios, para
poder eludir el rodillo educativo. Han perdido un tiempo,
unos animos y una autoestima preciosos.

¢ No se podria conseguir incorporar al sistema educativo los
contenidos que éstos y otros alumnos logran adquirir fuera?
Y encima, previo pago de llevar clavado el estigma de un
fracaso, que no les corresponde a ellos. Quizé no es posi-
ble ajustar unos objetivos minimos iguales para todos. O
quiza hay que replantearse la unicidad de la titulacion, si
queremos que un maximo de alumnos tenga titulo de
Secundaria Obligatoria.

El guion parecia bueno, pero la pelicula nos esté quedando
un poco rara. Habra que echarle més imaginacion al mon-
taje @
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Lievo muchos afios organizando a mis alumnos en peque-
flos grupos de 3 0 4 (a veces hasta de 6) dentro del aula.
Los necesito porque creo que dentro de la clase de mate-
maticas deben discutirse muchas cosas. Debe haber un
contraste de opiniones sobre los problemas que se les
sugiera. Para lo cual es necesario, claro esta, que existan
alumnos que opinen de distinta manera, que se sientan
capaces de discutir y que se sientan en un plano de igual-
dad para poder hacerlo. Desde luego los alumnos tienen
opiniones muy diferentes sobre bastantes temas de mate-
méaticas y yo me debo ocupar de gque todos se sientan
capaces de discutir, proponiendo problemas lo suficiente-
mente estimulantes y accesibles para que todos se sientan
animados a participar. Perc tenemos que conseguir que la
organizacion de los grupos permita que se sientan en un
plano de igualdad para poder hacerlo. Hasta el afio pasado
no he tenido dificultades: La gama de diversidad que se
presenta en 12 de B.U.P. es bastante buena para poder lle-
var a cabo una ensefianza con un alto grado de partici-
pacion y discusién. Y no me refiero a cudl es el nivel de
competencia que pueden presentar los alumnos de 1° de
B.U.P, sino a gue es relativamente parecido en un alto por-
centaje de ellos. Por supuesto, también se puede llevar a
cabo una buena discusion, cuando el nivel de competencia
es mucho mas bajo. No hay mas que fijarse otros objetivos
que impliguen una menor profundidad en el tratamiento del
tema. El problema se presenta cuando en una misma clase,
pretendemos que discutan alumnos que pueden profundi-
zar mucho 'y percibir muchos matices, con otros gue tienen
extraordinarias dificultades para intuir las nociones més
simples. Entonces, la discusion no se produce. Simple-
mente, unos alumnos arrastran a otros. Arrastran por
numero, no por ninguna otra razén. La minoria tiende a que-
dar relegada. Y si la minoria es justamente la de mas recur-
S0S, NO pensemos que se van a conformar con los ejercicios
de profundizaciéon que les proporcionemos. Ellos también
quieren ser recompensados por haber sacado su trabajo
adelante con éxito y no quieren que se los “penalice” con
tarea afiadida. Es decir, estan desarrollando sus capacida-
des muy por debajo de sus posibilidades y esto supone un
grave perjuicio para la mayoria de ellos.

En cuanto esta circunstancia sea percibida claramente
_ por las familias de estas chicas y chicos, si sus recursos
econdmicos se lo permiten, buscaran un centro que les
atienda correctamente. Lo cual significa que la ensefianza
publica va a especializarse en los siguientes tipos de alum-
nos: aquellos con dificultades de aprendizaje o con desin-
terés manifiesto, procedan de! medio econémico que
procedan y aquellos otros cuya competencia sea real-
mente buena, pero cuyos medios econdémicos no lo sean
tanto como para poder buscar la alternativa adecuada. A
estos Ultimos, los va a ignorar de tal forma, que va a poner
en cuestion su futuro desarrollo como estudiante. Es decir,
la disponibilidad de recursos econdémicos determinara, lo

7. Tratamiento de la diversidad en el aula de Matematicas

esta haciendo ya, el derecho de aprendizaje de un buen
sector de los alumnos. La ensefianza Publica debe apren-
der a dar respuesta a todos los alumnos para poder ser
integradora.

En Secundaria Obligatoria, la gama de diversidad resulta
inabordabile si no se homogeinizan minimamente los grupos.
Una organizacion diferente afecta tarde o temprano a la
plantilla del centro y no parece que los presupuestos para
educacion vayan a contemplar ninguna alteracion en cuanto
a aumentos de plantilla se refieran.

LA DIVERSIFICACION CURRICULAR

Creo gue nuestro sistema de ensefianza sélo esta prepa-
rado para atender, como mucho, al 60% de la poblacién
escolar: el 60% central, 1o gue queda de quitar los alumnos
de rapido aprendizaje por un lado y los de ritmo més lento,
por otro. Al resto los tiene recogidos pero no atendidos. Es
como un armario para ellos.

Para atender a los alumnos de ritmo més lento se estan ide-
ando diversas soluciones. Se habla de cursos de diversifi-
cacion destinados a los alumnos que tienen dificultades
para alcanzar los objetivos minimos de la E.S.O. Pero 4por
qué no se ha pensado en hacer grupos de diversificacién
para aquellos que superan con creces los “objetivos maxi-
mos”?

Los alumnos que estudian y no tienen buenos resultados
dan mucha pena. Dan pena a los profesores que los atien-
den con mayor dedicacion y dan pena al sistema que acaba
inventando formas inadecuadas, para mi gusto, de impar-
tir titulos acreditativos. Los alumnos con habilidades inte-
lectuales pero que no rinden, rapidamente son calificados
de vagos o de cualquier otro epiteto al uso y ademas no se
les atiende demasiado. Creemos equivocadamente que tie-
nen recursos suficientes y que nuestra labor es compensar
la desventaja que sufren sus compafieros menos habiles.
No entendemos su forma de pensar, ni siquiera nos la plan-
teamos. No dan ninguna lastima a nadie y el sistema los
ignora. Solamente aceptaré a aquellos que se sometan a las
normas de la mayoria.

La existencia de alumnos encuadrables en grupos de diver-
sificacién, pone de manifiesto que el sistema tiene algunas
goteras. Como lo pone de manifiesto la existencia de
muchos alumnos con absoluta desmotivacién para cual-
quier cosa, o como también lo pone de manifiesto la exis-
tencia de esos otros alumnos que estan a punto de
desmotivarse porgque necesitan un mayor nivel de profun-
didad. Quiz& haya que pensar en hacer grupos variopintos
de diversificacion. O quiza, en lugar de andar poniendo
baldes a las goteras, merezca la pena dar un repasito a toda
la construccién.
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estilos de pensamiento matematico, hablan de blogueos
perceptuales, culturales, ambientales, emocionales, expre-
sivos, cognitivos, etc.

Es posible observar en el aula, que estos blogueos no se
presentan aislada e independientemente los unos de los
otros, antes al contrario, es frecuente que a un blogueo cog-
nitivo preceda un blogueo emocional, ambiental o cultural,
que pueden inhibir la aparicion de determinadas aptitudes,
con lo que el complejo aptitudinal que se presenta en esa
situacion, en ese estado emocional, en ese entorno cultural,
difiere significativamente del que se hubiera presentado a la
misma persona libre del bloqueo mencionado.

Una relacion de los distintos tipos de blogueos nos recor-
dara con toda seguridad multitud de situaciones en el aula
de matematicas y también la diversidad con que se pre-
senta cada situacion:

Dos personas distintas progresan de forma diferente ante la
misma situacion. Lo que importa es que ambas salgan con
balance positivo en el proceso de aprendizaje. No importa
tanto que el producto sea el mismo sino que ambas pro-
gresen desde sus respectivos puntos de partida y desde
sus respectivos bloqueos.

Los preconceptos prejuicios y predisposiciones que apa-
recen en las siguientes relaciones’ solo son considerados
blogqueos cuando inhiben o inhabilitan para progresar en la
construccion integral de la personalidad o para desarrollar
conductas eficaces.

Seguramente podremos reconocer algunos bloqueos mas
frecuentes en las nifias y otros en los nifios, no en vano se
producen én el seno de una cultura de género.

Blogueos perceptivos

1. Estereotipar, ver lo que se espera ver.
2. Dificultad para aislar el problema.

1. Tratamiento de la diversidad en el aula de Matematicas

3. Tendencia a delimitar demasiado la zona.

4. Imposibilidad de ver el problema desde distintos
puntos de vista.

5. Saturacion.

6. No poder utilizar toda la informacion sensorial

Bloqueos emocionales

1. Miedo a cometer errores, a fracasar, a arriesgarse.

2. Inhabilidad para tolerar la ambigledad, dominante
deseo de seguridad y orden, “falta de apetito por el
caos”.

3. Preferencia para juzgar ideas en lugar de
concebirlas.

4. Inhabilidad para relajarse, incubar una idea y
“consultarla con la almohada”.

5. Falta de estimulo. Los problemas no le interesan.

6. Entusiasmo excesivo, sobremotivacion para lograr
el éxito de inmediato.

7. Falta de acceso a las zonas de la imaginacion.

. Falta de control imaginativo.

9. Inhabilidad para distinguir la realidad de la
fantasfa.

e}

Bloqueos culturales

1. Lafantasia y la reflexion son una pérdida de
tiempo, una haraganeria, incluso una locura.

2. Los juegos son sélo para los nifios.

3. Los problemas son algo serio y el humor esta fuera
de lugar.

4. Larazdn, lal6gica, las cifras, la utilidad y la
practicidad son buenas. Los sentimientos, la
intuicion, los juicios cualitativos, el placer, son
malos. ’

5. Es preferible la tradicién al cambio.

6. Cualquier problema se puede resolver con
pensamientos cientificos y mucho dinero.

7. Tabues.

Bloqueos ambientales

—

. Falta de cooperacioh y confianza entre colegas.

2. Un jefe autocratico que valora sélo sus propias
ideas, no valora las de los demés.” - '

3. Distracciones, el teléfono, entretenimientos faciles.

Faita de-apoyo para llevar a c‘a-bgi ideas.

5. Falta de espectativa de logro-por parte del

profesorado, la familia, la sociedad.

>

Bloqueos intelectuales y expresivos

1. Resolver un problema utilizando un lenguaje
incorrecto (verbal, matemético, visual).

2. Uso inadecuado e inflexible de las estrategias para
resolver problemas. (Lista de 66). '

3. Sacadas del libro de James L. Adams titulado Guia y juegos para superar bloqueos mentales.
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7. Tratamiento de la diversidad en el aula de Matematicas

LA COEDUCACION EN EL AULA DE MATEMATICAS,
COMO PROPUESTA DE TRATAMIENTO DE LA DIVERSIDAD

INTRODUCCION

El tratamiento de la diversidad no es un problema nuevo, pero
si es un problema especialmente relevante en la actualidad.
La ensefianza para toda la poblacién, introduce la diversidad
de grupos sociales en la escuela, desaparece la homoge-
neidad que existia, en cuanto al grupo social de pertenencia.
Recordemos que desde la Real Cédula de 1771, pasando
por los multiples planes educativos del siglo siguiente y parte
del actual, el objetivo de la ensefianza para todos era un eufe-
mismo. Ya en la letra quedaban segregadas las mujeres,
pero en la realidad, ademas, quedaban excluidos y excluidas
las hijas y los hijos de las clases trabajadoras.

La generalizacion de la ensefianza para todos y para todas
suma, a la conveniencia de una ensefianza individualizada
en pos de un mejor rendimiento escolar, el deseo explicitado
en la LOGSE de evitar a toda costa un tratamiento discri-
minatorio en la escuela.

Para evitar la discriminacién son necesarios cambios de
actitudes en todas las personas involucradas en el hecho
educativo; cambios de contenidos en las programaciones y
cambios de método en el aula, de modo que se creen situa-
ciones que favorezcan un aprendizaje integral, sin limitacio-
nes estereotipadas, minimizando la aparicién y los efectos de
bloqueos inhibidores de la capacidad de aprendizaje.

BLOQUEOS

Decimos que una tarea es facil, que no nos impone limitacio-
nes, cuando no encontramos obstaculos para su sjecucion.

Esta serfa la gréfica de la progresion sin obstaculos.

Rosario Nomdedeu Moreno
1.B. de Almanzora. Castellén

Pero el progreso en la educacion integral de una persona no
se realiza permanentemente de este modo, distintos tipos
de obstaculos lo impiden, por lo que conviene conocer el
funcionamiento de los obstaculos en el proceso de apren-
dizaje y los obstaculos mismos, los blogueos, las barreras
que dificultan el progreso de la educacion integral de las
personas, para disefar la forma de ayudar a salvarlos.

Los bloqueos en el proceso de
aprendizaje:

AB: progresa sin obstaculos
BC: paralizacién del progreso por atasco o blogueo

C: jATASCADA!
CD: crisis, conflicto, ruptura, duda, busqueda
D: jEUREKA!

DE: progresion
C’E: progreso

Las emociones que acompafian a cada momento son
cardcteristicas’ y conviene tomar conciencia de ellas para
reconocer el terreno con posterioridad. Los rétulos en Cy D
pueden ser sustituidos por otros o por otro tipo de ancla’®
que puede ser verbal, visual 0 cinestésica.

Tanto los programas de desarrolio de la inteligencia como
la literatura sobre pensamiento creativo y también sobre

1. Enellibro de John Mason, Leone Burton y Kaye Stacey titulado Pensar Matematicamente podeis encontrar ejemplos de ello.

2. Ancla es sinénimo de rétulo, estribillo, mantra, oracion. Se trata de asociar una palabra, una frase una imagen o cualquier otra sensacién,

al estado que deseamaos rememorar, evocar o reproducir.
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Los preconceptos son producto de nuestras posiciones de
vida y nuestros habitos interpretativos.

Los prejuicios son consecuencia de nuestro sistema de valo-
res, cuya asuncién se produce como consecuencia del acto de
voluntad (porgue los creemos necesarios) y del deseo (porque
nos gustan, porque sentimos afeccion por ellos) y que comu-
nicamos al medio (interior y exterior) imaginaria, verbal y emo-
cionalmente.

Liamaremos predisposiciones a la disposicion previa a actuar
de un modo y no de otro. Son producto de los preconceptos y
prejuicios y determinan las actitudes que habitualmente mos-
tramos al interactuar con el medio interno y externo

Vistas asi las cosas, el siguiente esquema puede ser un
recurso clarificador:

| MARCO ECOLOGICO 0 MEDIO SOCIAL EN INTERACCION |

[PENSAR B|

(o]

[ preconcepios |
———d

5. Modificacion del sistema de constructos.
Reconstruccion del mapa conceptual, del propio
autoconcepto, de la estructura cognitiva, de la
propia personalidad y de la estructura de relacion
con el grupo. (ECG), (EE) y (ECD)

EJEMPLIFICACION

Material:

OTROS CIEN ANOS DE SOLEDAD

“Para esa época, Melquiades habfa envejecido con una rapi-
dez asombrosa. En sus primeros viajes parecia tener la
misma edad de José Arcadio Buendia.
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Pero mientras éste conservaba su fuerza descomunal, que le
permitfa derribar un caballo agarréndolo por las orejas, el
grtano parecia estragado por una dolencia tenaz.

Era, en realidad, el resultado de mditiples y raras enferme-
dades contraidas en sus incontables viajes alrededor del
mundo.

Sobrevivié a la Pelagra en Persia, al Escorbuto en el archi-
piélago de Malasia, a la Lepra en Alejandria, al Beri-Beri en
Japén, a la Peste Bub6nica en Madagascar, al Terremoto de
Sicilia y a un Naufragio Multitudinario en el estrecho de Maga-
lianes.

Aquet ser prodigioso era un hombre ltgubre, envuelto en un aura
triste, con una mirada asiatica que parecia conocer &l otro lado
de las cosas. Usaba un sombrero grande y negro, como las alas
extendidas de un cuervo, y un chaleco de terciopelo patinado por
el verdin de los siglos.

Pero a pesar de su inmensa sabiduria y de su dmbito miste-
rioso, tenia un peso humano, una condicidn terrestre que lo
mantenia enredado en los mindsculos problemas de la vida
cotidiana.

Aureliano, que no tenfa entonces més de cinco afios, habfa
de recordarlo por el resto de su vida como lo vio aquelia
tarde, sentado contra la claridad metélica y reverberante de
la ventana, alumbrando con su profunda voz de drgano los
territorios més oscuros de la imaginacion y putsando con su
relato las cuerdas de las més bellas melodfas cosmoldgicas.

José Arcadio Buendia recordaba todas las visitas de la tribu de
Melquiades a Macondo: la primera vez llegaron vendiendo
bolas de vidrio para ef dolor de cabeza, todo el mundo se sor-
prendio de que hubieran podido encontrar aquella aldea perdida
en el sopor de la ciénaga, y los gitanos confesaron que se
habian orientado por el canto de los péjaros.

Todos los afios, por el mes de marzo, los gitanos plantaban
su carpa cerca de la aldea, y con grande alboroto de pitos y
timbales daban a conocer los nuevos inventos.

Un gitano corpulento, de barba montaraz y manos de gorrion
(no era otro que Melquiades) hizo las primeras demostracio-
nes publicas de o que él llamaba maravillas de los sabios de
Macedonia.

Con grandes imanes hizo caer una vez los calderos, las pai-
las, las tenazas y los dnafes de su sitio, y las maderas crujian
por la desesperacion de los clavos y los tornilios tratando de
desenclavarse. “Las cosas tienen vida propia ~—pregonaba el
gitano con aspero acento— todo es cuestion de despertarles
el dnima.”

Mientras tanto una nifiita llenaba las paredes de la abiga-
rrada carpa del circo, mojando sus manecitas en pinturas de
colores y posandolas luego sobre la lona.
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3. Falta de informacién o informacién incorrecta.

4. Técnicas de lenguaje inadecuadas para expresar y
registrar ideas (verbal, musical, visualmente y
otras).

Facilitar el aprendizaje

Crear el clima del aula

El profesor o la profesora contribuyen a crear el “clima” del
aula que puede ser hostil o afectivo, aburrido o divertido,
pasivo o participativo, etc.

Una conducta asertiva, empatica, congruente, coherente,
firme, afectuosa, humoristica, comprensiva,... favorecen
actitudes positivas hacia el aprendizaje, evitan o disuelven
los bloqueos por miedo, aburrimiento, o cualquier otra emo-
cién negativa.

Modelizar

No podemos perder de vista que las actitudes de las per-
sonas educadoras son vias de contagio cultural y ambien-
tal. Si queremos facilitar un aprendizaje integral, conviene
gue estemos siempre vigilantes para no transmitir estilos de
percepcién, pensamiento, valoraciones y sentimientos que
induzcan a bloquear la aparicién de los mejores complejos
aptitudinales en el proceso de aprendizaje.

Diagnosticar

Una tarea fundamental del profesorado es la del diagnos-
tico. No s6lo es importante el diagnostico del error con-
ceptual previsible en una situacion dada sino también la
percepcién del estado emocional de cada una de las per-
sonas del aula, para diagnosticar el tipo de blogueo en el
gue se encuentran atascadas. Conocer el grupo social de
pertenencia facilita también el diagndstico de los blogueos
culturales previsibles.

Distintas situaciones, (ambientes, estados emocionales, fisio-
I6gicos y fisicos, entorno cultural etc.), inducen variaciones,
estimulos y bloqueos en los aspectos cognitivos, afectivos y
relacionales de las capacidades que se activan para abor-
dar efectivamente una tarea. De ello se infiere la importan-
cia de un buen diagnéstico de todos los aspectos
mencionados, para crear situaciones favorecedoras del
aprendizaje.

Disefar una estrategia para facilitar el
aprendizaje integral

1. Sumergir el disefio en el modelo coeducativo:

7. Tratamiento de la diversidad en el aula de Matematicas

Propongo considerar el término

COEDUCACION
€Oomo una opcidn educativa que:

1) incorpora valores ligados a la cooperaci¢n y al cuidado
de las relaciones de la persona consigo misma y con las
demas personas,

2) considera que esos valores, tradicionaimente conside-
rados femeninos, son universalizables,

3) entiende la necesidad de elevar el rango de esos valores
para hacerlos deseables, sacarlos de la devaluacion a
que los mantiene sometidos el sistema de género y

4) parte del interés y deseos de las alumnas y los alumnos
y por ello eleva a igual rango los asuntos de la vida coti-
diana y de la vida pblica.

En orden a conseguir una buena vida humana, en orden a
cubrir las necesidades humanas: fisicas, de seguridad, socia-
les, psicoldgicas y axiologicas.

2. Atender a las emociones como marcadores de
etapas en el proceso de adquisicion de
conocimientos y de resolucion de problemas.

Rellenar en el orden C, A, B, D, E el siguiente esquema ejer-
cita la reflexion para crear un “monitor interno” favorecedor
del autoaprendizaje.

A= EXPERIENCIA B= CREENCIAS C= CONSECUENCIAS
ACTIVADORA DEL ACERCADE LA EMOCIONALES Y
CONFLICTO EXPERIENCIA CONDUCTUALESDE |
ACTIVADORA ESAS CREENCIAS
D= DEBATE SOBRE
LAS CREENCIAS B
ECG= EFECTOS EE= EFECTOS ECD=EFECTOS
COGNITIVOS EMOCIONALES CONDUCTUALES

La tarea de la profesora o el profesor, en esta actividad
puede resumirse del siguiente modo:

1. Usar materiales cuyo discurso sea incluyente, y
que introduzcan contextualizadamente la
posibilidad de afloracion del conflicto cognitivo: (A)

2. Prestar gran atencion a los estados emocionales
para ir detectando los bloqueos previstos en el
diagnostico previo. “Escuchar empaticamente™
©y(B)

3. Discusion, confrontacion de resultados para que
afloren los conflictos cognitivos, emotivos,
culturales, relacionales: (D)

4. Disefiar actividades complementarias, enfoques |
desde distintos puntos de vista que ayuden a la
deconstruccion de preconceptos, prejuicios y
predisposiciones
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(Como habréis descubierto facilmente, esta historia es un
collage en el gue me he tomado la libertad de tomar pres-
tados unos preciosos pedazos de “Cien afios de soledad”
de Gabriel Garcia Marquez y mezclarlos atrevidamente con
los parrafos propios.)

Desarrolio de la actividad

Inmersioén

1. Lectura individual. Pensar un titulo. Descubrir las ideas
principales.

Titulos aportados:
“La vida de Melquiades"”, "La evolucién en graficas”.

ldeas principales:

La corpulencia de Melquiades, Los misterios de la vida, La
amistad, pintar la carpa, dibujar del natural, las constelaciones,
trayectorias, las gréficas.

2. Un brainstorming en pequefios grupos sobre las difi-
cultades de comprension, dudas y curiosidades que
suscita el texto inicia la inmersién en el marco de tra-
bajo. La negociacién para encontrar analogias y dife-
rencias entre las cuestiones suscitadas, permite
consensuar un replanteamiento de cuestiones que
nacen de cada una de las personas del grupo. La pro-
fesora recoge las propuestas escritas por las personas
gue han desempefiado el rol de secretarias y reagrupa
y completa las cuestiones sin desestimar ninguna:

¢ Escribir la secuencia ordenada de menor a mayor abstrac-
cién en las representaciones graficas realizadas por Miralta.
« Dibujar la trayectoria de una estrella en una noche.

* Dibujar la gréfica de la altura de una estrslla respecto a la linea
Polar-Dubhe (alfa de a Osa Menor y de la Osa Mayor res-
pectivamente), a lo largo de la noche. ¢ Es una trayectoria?

4. EN LA ETAPA DE PREPARACION
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* Dibujar el perfil de una montafia rusa. Representa la trayec-
toria del auto que te conduce en la montafia rusa.

* Dibujar la gréfica velocidad tiempo en la montafia rusa. ;Es
una trayectoria?

* ;Esla grafica de la fiebre una trayectoria? ¢ Por qué? Dibuja
sobre ella una grafica que permita distinguir facilmente los
dias de fiebre de los dias sin fiebre.

* Dibujar una grafica de la edad de Melquiades incluyendo
periodos de mueries.

* Dibujar una grafica erientativa de los momentos de avance
y retroceso que has sufrido en el aprendizaje sobre graficas
en esta actividad.

¢ ;Cuéles de las graficas que has represenado son trayecto-
rias?; ¢ Cudles no?, ; Qué representan estas tltimas?, ; Qué
"rarezas" has encontrado? efc.

3. A partir de este material empieza una fase de trabajo .
individual que permite a la profesora observar los esta- -
dos emocionales v facilitar la superacion de los blo- - -

queos realizando preguntas:

* que afiadan interés al problema si se trata de un

bloqueo por indiferencia o por la creencia en la
propia incapacidad en los primeros contactos '
con el problema.* "

® que reduzcan la euforia excesiva o el
aburrimiento de calculos interminables si ya se
ha entrado en materia

* referentes a estrategias de pensamiento®, que
permitan superar la frustracion que puede
aparecer durante el periodo de incubaciony la
impotencia que impide seguir avanzando

¢ que frenen la excesiva euforia que
frecuentemente acompafia a las intuiciones,
impidiendo una postura razonablemente
escéptica para verificar la conjetura recién
elaborada®

Referentes a lo que sé: ;has leido bien el problema?, jhas particularizado lo suficiente hasta saber qué pasa?, ,qué ideas, aspectos,
hechos parecen relevantes? ;conoces algun problema similar?

Referentes a lo que-quiero saber: ihas clasificado la informacién?, ;has descubierto ambigliedades?, ;has particularizado hasta descu-
brir el problema real? ( B

Referentes a o que puedo usar: ;jhas representado iméagenes, diagramas, simbolos que te ayuden a comprender el problema y a esta-
blecer relaciones?, ;has utilizado notacion I6gica y comoda?, ;has organizado la tarea?

EN LA ETAPA DE INCUBACION

Construir, eliminar, trabajar hacia.adelante, exponer, organizar, listar, verificar, trabajar hacia atras, asociar, clasificar, generalizar, compa-
rar, relacionar, consignar, postergar, arriesgarse, abstenerse, concentrarse, liberarse, forzarse, relajarse, sofiar, imaginar, purgar, incubar,
diagramar, planear, verbalizar, visualizar, memorizar, recordar, registrar, recuperar, buscar, seleccionar, planificar, predecir, asumir, cuestio-
nar, enunciar una hipodtesis, adivinar, definir, simbolizar, copiar, ensayo y error, hacer una tabla, estimar y aproximar, casos sencillos, reco-
nocer regularidades...

EN LA ETAPA DE [LUMINACION
Referentes a la necesaria justificacion: jpor qué?, shas hecho la prueba? ;has intentado refutar la conjetura?
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También volvio a vivir la tibia tarde de marzo en que quedd
fascinado con la mano en el aire y los ojos inméviles, oyendo
a la distancia los pifanos y tambores y sonajas de los gitanos
que una vez mas llegaban a la aldea, pregonando los (iltimos
descubrimientos.

En un rincon de la carpa, junto al cofre que contenia el enorme
blogue de hielo en cuyas agujas internas se despedazaba en
estrelias de colores la claridad del creptsculo, Miralta dibujaba
al gitano corpulento como un gran bisonte.

Miralta crecié y con ella su aficién a dibujar y a contemplar el
cielo estrellado.

Descubrit aquella estrella que, en las noches de los paises
del norte, permanece fija en su sitio toda la noche.

Observé cémo giraban en tomo a ella todas las demds, como
engarzadas en una enorme sombrilla.

Trazg lineas uniendo aguelios puntitos y cred bellos dibujos
que le recordaban las hermosas leyendas con que Melquia-
des la entretenia junto al fuego en las gélidas noches de
invierno.

La que mas le gustaba era la historia de Andrémeda, prome-
tida de Perseo e hija de la vanidosa Casiopea y de Cepheo.
El orgullo de la madre, que se crefa mas bella que las nerei-
das, hizo que los dioses condenaran a la hija a ser devorada
por una monstruosa ballena. Su prometido, Perseo, la salvé
cabalgando a lomos del caballo alado Pegaso.

Porque era la historia que més le gustaba, Miralta dibujé a
todos los personajes de fa historia en la misma regién del
cielo.

Tras varios afios de obsetvacion, aumentd ef nimero de figu-
ras hasta taf punto, que los dibujos ya no la orientaban con
suficiente precisién y entonces inventé un modo de determi-
nar y fijar las posiciones gue iban ocupando a lo largo de la
noche. Trayectorias llamaba a estos dibujos que ella imagi-
naba trazados por un luminoso rastro dejado por cada estre-
lfa sobre el encerado celeste.

José Arcadio Buendia siempre admird a la gitana, sobrina de
Melqufades, por su talento para dibujar. Primero copiando
exactamente sus manecitas sobre la carpa, luego reduciendo
¢l tamafio y dimension de los objetos o imaginandolos, més
tarde comprimiendo el tiempo para dibujar el movimiento de
las estrellas y, mas dificil todavia, de los planetas. Incluso
acertd a dibujar la forma de los palses del mundo que habia
recortido, a pesar de que ella jamas vol6 en una nave espa-
cial.

Una extrafia idea se metid en la cabeza de José Arcadio
Buendfa que le produjo una molesta y contagiosa enferme-
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dad: el insomnio. Todo Macondo la sufrié y durante casi un
afio nadie en la aldea pudo dormir ni de noche ni de dia, mien-
tras José Arcadio Buendia sofiaba despierto con explorar
otros mundos ayudado por los instrumentos de orientacion y
mapas que intuia que podian fabricarse a partir de los dibu-
jos de Miralta.

Mientras Macondo comenzaba a dormir, José Arcadio Buen-
dia y Melquiades le sacudieron el polvo a su vieja amistad. El
gitano iba dispuesto a quedarse en el pueblo. Habia estado
en la muerte, en efecto, pero habla regresado porgue no
pudo soportar la soledad. Repudiado por su tribu, desprovisto
de toda facultad sobrenatural como castigo por su fidelidad a
la vida, decidi6 refugiarse en aquel rincén del mundo todavia
no descubierto por la muerte.

Durante ese ultimo afio, en el que habfan ocurrido tantas
cosas, la sobrina de Melquiades padecié unas fiebres inter-
mitentes y ciclicas como la vida de Melquiades, como la de
Macondo, como la de las estrellas, tal vez como la del uni-
verso.

Al despertar sorprendid a todos con un nuevo sistema de
representacion que le permitia dibujar incluso aquello que
jamés tendra forma: dibuj la evolucion de su fiebre a lo
largo del afio que durd su extrafia enfermedad. Con aguel
dibujo incrementd sus artes adivinatorias, con ¢l era capaz de
acertar la fiebre que tuvo en cada momento.

José Arcadio Buendia, en su laboratorio de daguerrotipia,
mientras reproducia bisontes mecanicamente, lloraba emo-
cionado viendo cuédn ajetreados andaban Melquiades y
Miralta. Le estaban dando una prueba convincente de amis-
tad. Melgufades de su pufio y letra escribié un manual de
exploracion, de éste y otros mundos. Miralta lo ilustr6 e incluyd
algunas explicaciones que serfan muy Gtiles a José Arcadio
para interpretar los dibujos.

Asi pertrechado, José Arcadio Buendia se did a explorar lo
mas alejado y mds préximo en el tiempo, en el espacio y en
la mente.

Mientras tanto Miralta siguié con sus investigaciones graficas:
Varios fueron los descubrimientos que le fascinaron. Aquellas
graficas suaves y periddicas le permitieron ver semejanzas en
fendmenos tan lejanos como el paso de las estaciones, los
nacimientos y las muertes de Melquiades o también las explo-
siones y colapsos de! universo. Y aquellas otras guebradas
hasta la tortura en todos y cada uno de sus rincones tan
extrafias que le parecieron cuando las descubri6, ahora las
vefa en todas partes: en el bosque préximo a Macondo, en las
nubas del trépico, en las montafias de la cara oculta de fa
Luna, en las costas de Madagascar, en las hojas de los hele-
chos de la ciénaga grande e incluso en la locura de Teresa
Buendfa o en el enorme blogue de hielo del interior del cofre
del rincon de la carpa.
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* que ayuden a permanecer en cierto estado
contemplativo tras la sclucion para evitar que la
alegria del éxito impida la conveniente
comprobacion, reflexion y posible extension del
problema.”

Discusion
1. Sobre hechos, conceptos, decisiones, estrategias.
2. Semantica

3. Método cientifico
4. Posiciones de vida, habitos interpretativos

Resumen

Realizado por la persona secretaria de cada grupo, tras la
discusion interna en él, refleja, en lineas generales, el pro-
greso de las personas que lo componen, tanto en la adqui-
sicion de conocimientos como en la resolucion de
problemas y otras tareas. Es grato observar la reconstruc-
cién de la personalidad de cada componente del grupo
como pequefias revoluciones cientificas, rupturas episte-
molégicas, crisis emocionales, y revoluciones culturales a
escala individual.

Consolidacion

1. Coleccion de problemas sobre graficas de Shell Cen-
tre, adaptadas a contextos coeducativos.

2. Problema del monje de Guia y Juegos para superar
blogueos mentales.

Evaluacion

A continuacion realizo una transcripcion del dialogo man-
tenido con la alumna 1.J.C. de 22 de BUP en una clase det
curso 1994-95:

I- No fo entiendo, nunca o entenderé.
P- Deja el papel y el lapiz. Ahora dibuja en tu cabeza un punto
cuya y valga 1
i~ Ya esta.
P~ Otro
- Yaestd.
P~ Otro, otro, ofro,
|- Yaesta
P- Dibujalos todos.
I~ Yaesta

7. EN LA ETAPA DE VERIFICACION

-
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P~ Ahora ven a la pizarra y muéstranos lo que has visto
| sale y dibuja de un solo trazo, firmemente, la grafica pedida
P- ¢Dénde has buscado la solucion, en tu interior 0 en el exte-
rior?
|- En mi interior
P~ ¢Enla memoria o en tu capacidad de comprender, razonar,
generalizar, simbolizar, etc.?
I- En mi memoria no, lo he pensado, lo he sacado yo sola
Habia que ver el brillo de sus ojos y la sonrisa de satisfaccion
P- Ahora dibuja en tu imaginacién un punto con su X igual a su y
- Yaestd
P- Otro, otro, otro.
- Yaestd
P- Ahora dibtjalos todos.
|- Ya esta.
P~ Saly dibuja lo que estds viendo en tu imaginacién
Sale y dibuja la gréfica con igual firmeza que la anterior.
P Ahora recupera en tu imaginacién la grafica de los puntos con
y=t
- Yaesta.
P- Borra fodos los puntos que tienen la x negativa.
|- Yaestd
P~ Recupera la grafica de los puntos con y=x.
- Ya estd
P~ Borra los puntos con x positiva.
I- Ya esta.
P- Sal a la pizarra y dibuja el trozo que te ha quedado sin borrar
en cada caso.
| sale y dibuja con feves titubeos pero correctamente la grafica
pedida
P— Pon nombre a cada tramo.
Sale y escribe la ecuacién que cumple cada rama en la rama
correcta
P- Ofra forma de expresario serfg esta:
La profesora muestra a Isabel la formalizacién de una funcidn defi-
nida a trozos, Isabel asiente. Su expresion de triunfo corrobora que
{0 ha entendido.

A partr de este dia la actitud de Isabel fué mucho mas parti-
cipativa, se sumergié en las tareas de clase y tuvo una percepcion de
sus capacidades que la llevé a sentirse parte activa de su grupo de tra-
bajo y capaz de aprobar la asignatura. jLastima que esta revolucion
actitudinal se produjera a 2 meses de final de curso! M

Referentes a la comprobacion: ;seguro que los célculos son correctos?, ;seguro que son los mas adecuados?, json légicas y coheren-
tes las consecuencias que se deducen de esa solucion?, jcorresponde esa solucion al problema planteado?

Referentes a la reflexién: ¢has prestado atencion a tus emociones en los momentos clave de la resolucion?, ;has reflexionado sobre las
implicaciones de las conjeturas y razonamientos?, puede hacerse mas clara tu resolucion?

Referentes a las posibles extensiones: ;Puedes generalizar el problema a un contexto mas amplic?, ¢ podrias resolverlo de una forma
nueva?, jte atreves a modificar algunas condiciones y resolver el nuevo problema?
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EL TRATAMIENTO DE LA DIVERSIDAD EN MATEMATICAS

Coordina:
Fidela Veldzquez
Participantes:

Amaia Basarrate, Javier Brihuega, Marina Lovelace y Charo Nomdedeu

CUESTIONARIO PARA PARTICIPANTES

Todos somos diferentes. La diversidad en el aula proviene
de diferencias individuales basadas en multiples aspectos:
diferencias étnicas, de religion, lingUisticas, déficits cultu-
rales para el curriculo comun, diferencias ligadas al género,
a las preferencias de los padres, a las propias expectativas
en cuanto al destino social o profesional, a la diferenciacion
del conocimiento, diferencias referidas a la propia idiosin-
crasia (comportamiento, intereses, motivaciones...), dis-
tintas capacidades en aspectos relacionados con el area,
diferenciacion en los estilos cognitivos y de aprendizaje,
ideas previas y referencias subjetivas, diferencias debidas
a los ritmos diversos de trabajo o al llamado algoritmo de
actividad (secuencia de tareas tendentes a la consecu-
cién de aprendizajes), o en los tiempos empleados en los
aprendizajes etc. Centrandose en su propia experiencia:

1) Expligue el tipo (o los tipos) de diferencias que
conoce. ;Afecta de alguna manera al resto de la
tipificacion que se ofrece? ; C6mo?

2) ¢Qué tipo de creencias, expectativas y
atribuciones existen socialmente sobre estas
diferencias? ; Afectan estas opiniones a la propia
diferenciacion? ;Como?

3) La caracterizacién que ha desarrollado
anteriormente, ;,Como abordarla desde un contexto
social?

4} .Y desde un contexto pedagdgico?, ;mediante un
curriculo diferenciado, que contemple las
diferencias existentes, o integrador, que aborde
maés las semejanzas que l0s elementos
diferenciales? Ventajas e inconvenientes de ambos.

5) Entre todas las diferencias que se han expuesto, y
dependiendo del entorno, habria que priorizar unas
ante otras. Elio exige una deteccion previa de la
situacion de partida del alumnado, puesto que
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algunas de las diferencias son obvias, mientras
que otras no. ¢Cree Ud. que habitualmente este
diagndstico inicial se realiza? ¢ En qué aspectos
convendria centrarse? ;,Qué sugiere para realizarlo
o mejorarlo?

En el tratamiento didactico del &rea, y partiendo del
supuesto de las diferencias debidas a la desigual
distribucién del conocimiento, 5cémo plantear el
aprendizaje?,

¢ Abordado a partir de metodologias especificas
dentro de un grupo de alumnos diversos
(proyectos, contratos didécticos...)? ¢ Diferenciado
por niveles de conocimiento?

¢ Diferenciado por especialidades?

¢ Ofreciendo alternativas desde espacios
opcionales?

¢ Otro(s)?

Ventajas y dificultades de la(s) opciones elegidas.
¢ Coémo se abordaria el tratamiento didactico del
area partiendo del supuesto de las diferencias
debidas a la desigual utilizacion del tiempo?
:Mediante clases de recuperacion y refuerzo?

¢ Con profesorado de apoyo?

¢ Mediante técnicas de ensefianza tutorizada?
;Mediante programas compensatorios y de
estimulacion?

;Con actuaciones extraescolares de indole diversa
(especifique cuéles)?

¢ Otro(s)?

Ventajas y dificultades de la(s) opciones elegidas.
+Como se abordarfa el tratamiento didéctico del
drea partiendo del supuesto de las diferencias
debidas a las necesidades distintas de recursos
didacticos?

¢Mediante la diversificacién de los propios
materiales curriculares y en los planes o
secuencias de trabajo de los alumnos?
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especialidades; ofrecer alternativas desde espacios opcio-
nales etc.

Por otro lado, y sobre el fratamiento didactico del area par-
tiendo del supuesto de las diferencias debidas a la desigual
utilizacion del tiempo podria plantearse posibilidades diver-
sas como: clases de recuperacion y refuerzo; profesorado
de apoyo; técnicas de ensefianza tutorizada; programas
compensatorios y de estimulacion; actuaciones extraesco-
lares de indole diversa etc.

A'suvez, y en cuanto al tratamiento didactico del area par-
tiendo del supuesto de las diferencias debidas a las nece-
sidades distintas de recursos didacticos podria abordarse
mediante sugerencias que contemplen la diversificacion
de los propios materiales curriculares y de los planes o
secuencias de trabajo de los alumnos; mediante tareas indi-

7. Tratamiento de la diversidad en el aula de Matematicas

vidualizadas para los casos necesarios; mediante fichas-
guias; mediante planes de trabajo; usando materiales con
diverso grado de dificultad; mediante material disefado
para el aprendizaje independiente; mediante ensefianza
asistida por ordenador etc.

En cuanto al modelo de organizacion escolar las tendencias
podrian decantarse por la distribucién aleatoria del alum-
nado, sin ningun tipo de seleccién u organizacion previa, en
grupos heterogéneos; mediante niveles distribuidos en
forma de escuelas “abiertas”; mediante niveles de estruc-
turacion intermedia (ciclos en lugar de cursos) etc.

Por dltimo, la consideracion de la evaluaciéon como una
forma de tratamiento de la diversidad en el drea, podria
suponer el desarrollo de alternativas al modelo sumativo,
clasificatorio o jerarquico actualmente al uso M

Texto de Rosario Nomdedeu Moreno
|.B. de Almanzora. Castellén

El tratamiento de la diversidad no es un problema nuevo, pero
sf es un problema especialmente relevante en la actualidad.
La ensefianza para toda la poblacion, introduce la diversidad
de grupos sociales en la escuela, desaparece la homoge-
neidad que existia, en cuanto al grupo social de pertenencia.
Recordemos que desde la Real Cédula de 1771, pasando
por los multiples planes educativos del siglo siguiente y parte
del actual, el objetivo de la ensefianza para todos era un eufe-
mismo. Ya en la letra quedaban segregadas las mujeres,
pero en la realidad, ademas, quedaban excluidos y excluidas
las hijas y los hijos de las clases trabajadoras.

La generalizacion de la ensefianza para todos y para todas
suma, a la conveniencia de una ensefianza individualizada
en pos de un mejor rendimiento escolar, el deseo explicitado
en la LOGSE de evitar a toda costa un tratamiento discri-
minatorio en la escuela.

La coeducacion como trasversal de trasversales y el método
de ensefianza por diagnostico como estrategia de inter-
vencién, pueden contribuir al tratamiento individualizado y
no discriminador propuesto.

Pero los grupos humanos implicados en el hecho educativo
hemos aprendido bien los valores de la cultura que avala al
sistema social, los hemos interiorizado, han reestructurado
nuestra personalidad y los manifestamos claramente en el
conjunto de nuestras actitudes.Las personas jévenes nos
observan, nos miran, nos copian, nos erigen en modelos,
copian la cultura Yue tlevamos puesta a través de la imagen

que les ofrecemos, aungue mas tarde se afirmen racha-
zandola. Es por tanto una falacia pretender una educacion
integral en el seno de una cultura segregadora, e inutil
intentar un cambio de la cultura sin cambiar las actitudes
aprendidas de ella.

Nuestra cultura transmite un sistema de valores llamado por
Victoria Camps La ética de la justicia intimamente ligada al
derecho a la propiedad privada y que olvida y devalua lo
gue la misma autora denomina ética del cuidado, reservada
al ambito privado y para el sector femenino de una socie-
dad fuertemente organizada bajo los criterios del sistema
de género. El énfasis puesto desde la Revolucion Fran-
cesa en el valor de la Justicia como defensa de los dere-
chos a la Igualdad, Libertad y Fraternidad, ha degenerado,
més bien nacia ya viciado, en Justicia para la defensa de
la propiedad en el sistema capitalista de las sociedades
opulentas, y en sus necesarios subproductos: el consu-
mismo, la competitividad y el individualismo. Parece que la
igualdad y la fraternidad siguen siendo la revolucién pen-
diente, no son demasiado compatibles con ese tipo de
libertad que hemos cultivado. Incompatibilidad que explica
porqué hemos llegado a una sociedad consumista y no a
una sociedad cooperativa; porque promocionamos perso-
nas competitivas en lugar de personas competentes, o
porgue estamos sumidos en la soledad del individualismo
en lugar de trabajar nuestra individuacion.

El cambio de nuestras actitudes equivale a cambiar nues-
tras formas de percibir, pensar, valorar, sentir y actuar.

La frecuencia con que nos mostramos rigurosamente auto-
criticas las personas, o la indecisién crénica que nos agueja
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¢(Mediante tareas individualizadas para los casos

necesarios? ;Mediante fichas-guias?

¢Mediante planes de trabajo?

¢Usando materiales con diverso grado de

dificultad?

;Mediante material disefiado para el aprendizaje

independiente? ;Mediante ensefianza asistida por

ordenador?

¢ Otro(s)?

Ventajas vy dificultades de la(s) opciones elegidas.
9) ¢Qué modelo de organizacién escolar se sugiere

COmMo mMas idéneo?

¢ Distribucion aleatoria del alumnado, sin ningdn

tipo de seleccién u organizacién previa, en grupos

heterogéneos? ;Mediante niveles distribuidos en
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forma de escuelas “abiertas”? s Mediante niveles
de estructuracion intermedia (ciclos en iugar de
cursos)?
¢ Otro(s)?
Ventajas y dificultades de la(s) opciones elegidas.
10) ¢Es la evaluacion una forma de tratamiento de la
diversidad en el area?
En la linea de las propuestas didacticas que Ud. ha
ofrecido ¢podrfa describir brevemente la
modalidad o modalidades de evaluacion
(instrumentos, elementos a evaluar etc.) que
propone y sugerencias al respecto?
11) ¢Qué aspecto(s) sobre la diversidad no se ha(n)
abordado desde el cuestionario anterior y a Ud. le
gustaria resaltar o tratar? Desarréllelo(s)

Texto de Fidela Veldzquez
I.B. San Hermenegildo. La Cuesta, TENERIFE

Los problemas relativos a cémo, a través del curriculo, se
puede o debe atenderse a la diversidad constituye uno de
los nucleos de dilemas, conflictos y posibles soluciones
méas dificiles de resolver y de satisfacer en el sistema edu-
cativo, en los centros escolares, en el curriculo y en la préac-
tica de la ensefianza, particularmente en el campo de las
Matematicas.

Las ideas previas que como docentes tenemos suponen un
obstaculo para que esta atencién a la diversidad pueda
ser llevada a cabo. En efecto, mas que desde condicio-
nantes intrinsecos de la materia, el punto de partida habria
que establecerlo en el pensamiento de cada alumno o
alumna, identificando sus procesos de aprendizaje y sus
potencialidades cognitivas, sus necesidades y limitacio-
nes, su formacion e informaciones previas y considerando
la heterogeneidad en términos positivos. La preocupacion
debe estar mas en el proceso de aprendizaje de aquellos
que en el proceso de ensefianza, con el fin de organizar las
situaciones de aprendizaje en funcién de las necesidades
educativas de los alumnos y de las alumnas.

El punto de partida ha de ser el hecho de que todos somos
diferentes. La diversidad en el aula proviene de diferencias
individuales basadas en muitiples aspectos: diferencias
étnicas, de religion, linglisticas, déficits culturales para el
curriculo comdn, diferencias ligadas al género, a las pre-
ferencias de los padres, a las propias expectativas en
cuanto al destino social o profesional, a la diferenciacién del
conocimiento, diferencias referidas a la propia idiosincrasia
(comportamiento, intereses, motivaciones...), distintas capa-
cidades en aspectos relacionados con el drea, diferen-

ciacion en los estilos cognitivos v de aprendizaje, ideas
previas y referencias subjetivas, diferencias debidas a los rit-
mos diversos de trabajo o al llamado algoritmo de actividad
(secuencia de tareas tendentes a la consecucién de apren-
dizajes), o en los tiempos empleados en los aprendizajes
etc.

En general, los aspectos resefiados anteriormente no son
independientes unos de otros. Es preciso delimitar cuéles se
interrelacionan con el resto y cémo; gué tipo de creencias,
expectativas y atribuciones existen socialmente sobre estas
diferencias y cémo afectan estas opiniones a la propia dife-
renciacion, si se pretende conocer el origen de las diferen-
cias. Asi, una vez situados en el contexto real de las mismas,
y auin no teniendo acceso a abordarlas desde un contexto
social, podrfamos hacerlo desde un contexto pedagogico.

El debate se centrard, pues, en qué modelo de actuaciones
pedagogicas es mas idéneo para sujetos diferenciados por
la multiplicidad de situaciones expuestas. Las posturas de
los integrantes de la mesa podrian apuntar hacia el uso de
curriculos diferenciados, que contemplen, reproduzcan o
estimulen las diferencias existentes, o integradores, ten-
dentes a suprimir las diferencias discriminatorias, que abor-
den mas las semejanzas que los elementos diferenciales,
siendo estos Ultimos considerados como elementos curri-
culares enriquecedores.

En cada uno de los casos el tratamiento didactico del area
ser distinto. En particular, y partiendo del supuesto de las
diferencias debidas a fa desigual distribucion del conoci-
miento se puede plantear el aprendizaje abordado a partir
de metodologias especificas dentro de un grupo de alum-
nos diversos (proyectos, contratos didacticos...); diferen-
ciado por niveles de conocimiento, diferenciado por
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9. Influencia de las Nuevas Tecnologias

9. Influencia de las Nuevas Tecnologias en
el curriculo y en la intervencion educativa

INCONVENIENTES DE LA UTILIZACION
DEL ORDENADOR EN EL AULA

Antonio Gonzalez Rebés

Dpto. Tecnologias Especiales Aplicadas a la Telecomunicacion.

La introduccion de las nuevas tecnologias
de la informacion en el aula y en concreto
del ordenador plantea serios problemas a
los ensefiantes. Hay importantes
inconvenientes asociados a su uso,
probiemas fisiolégicos, problemas
psicolégicos y problemas derivados de las
limitaciones técnicas de los productos. Con
todo el problema mas grave es la
dependencia que genera. En la ponencia se
intenta poner de manifiesto cual es el precio
que se paga por el uso de tan poderosa
herramienta.

a aparicion de una nueva tecnologia produce siempre

inquietud en cualquier campo de actividad. Las per-

sonas, al menos las personas sensatas, del sector
implicado, se sienten obligadas a conocer los avances que
se proponen, a evaluarlos y a adoptarlos en su trabajo si la
evaluacion resulta positiva. Las nuevas tecnologias de la
informacion en general y la llamada revolucion informatica
en particular, estan incidiendo en todos los sectores de
actividad humana, desde la construccion o la industria a la
economia y la organizacion social pasando por la ciencia y
¢cémo no? por la ensefianza. Y esto es solo el principio,
todos lo sabemos.

Incluso, los aspectos informéticos de la ensefianza que
vamos a comentar pueden estar ya anticuados, el ordena-
dor no es hoy lo que era hace pocos afnos. Mas que una
maquina auténoma, el ordenador es ahora una conexiéon a
la red, una puerta por la que uno se comunica con un
mundo de informacion insospechado. Casi todos los cono-
cimientos de la humanidad circulan hoy por la red y los

Universidad Politécnica. Madrid

tenemos en nuestro terminal si sabemos acceder a ellos. No
es una utopia, todos los centros universitarios estan ya
conectados en nuestro pais y los de Ensefianzas Medias 1o
estaran en breve.

El ordenador es una herramienta de uso general, permite
procesar grandes cantidades de informacién en poco
tiempo, modelar y simular procesos, crear incluso “realida-
des virtuales” vy, lo que es mucho més importante en la
ensefianza, presentar la informacién de forma atractiva y
transmitirla con gran eficacia. La primera consecuencia es
inmediata: los ensefiantes tenemos la obligacion de cono-
cer esta herramienta y sus posibilidades, revisar nuestros
métodos de trabajo a la vista de las posibilidades que
ofrece, estudiar sus ventajas y también sus inconvenientes.

Agul es donde quiero proponeros un conjunto de reflexio-
nes, mas con el animo de ordenar y sistematizar los argu-
mentos en los que todos hemos pensado alguna vez que de
descubrir otros nuevos. Hay suficientes, en favor y en con-
tra, como para justificar un rato de reflexion y para asegu-
rar que no va a ser estéril.

El uso del ordenador en la ensefianza, como las medicinas,
viene acompafiado de unas instrucciones del fabricante. El
folletito empieza diciendo en letras muy grandes: “Superpi-
ridona. El remedio de todos los males”. A continuacion, con
letras algo mas pequefias “Indicaciones: se aconseja para
el tfratamiento de enfermedades renales y para sindromes
agudos...” (no era el ungUento amarillo). El siguiente tamafio
de letra se emplea para otro epigrafe “Posologia: adminis-
trar bajo supervision médica dos comprimidos cada siete
horas durante...” (jno te pases!). La letra ha decrecido de
forma alarmante. Con una lupa todavia podemos descifrar
otros epigrafes: “Contraindicaciones; Efectos secundarios;
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por el miedo exagerado a equivocarnos, el excesivo miedo
a desagradar, el perfeccionismo, el sentimiento de la cul-
pabilidad, la hostilidad siempre a flor de piel, 0 nuestra
hipersensibilidad a la critica, el “hoy estoy depre”,... son cla-
ros indicadores de que el conjunto de actitudes que mos-
tramos las personas de las sociedades opulentas hacia
nosotras mismas y hacia las demas personas son poco
saludables.

Al conjunto de actitudes que la persona muestra hacia si
misma le llamamos autoestima.

Es bastante coherente gue mostremos actitudes negativas
hacia las demés personas cuando nuestra autoestima es
deficitaria pues la persona con autoestima positiva acepta
el hecho evidente de la interdependencia humana, y se da
cuenta de que ni puede, ni le interesa, vivir aislada e inde-
pendiente de las demas, respeta, es solidaria y tolerante
consigo misma y con las demdas personas, persigue la
armonia en las relaciones con las demas personas y con-
Sigo misma.

En cuanto a la intervencion del profesorado en el trata-
miento de las diferencias, a parte de modelizar con actitu-
des de autoestima positiva, una tarea fundamental es la del
diagnéstico. No sélo es importante el diagnéstico del error
conceptual previsible en una situacién dada sino también la
percepcion del estado emocional de cada una de las per-
sonas del aula, para diagnosticar el tipo de bloqueo en el
gue se encuentran atascadas. Conocer el grupo social de
pertenencia facilita también el diagndéstico de los blogueos
culturales previsibles.

7. Tratamiento de la diversidad en el aula de Matematicas

1. Usar materiales cuyo discurso sea incluyente, y
que introduzcan contextualizadamente la
posibilidad de afloracién del conflicto cognitivo.

2. Prestar gran atencién a los estados emocionales
para ir detectando los bloqueos previstos en el
diagnéstico previo. “Escuchar empaticamente”.

3. Discusion, confrontacién de resultados para que
afloren los conflictos cognitivos, emotivos,
culturales, relacionales.

4. Disefiar actividades complementarias, enfoques
desde distintos puntos de vista que ayuden a la
deconstruccion de preconceptos, prejuicios y
predisposiciones.

5. Reconstruccion del mapa conceptual, del propio
autoconcepto, de la estructura cognitiva, de la
propia personalidad y de la estructura de relacién
con el grupo.

Todo ello sumergido en el marco del modelo coeducativo
definido como una opcién educativa que:

1) incorpora valores ligados a la cooperacion y al
cuidado de las relaciones de la persona consigo
misma y con las demas personas,

2) considera que esos valores, tradicionaimente
considerados femeninos, son universalizables,

3) entiende la necesidad de elevar el rango de esos
valores para hacerlos deseables, sacarlos de la
devaluacién a que los mantiene sometidos el
sistema de géneroy

4) parte del interés y deseos de las alumnas y los
alumnos y por ello eleva a igual rango los asuntos
de la vida cotidiana y de la vida publica.

En orden a conseguir una buena vida humana, en orden a
La actividad en el aula puede disefiarse siguiendo los pasos cubrir las necesidades humanas: ffsicas, de seguridad,
siguientes: sociales, psicoldgicas y axiolégicas
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Como la falta de recursos, hay otro aspecto, tal vez coyun-
tural, que afecta a la calxdad de la ensefianza que se
lmparte actualmente a traves del ordenadory es la falta de
imaginacion, expllcable y hasta dlsculpable por la novedad,
con que los ensenantes hacemos uso de las nuevas herra-
mlentas Usar un ordenador como calculadora 0como Ilbro
de texto, que son las dos formas mas frecuentes, es pagar
la factura de los inconvenientes que antes mencionaba, sin
obtener a cambio las ventajas que podrian obtenerse de
una herramienta tan poderosa. La mayoria de los programas
que se usan en la actualidad son o puramente operativos
(ordenador como calculadora) o meramente informativos
(como libro de texto) y generalmente sin planteamientos
didacticos serios. Suele ser el profesor el encargado de
sacarles partido y suele no saber hacerlo.

tante durante mucho t!empo. Menester es darse Quenta que
los fabricantes de progkamas de ensefianza son empresas
cuyos objetivos son los beneficios econémicos en un mer-
cado Compé_titivo. Hay que generar productos atractivos a
minimo coste y plazo, hay que invertir en los argumentos de
venta, hay que hacerlos simpaticos para que los padres y
las instituciones entren en el juego. Se cuidara mas el atrac-
tivo de |os colores y el “disefio gréfico” que el rigor cienti-
fico de los contenidos. Conceptos como el aprendizaje
significativo quedan claramente fuera de los objetivos del
mercado. ’

También sucede que la tecnologia informética que se utiliza
en su creacion, conceptos como multimedia, interactividad,
programacion orientada a objetos, etc. reguieren un alto
grado de especializacion en los programadores. Resulta
que el ensefiante no se entiende con el informatico, sus
mundos estan muy alejados y no hay comunicacion entre
elios. Contrartamente a lo que sucede con los libros de
texto los programas los hacen los mformatlcos sin inter-
vencion de Ios docentes. Hemos dejado la generamon de
herramlentas dldactlcas en manos de gente sin conoci-
mlentos del mundo de la enseflanza y eso se nota en
muchos de los programas que hay enel mercado Lai inco-
municacion entre los sectores generador y consumidor de
aplicaciones d|dact|cas es grave e imposibilita la realimen-
tacion necesaria para mejorar Ios productos

Un problema muy grave que se presenta en las aplicacio-
nes didacticas, producido sin duda por la desconexson
entre el programador y el usuario, es la amplitud de la
estructura que vertebra los conten;dos. El alumno que reco-
rre el programa, tras una fase de exploracion suele encon-
trarse perd|do en Ia estructura del programa no sabe en
que punto esta ni como se relamonan los mensajes que va
reC|b|endo Le faltan referenmas globales para situar cada
dosis de mformamon ensu contexto Los sucesivos mveles
de concremon y las detailadas ayudas que se lncluyen lle-

9. Influencia de las Nuevas Tecnologias

gan a despistar al usuario y a distraer su atencién de| dis-
curso principal. Cuanto mas atractivag sean las imagenes
mds actuardn como distractor. Solamente una busqueda
gwada por un ObjethO muy concreto podra evitar este pro-
blema y aun asi, al explorador le costara un esfuerzo de
voluntad seguir el camino adecuado

Mencion aparte merece el lenguaje. Como consecuencia
del factor de escala que se necesita para competir en el
mercado de las aplicaciones de enseﬁénza por ordenador,
los programas se hacen en inglés, solo un mercado mundial
permite rentabilizar las inversiones, y se traducen al espa-
fiol, frecuentemente por personas no expertas en Mateméa-
ticas ni en ensefianza. El resultado suele ser penoso, los
textos originales suelen redactarse con un vocabulario muy
pobre para facilitar las traducciones y estas se hacen sin
demasiado cuidado. Si antario se decia que el aprend|zaje
del idioma se hace a fravés de la Iectura hogafio hay que
tener cuidado con lo que se lee, o entre el lenguaje perio-
distico y el informatico terminaremos por destruirlo. ,Como
se ensefia Mateméticas 0 cualquier otra materia a alumnos
con serias dificuftades de comprension de su propia len-
gua? ;Cémo se introducen los conceptos mateméaticos
fhediarite términos imprecisos 0 ambiguos?

La universalidad del mercado también reduce la eficacia
de los mensajes. Sabido es que para motivar a alumno con-
viene mostrarle aplicaciones de la materia que se le ensefia
proximas a su vida cotidiana. En Matematicas ese factor es
muy importante, el alumno busca inconscientemente, entre
la abundancia de conocimientos q_ue se le transmiten, aque-
llos que siente que “valen para algo” y a ellos dedica mas
atenmon Las diferencias de estructura y orgamzamon somal
pooo cosas como cuantos aores t|ene eI jardln de los veC|-
nos o cudl es la duracion del trayecto entre San Franmsco y
Los Angeles EI colonlallsmo cultural estd tamb|en en los
ordenadores y tiene un doble efecto perverso. '

Los programas que se usan actualmente en la ensefianza
de las Matematicas aprovechan re!at|vamente b:en una de
Ias cuahdades mejores de los ordenadores su capamdad
para hacer y presentar la mformamon de modo gréfico. Es
ewdente que la representacion gréafica de una funcion
ensefia mucho sobre ella, permite estudiar sus caractens—
ticas y deducir prop|edades Las graficas en la pizarra han
SIdO siempre una herram|enta muy usada por los profesores
aunque su realizacion resultaba trabajosa y los efectos no
siempre eran los deseados El ordenador aporta rap|dez y
versatlhdad en la representamon gréfica, podemos cam-
blar las escalas de modo instantaneo, aproximarnos a los
efectos locales, trazar tangentes etc., aunque no siempre
vamos a conseguir [o que gueremos si no sabemos sus
||m[taolones Aln en este aspecto, el mas fuerte en teoria del
ordenador hay ||m|taC|ones y conviene conocerlas
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Intoxicacion y tratamiento...”. Las cosas no son exacta-
mente como parecian. Los intereses comerciales de los
laboratorios (y de los fabricantes de informatica) son muy
poderogos, la |nforma0|on se transmite de modo que
induzca a error al cliente incauto.

Siguiendo con el gjemplo, de vez cuando encontramos
publicidad de una nueva version de un medicamento:
“Superpiridona 1. No produoe molestias gastrloas
iCarambal, en la version anterior no se decfa que las pro-
dujera. jHay algo de esto en la publicidad de ordenadores
equipados con monitores “de baja radiacion”? ;No era insig-
nificante la radiacion de los monitores antiguos? Aqui surge
un primer dato para abonar el miedo a la informatica:
cuando la mformamon sobre las ventajas e mconvenlentes
de un producto esta controlada p_or el fabrlcante, el usuario
pisa terreno poco firme. Frecuentemente descubriremos
que el producto producia problemas cuando el fabricante

nos mforme que su ultzma version los resuelve.

Hay ademas, en la ensefianza, un ingrediente afiadido:
cualqmer moonvemente se multiplicara por un elevado
ndmero de “victimas inocentes”, los alumnos.

Los efectos fisicos de la utilizacion del ordenador son poco
temidos. Todos hemos eido hablar de estudios sobre pér-
dida de agudeza v:sual sobre problemas articulares pro-
vocados por los teclados, lesiones de columna, etc. Sin
embargo, casi nadie considera esos argumentos como
decisivos, ni siquiera importantes, a la hora de planificar una
actividad docente informatizada. La inquietud, de momiento,
la dejamos para los smdncatos y la referimos a los profe3|o-
nales de la mformatloa Consideramos que los problemas
solo afectan a quienes pasan | muchas horas frente al orde-
nador, no a nuestros alumnos.

He aqui el segundo mulhphcador si de un debate serio se
deduce que la ensefianza por ordenador es buena en Mate-
maﬂoas por las mismas lo seré en CC. Naturales, en Len-
gua epc. y estaremos condenando a los alumnos a pasar
muchas horas conectados a la maquina (como los profe-
sionales de la informatica). La preocupacion de los sindi-
catos habra de extenderse a las APA, habra que estudiar
reglamentos de seguridad e higiene en el aula y crear una
Inspeccion especifica.

Dejando de lado, de momento, los efectos fisicos, hay mas
efectos |ndeseab|es que derivan de la ensefianza por orde-
nador en general sin entrar todavia en el campo de las
Matemat|cas Los efectos psicologicos merecen tamblen
algunos comentarios. El mas temible, quiza, es la * ‘Infode-
pendenma segun ef termino acufiado por el profesor Bala-
guer. El efecto esta bastante estudiado en el caso de las
maqumas Calculadoras los a!umnos se encuentran inca-
paces de resolver problemas sin maquina, tlenden a auto-
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limitarse, tienden a plantear la resolucion de los problemas
en funcion de las herramientas disponibles y se bloquean
cuando lo Unico que tienen es su cabeza. Tienden a creer
en Ia infalibilidad de las maquinas y a descargar su res-
ponsabmdad en ellas. El problema afecta a toda la socie-
dad pero como siempre, los jovenes estan més
desprotegldos Podemos IIegar a crear una generacion de
“terminales biolégicos” de ordenador, en lugar de seres
pensantes. '

Tal vez sean exagerados estos planteamientos; a pesar de
todo, la gente sabe andar cuando se les estropea el coche,
pero lo que parece claro es que muchas de las facultades
que hoy encuadramos bajo el concepto de inteligencia pue-
den sufr|r un anquilosarmiento por falta de uso si dejamos a
cargo de las maquinas la “funesta mania de pensar’. Es
claro que el espiritu critico, base universalmente admitida
del progreso, se resentira de la existencia de maquinas
Que nunca se equivocan.

Habra que volver sobre los planteamientos globales de la
ensefianza con ordenador, no obstante, vamos a cambiar de
punto de vista y a aproximarnos mas al dia a dia del aula de
Matemancas Aqui las cosas se ven de otra manera, empe-
zando por un problema aparentemente tr|v1al no podemos
ensenar Matematicas con ordenador en unos ordenadores
inexistentes o inoperantes, con unos programas que tam-
poco tenemos y que no sabnamos manejar y todo esto sin
una formamon |nformat|ca previa del profesor

La experiencia demuestra que en el aula de ordenadores,
el profesor dedica mas tiempo a resolver problemas infor-
maticos (avenas ordenadores “colgados”, redes que “se
caen’, etc ) que a labores propiamente docentes.

Los profesores necesitan tiempo para aprender el funcio-
namlento y manejo de las maqulnas para estudlar y evaluar
los programas, para disefiar estrategias de ensenanza-
aprendizaje, mlentras que en la practlca se dedican a bus-
car recursos para equipar las aulas, a tareas de
mantenimiento de maquinas y a Justlﬁcar el uso de unos
medios que se les han dado a titulo experimental y de los
que se les van a pedir cuenta de resultados. En estas con-
diciones, la metodologia de trabajo puede no ser la mas
adecuada Con toda probabmdad el profesor se dedicara a
ensefiar el uso de un programa que sera el que buena-
mente tenga a mano (no el bueno) y ademas no le podra
sacar el partido deseable

No sabemos si |a ensefianza con ordenador es 0 no la
panacea pero desde Iuego en Ias cond|C|ones actuales
dela mayor|a de los centros de ensenanza no deja de ser
una utopla Tal vez t|empo se encargue de resolver este
problema pero es claro que hoy eI pr|nc1pal enemigo del
ordenador es su ausencia.
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EL IMPACTO DE LAS CALCULADORAS GRAFICAS EN LA ENSENANZA
DE APLICACIONES MATRICIALES A NIVEL PREUNIVERSITARIO

n los Ultimos ocho afios, las promesas de la década

de los setenta sobre el posible impacto en la ense-

fianza de la tecnologia en general y de los ordena-
dores personales en particular, han empezado a
materializarse. En matematicas, encontramos la segunda
generacion de las calculadoras gréficas y los sistemas alge-
braicos para ordenadores con capacidades para hacer
gréaficas de funciones y llevar a cabo complicados calculos
numéricos o simbdlicos en un tiempo despreciable. Al
mismo tiempo, el costo de estos equipos se ha ido abara-
tando y se prevee que los incrementos en ventas, que
empiezan a ser masivos, producirdn una reducciéon mucho
mayor del precio actual. Las repercusiones del uso de estas
tecnologias en el salén de clase tienen el potencial de afec-
tar substancialmente no sélo el curriculo, sino que tambien
la metodologfa tradicionalmente usada en la ensefianza de
matematicas.

En lo que sigue, a menos que se especifique lo contrario,
cuando usamos la expresion calculadora gréfica o simple-
mente calculadora, nos referiremos exclusivamente a las
calculadoras que estan actualmente en el mercado, tales
como los modelos TI-81 y TI-82 de Texas Instruments, o
cualquier otra marca como Casio, Sharp, etc., con capaci-
dades comparables.

Sin tratar de ser exhaustivos, mencionaremos algunos de los
factores que pueden contribuir a los cambios a que aludi-
mos. En primer lugar, las nuevas tecnologias nos permiten
usar distintos enfoques a la hora de presentar un concepto
o de resolver un problema. Asi por ejemplo, en adicion al
enfoque algebraico tradicional de cémo resolver una ecua-
cién, con la calculadora tambien podemos presentar méto-
dos numéricos y gréaficos. Esto no soélo permite un
tratamiento unificado del tema, sino que tambien amplia la
vision del estudiante tanto al construir un concepto como al
aplicarlo. En segundo lugar, el poder llevar a cabo verda-
deras proezas numéricas y gréficas sin mayor esfuerzo,
promueve el que problemas tradicionalmente reservados
para universidad se hagan accesibles a nivel de bachille-
rato. Al mismo tiempo, estos nuevos enfoques o incluso las
operaciones programadas gque las calculadoras proveen,

Antonio R. Quesada
Universidad Akron. Estados Unidos

nos ofrece la alternativa de facultar a personas que nunca
han estudiado, digamos célculo, para usar modelos mate-
maéticos tradicionalmente reservados para los que estudian
esta disciplina.

Consideremos como un primer ejemplo los problemas de
optimizacion. Tradicionalmente, no era sino hasta que un
estudiante aprendia a encontrar los extremos de una funcion
usando calculo diferencial, que se empezaba con estos
problemas. Sin embargo, el uso de la calculadora grafica
permite obtener directamente los extremos de una funcion
continua sin necesidad del calculo diferencial. ¢Es razona-
ble seguir presentando estos problemas como una aplica-
cion del célculo, o dada su relevancia deberiamos
presentarlos en una etapa mas temprana y permitir que el
célculo de extremos se haga con una calculadora? El argu-
mento a favor de la necesidad de usar célculo por ser el pro-
ceso que produce “soluciones exactas”, ignora por
completo que la industria usa resultados decimales con
una precisian mucho menor que la que obtenemos con una
calculadora.

En forma analoga, el andlisis de la grafica de una funciény
la solucién de ecuaciones que contienen funciones alge-
braicas y transcendentes, o incluso ecuaciones algebrai-
cas con soluciones irracionales no podian ser presentadas
antes de estudiar calculo. Aln entre aguellos que estudiaban
célculo, el nimerc de estos ejemplos que resolvian y el
grado de dificultad de los mismos, estaban limitados por la
considerable inversion de tiempo que conlleva resolverlos
con papel y lapiz, adn cuando se use una calculadora cien-
tifica. La necesidad de alcanzar un nivel aceptable de
eficiencia en el uso de algoritmos, sin los que no era posible
resolver la mayor parte de los problemas, trajo como con-
secuencia un gran énfasis en el aprendizaje de los procesos
algoritmicos. A menudo, este enfoque permitia dedicar muy
poco tiempo a los conceptos matematicos subyacentesy a
su aplicacion a la resolucién de problemas del mundo que
nos rodea. No es de extrafiar que se haya encontrado [2]
gue un porcentaje alto de estudiantes que han estado estu-
diando célculo diferencial e integral, no pueda contestar
correctamente preguntas elementales sobre conceptos basi-
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La limitacién primera de los graficos por ordenador es la
resolucién. Los monitores que se utilizan son raster, matri-
ces de puntos coloreados. En una resolucion estandar VGA
el nimero de puntos que se representan es 640x480 y la
representacién de una funcién en estas condiciones puede
no ser adecuada. La continuidad de la curva hay que ima-
ginarla ya que en pantalla parece lo contrario. Ademas los
escalones en la representacion se notan mas en unas direc-
ciones que en otras. La visualizacién de una grafica en una
pantalla VGA es bastante burda, las intersecciones no siem-
pre se ven bien y eso obliga frecuentemente a hacer un uso
excesivo del zoom.

Aqui surge un problema adicional. El zoom es un salto, un
proceso necesariamente discontinuo ya que la maquina
necesita recalcular todos los puntos de la pantalla. Fre-
cuentemente el alumno se pierde y se le escapa la rela-
cion entre la zona ampliada y la curva original. No solo a
los alumnos les pasa eso, la experiencia de los usuarios
de informética grafica demuestra que las mayores inver-
siones se hacen en la pantalla, buscando monitores de
gran tamafio y alta resolucion, precisamente para usar el
zoom lo menos posible. Utilizar adecuadamente el zoom
en una pantalla gréafica de baja resolucion es tarea que
requiere entrenamiento y exige capacidad del usuario
para mantener en la mente simultdneamente las dos vis-
tas del grafico.

El otro problema asociado al caracter raster de la repre-
sentacion en pantalla es la imposibilidad de establecer una
correspondencia biunfvoca entre la informacién que guarda
el ordenador y su representacion en pantalla. Resulta impo-
sible seleccionar un punto del plano en una pantalla ya que
el ratén nos permitira solamente posicionar el cursor en el
punto de la matriz méas préximo al gue buscamos. Esta limi-
tacién no resulta natural a un principiante y desvia los
esfuerzos de aprendizaje en direcciones indeseadas.

Cabe pensar que los problemas derivados de la tecnolo-
gia disponible seran resueltos, o al menos paliados en un
futuro préximo. Los programas van a mejorar, incluiran

9. Influencia de las Nuevas Tecnologias

cada vez mayores cantidades de “inteligencia” y permiti-
ran a los alumnos el aprendizaje de las Matematicas sin
tener que estar pendientes de los aspectos informaticos
de la herramienta. Los dispositivos de visualizacién tam-
bién van a evolucionar bastante y sobre todo, los disefia-
dores de aplicaciones aprenderan a utilizar mejor las
maquinas, a no abusar de la densidad de informacién que
se transmite en cada pantalla y a buscar formas de repre-
sentacion que minimicen los efectos extrafios. El verdade-
ro protagonista de la ensefianza volvera a ser el profesor.

Volvemos al origen. El ordenador llegara a ser un ayudante
estupendo en los procesos de ensefianza-aprendizaje pero
todavia hay que investigar, experimentar, evaluar. Parece
que el uso mas adecuado de las herramientas informaticas
es el apoyo a los procesos de investigacion. La maquina se
utiliza como biblioteca, el alumno busca la informacién que
necesita para resolver problemas planteados por el profe-
sor y de paso aprende estrategias y contenidos. El verda-
dero valor de la herramienta se pondra de manifiesto
cuando los alumnos aprendan a “navegar” por ella bus-
cando informacion o ayudas.

Todo esto, bonito en teorfa, plantea dificultades en cuanto
a organizacion de los recursos y en cuanto a control de las
actividades. Cuanto mas libertad se da a los alumnos para
usar el ordenador a su manera, mas probabilidades hay de
encontrarnos con un aula de videojuegos o con una fabrica
de virus. Cualquier alumno tiene imaginacion suficiente para
encontrarle a la maquina cientos de aplicaciones diferentes
a las que hablamos previsto. Esto nos lieva a otra paradoja
aparente: el uso de los medios informaticos no descarga de
trabajo al profesor sino que exige de él mayor esfuerzo y
dedicacion.

El fenémeno se produjo ya en otros campos, la maquina que
debia simplificar tareas y evitar la dedicacién de las perso-
nas a actividades tediosas o repetitivas, se erige en fuente
de trabajos aun mas latosos que los que debia sustituir.
Nos queda la vaga esperanza de que la calidad final del
producto haya mejorado W
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Ya que antes o después los estudiantes que usan calcula-
doras van a enfrentarse con errores de redondeo 0 resulta-
dos racionales en forma decimal, las siguientes sugerencxas
pueden ser de interés. Si como resultado de una operacion
algunos de los elementos de una matriz son de |4 forma
2.15E-12, podemos usar Round(A 0) para reducilos a cero.
Si se desea obtener A" con elemernitos enteros, pode

(det (A)A ) en Ia TI-81. En la

mos usar A'= 3

et( )

> Frac

TI-82, basta con usar para cambiar los ele-

mentos a fracciones.

Por Ultimo, debe sefialarse due si A es |nver3|ble pero sus
elemenitos son casi iguales a los de una matriz smgu!ar B,
el error de redondeo puede hacer dificil el calculo deA™. De
hecho, si A es la matriz de los coeﬂmentes de un S|stema
lineal cuadrado, el sistema sera muy sensible a pequenos
cambios en los valores de los coéficientes. Consideremos
por ejemplo, los siguientes dos sistemas:

5x+6y—11 5x+6y_11
49975x+6y 33 499+6y .33

cuyas soluciohes son, respectivamente, (- 8800, 7335 16)y
(-2200, 1835. 16) Es sorprendente la diferencia enfre las
solumones que in cambio tan pequeno como 0.0075 ef el
valor de un coeflmente ha produ0|do Los estudlantes cap-
tan facﬂmente | raz6n que Just|f|oa el comportamlento de
estos S|stemas ¢con sélo peditles qlie los comparen gon el
sistema mcompatlble.

5x + 6y = 11

4x + 6y = 33
Problemas como el anterior due estaban reservados tradl-
cionalmente para los estudiantes un|ver3|tar|os de Analisis

Numérico, pueden, con un esfuerzo minimo, y en nues{ra

opinién deben sef presentados anivel preumversﬁano

Del mismo modo pueden mcorporarse al estudio del alge-
bra de matrices contraejemplos alas propledades clésicas
de los numeros reales, los cuales constituyen la base pri-
mordial para la intuicion numérica de los estudiantes de

bachilierato. Asl por ejemplo, una vez que las matricés

{01’ 1} . {1,23}
D= 001y E=000
000 000

se han entrado en la calculadora toma tan solo i Unos segun-
dos calcular DE ED y D°. A, sin perdida de tlempo los
estudiantes observan no sélo la falta de commutatlwdad en
el producto 5inc también la existencia de d|V|sores de cero
y de elementos mlpotentes ausentes naturalmenté del
cuerpo de los ndimeros realés.

9. lifluencia de las Nuevas Techoiogias

Esté claro que el Usar calculadoras para resolver sistemas
de eouaCIOnes o para llevar a cabo célculos con matnces
o determinantes, reduce el tiempo que tradicionalmente
hecesitamos para cubrir estos temas. Ademas, algunos
temas como la regla de Crarier o el calculo de determi-
nantes pueden omitirse por completo. Por ditimo, las des-
trezas algebraicas que los estudiantes deben adguirir al
estudtar algunos de los algontmos tradicionales del aigebra
de matrices, ho deben ser tan Sofisticadas ¢omo lo han
sido hasta ahora. El objetivo de mantener alguhos de estos
algoritmos sera el de facilitar la comprension de los con-
Ceptos involicrados, no el de depender manualmente de los
mismos para obtener tesultados confiabies. El ahorro de
tiempo que estos cambios reportan puede usarse para
estudlar algunas de la aplicaciones matriciales que permi-
ten resolver modelos matematicos de variable discreta.
Estos modelos, que se hari hecho més relevantes al aumen-
tar el uso que la industria hace de los mismos, suponén
laboriosas operaciones' con matrices que la calculadora
graflca simplifica. Veamos alguno ejemnplos.

Il. Unia Aplicacién de Redes

Los puntos A B CyD én el dlagrama dado representan
cuatro equlpos de rescate en una reglon montafiosa. Las ﬂe-
chas indicari las p03|bles transm|S|ones de radio. Asi por
ejemplo el equipo de rescate D puede comunicarse direc-
tamente con .C pero no con A. D $6lo puedé comunicarse
con A dé forma indirecta usando C como relevo. (,Cual es
el mmlmo numero de relevos que garantlza que todos los
equos puedan cofrunicarse entre si? ; Qié equipos nece-
sitan al menos dos relevos? ;Méas de dos relevos?

Entumeremos los eqmpos A, B,Cy b oon 1 2 3y 4. Ska M
la matriz de incidencia del grafo donde

il (1 , siel éqUibo i puedé comunicarse direbtamen;[e con el 1
(M)m:{ 0 .
, €N £aso contrario::
ABCD .
g 0111 2101
esto 6sM= c } ?8? . Considéremos M2= (1) 1 ;8
DLOO10 1101
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cos de funciones de variable real. Es deir, Ia habilidad de

Hevar a4 ca procesns ri' )H (YHUOS TG Ll ai I{rt [Tl
poder lievar a Cabo procesos a Sritmisss He jarantiza |3
oomprensron de los conceptos matematrcos rnvolucrados
Por otro lado \ varros estudros han encontrado que, aun man-
tenrendo el contenrdo tradrcronal el uso de la calculadora
grafroa puede ayudar a mejorar la ejecucion y el hivel de
comprension de éstudiantes de precalculo y célculo ([7], [8])

sin detrimento aparente de sus habilidades algorrtmrcas

Es evrdente quie eni el futuro muchos de los algoritmos tra-
drcronales sufriran la suerte de la raiz cuadrada. Por otro
lado no podemos deshacernos de un proceso matematico,
por el hecho de que una magquina pueda llevario a cabo con
mayor rapidez y precision, sin oonsrderar cuidadosarmiente
los beheficios pedagogrcos diie la bractica de ese proceso
pueda generar Pasara algun trempo antes de que, en las
distintas areas, se encuentre un balance entre io que debe-
mos mantener y o que podemos eliminar. Pero cada vez
parece mas claro que, eri la fmayor parte de los casos, la
meta serd gl entender la esencia de los algorrtmos én &l
contexto de ia teorra ala que pertehecen, y el poder apli-
carlos valiéndose de unia maquina.

La cantrdad de trempo necesarlo para llevar a cabo opera-
ciones con matrrces asf como para evaluar determinantes
con papél y laprz constltuye Ia | razon prrmordral por la que
los modelos de variable discreta que comprenden el uso de
matrices 1o frguran en el Currrculo de bachillerato. Sin
embargo, si i0s criterios que usamos para seleccronar los
modelos matematrcos que se ensenan a este nivel rncluyen
a) la varredad e rmportancra de Ias aplrcacrones que el
modelo provee al mundo que hos rodea y b) ia accesrbrlr-
dad del estudlante al nivel de sofisticacion de los conoep—
tos y operaciones que el modelo involiicra, se hace dificil
justificar como, con las facilidades matriciales de las moder-
nas calculadoras algunos de estos modelos de uso fre-
cuente en la industria pueden ser excluidos dél curticulo de
bachillerato.

A contintacion presentamos lo que bodrla ser a) el mrifnimo
a cubrirse con relacron a sisteras de ecuacrones lineales,
y b) algunos ejemplos de modelos matematrcos de varrable
discreta tradrcronalmente reservados para cursos unrversr-
tarios, no tafito por su complejrdad siho por la dificlitad de
165 calculos matriciales que requreren Estos y otros mode-
108 han empezado a aparecer én hbros de texto de miate-
méticas para estudrantes de bachiflerato ([1] (31, [4], [51;
[ ). Consrderamos que 3l eliminar la dificuitad de ias ope-
racrones ¢on matrrces Via el Uso de calculadoras graﬁcas los
modglos pueden ser presentados a hivel preliniversitario.

I. Sistemas de Ecuacichés Lineales
El tso de Ias calculadoras graﬁoas tacilita el complementar
desde un prrncrpro la presentacion tradicicnal de Ios méto-
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dos algebraloos para resolver srstemas de dos ecuaciones
lingales con a8 incagnitag; son I3 mterpretaolon geométrica
dé los resultados. El método de reduccion puede exten-
derse a srstemas de tres ecuaciones con tres rncogmtas a
fin de rntroducrr la idea de equrvalencra de srstemas Las
tres operaciones basicas que produoen srstemas equiva-
lentes, es decir a) el cambiar de orden dos ecuaciones, b)
el substituir una ecuaciéh con un multrplo escalar de la
misma, o c) &l substituir Lina ecuacion con una combinacish
lineal de ella misma con otra ecudcion, petmiten presentar
organrzadamente el método de reduccion de Gauss. Des-
pués de esto es facil abstraer la matriz aumentada de Ios
coefrcrentes del srstema y Usar las operacrones de frlas quie
la Calculadora grafrca provee para llevar & cabo el metodo
de reduccron El método de rediiccion de Gauss usando
matrlces yel metodo mas raprdo de ecuacrones matrrcrales
es todo Io que un estudrante necesrta para resolver raprda
y eficientemente Ui sistertia de eclaciones linesles.

La mayor virtud del método de reduccron de Gauss reside
en que srempre ros da el conjunto solucron rndepen-
drentemente de que éste sed vacio, nitario o de cardiriali-
dad infinita. En prrncrpro parece haber un poco de
resrstencra a Usar las operacrones de frlas que Ia calcula-
dora provee entre los estudiantes que _ aprendrdo a
hacer el método de reduccion a mano. S embargo esta
resistencia drsmrnuye a medida qué el tamiano ¢ de los siste-
mas 0 de los coeficientes e los misihos aumentan.

Si denotamos un sistema lineal con su ecuacion matricial
AX B, entorices cuando A’ existe, la solucion puede ob-
teharse facr!mente con la calculadora como X e A B. El pro-
bléma con este metodo reside eh el hecho de ,ue solo pue-
de usafse ciiando es regular pero ése es el caso también con
el método Cramer Por tanto el método no se aplrca alos sis-
temas Irneales con un hdmero distinto de ¢ ecuacrones e in-
cognitas, 0 a los srstemas cuadrados donde una eouaoron
es dependrente de las otras en cuyo cdso debemos usar el
método de reduccion. Adh cuando los estudiantes i no hayan
estudiado determrnantes formalmente es facil estableoer que
una matriz A es mversrble si det H(A)#0, donde deét es una fuin-
cron que asrgna un valor nNUMé&rico a Lna matrrz ouadrada Asf
pues el Uso de la calculadora | nos permrte elrmrnar el metodo
dé Cramier del currloulo eincluso el estudro de I teorra de de-
tefminantes puede difefirse hasta due haya apllcacrones que
lo justifiguen.

El procedimiento general que recomendamos para resolver
sisteras de ecudciones lineales ApoXo: = B puede resu-
miirsé asi:

___________|

Sim = ny si det(A)0, entonces X = A'B: en cualquier ‘
‘ otro caso se usa el metodo de reduccidn de Gauss
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1. 4Cuél serd la distribucion final si inicialmente hecho de que los sucesos en estos modelos dependen
hubiera solo un 30% de propietarios? ;Y si el solo del estado previo.
porcentaje inicial de propietarios fuera de un 60%7?
2. iDepende la distribucidn final d, de la inicial dy? Hay otros ejemplos importantes de aplicaciones matriciales

que podriamos haber mencionado tales como el modelo
econdémico de Leontiev, las aplicaciones a la criptografia,
etc. Si bien favorecemos los ejemplos que hemos presen-
tado, cualquiera de ellos ayudaria a los estudiantes a reco-
nocer la importancia de las matrices a la hora de modelar
matematicamente problemas relevantes de la vida real i

+Qué ocurre con T" a medida que n crece?
¢;Pasara lo mismo con cualquier matriz de
transicion?

Si los estudiantes estuvieran familiarizados con sucesos
independientes en probabilidad, convendrfa subrayar el

I
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ya que (M),,=2 = (0,1,1,0)(0,1,1,0)", vemos que hay dos
caminos distintos de un relevo, o dos tramos, gque comuni-
can A con A:A—B—Ay A—>C—A. Andlogamente (M?),,
=1=(0,0,1,0)(1,1,1,1)', nos indica que hay un sélo camino
de dos tramos desde D hasta B: D—C—B. Asi pues M® nos
da el numero de caminos de dos tramos entre dos equipos
cualesquiera, y ya que M nos da el nimero de caminos de
un tramo, entonces M + M? nos da el nimero de caminos de
uno o dos tramos.

2

2|1
M+M—2
1

El cero en la posicion (2,4) de M + M® nos dice que no
existe un camino de uno o dos tramos que comunique B con
D. Procediendo como antes obtenemos los caminos de tres
tramos y de a lo sumo tres tramos

1230 34
M= 23031 mamzime-|32
1120 22

Vemos finalmente que dos equipos de rescate cualesquiera
pueden comunicarse con, a lo sumo, dos relevos.

El problema que acabamos de resolver, aungue pequefio,
puede extrapolarse facilmente a redes mucho mayores de,
por ejemplo, vuelos entre ciudades, o de comunicaciones
telefonicas, cuya importancia en el mundo actual es clara.

Ill. Una aplicacién de cadenas de Markov

En un estudio reciente se ha encontrado que cada afio en
la ciudad de Metrépolis el 40% de las familias que alquilan
la vivienda en que residen compran una vivienda, mientras
que el 10% de los duefios de vivienda pasan a alquilar su
alo;amlento Sien la actualidad un 45% de los habitantes de
Metropolis son propietarios, ;como cambiara este porcen-
taje en el futuro?

Un grafo, una matriz, y un diagrama de &rbol son excelen-
tes representaciones para esta informacion. Usaremos las
dos primeras.

El grafo que sigue representa la informacion dada. Asi por
ejemplo la flecha de D a A denota el 10% de los duefios que
pasan a alquilar.

a4 5

o |
‘ - U.5
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La informacion puede tambien facilmente expresarse con
una matriz cuyas filas y columnas representan los vértices
{estados) del diagrama.

D A
[o .9 0.1}
0.4 0.6
El porcentaje de propietarios después de un afio es

P(D.D) + P(A,P) = (0.45)(0.9) + (0.55)(0.4)
= [0.45 0.55][0.9 0.4] = 0.625

mientras que el porcentaje de los habitantes que alquilan
viene dado por

P(D,A) + P(A,A) = (0.45)(0.1) + (0.55)(0.6)
=[0.45 0.55][0.1 0.6]'=0.375

Observamos que denotando la distribucién inicial por
do=[0.45 0.55]y la matriz del grafo, llamada matriz de tran-
sicion, por T, podemos calcular la distribucion después de
un afno usando

d1=doT=[0.45 0.55][8- > ]:[o 625 0375]

N2

Claramente la distribucion después de dos afios esta dada
pord. =dT=d,T*, y la distribucion después de nafios sera
dy = 0n T =d,T".

Podemos animar al estudiante a explorar el comporta-
miento a largo plazo de estas distribuciones preguntando:
(obtendremos una distribucion distinta cada afio que
pase?

Toma tan solo unos segundecs el producir la siguiente suce-
siGn con una calculadora grafica.

di= diT'= [0.778125 0.221875]
ds= diT’= [0.798633 0.201367]
die = doT™= [0.799995 0.200005]
dz = d,T%= [0.799999 0.200000)

Vemos que para valores de n suficientemente grandes d,
converge a una distribucion estable [0.8 0.2]. Es decif, en
aproximadamente ocho afios el 80% de la poblacién de
Metropolis seran duefios de la vivienda en que residan,
mientras que el 20% restante vivira en una vivienda de
alquiler. Ademds, si las condiciones iniciales no cambian,
estos porcentajes se mantendran estables.

Las siguiente preguntas pueden ayudar al estudiante a des-
cubrir el comportamiento general de estos modelos:
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cron grafrca estan cada dia mas presentes en el guehacer
matematrco Nuevos Campos de trabajo |nvaden la cotidia-

e { COS nocimie { ]L STMIAS CA
riid d de los matematicos: econocrmren 8 &6 formas, caos
ydetermrnrsmo geometrrafractal redes neuronales, expe-

rimahtos virtuales, ldgicas difusas y polrvalentes

Se drspone en definitiva, de un rnstrumento con el que
srmular nuestros modelos matematrcos experrmentar y ope-
raf con élios, familiarizarrios con sus interacciones.

La rrruporon de estos medros en la sociedad |ntroduoe algu-
ros elermentos matematrcos enla cultura algurios aspectos
dela teorra y medida de la informacion, de la representacron
numerrca dela logrca de clases y predroados del algebra
de Boole etc. son manejados por Usuatios informaticos sin
la precisién gue hecesitan.

Con todo esto asistimos a una proliferacion de software
para la erisefianza y el aprendrzaje de las matematicas:

plrcacrones fmas o menos cerradas, mas o mends signifi-
cativas y validas, mas o ménos acordes con nuestros meto—
dos pedagogrcos pueden favoreoer una ensefianza mas
individualizada y diversificada, un tratamiento autodidacta

9, Influencia de las Nuevas Tecnologias

0 a distanicia, oentrarse en aspectos conceptuales, adies-
rar en téchicas especificas, .

Asi mismo las casas fabrioanfes de calculadoras estéan
sumergrdas en una carréra por introducir cada vez mas y
meJores aplrcacrones asus productos creando Lina especre
de mrnrordenador de bolsillo, gue lo hacen drsponrble en
todo momento y sitiacién, a la vez que complrca de forma
grande su uso y utilizacion.

Frnalmente estamos vrvrendo en una sociedad con, cada
vez, mayor capacrdad dej poseer estos medios (ordenadores
y calculadoras) en los | propros hogares hacrendo que sean
familiares y cotrdranos pero al misrrio tiempo sin ofertar un
aprendrzaje mrnrmo para su utrlrzacron adecuada y friictifera.
iCu4ntas inversiones infravaloradas y mal utilizadas!

Todo esto 1o puede ser én nrngun modo a]eno y descono-
cido para las personas que nos dedicamos al apasronante
cafripo de la ensefiahza de las matematicas. Muchas de
estas consideraciones deben de ser tomadas eh cuenta,
reﬂexronar sobre ellas y sdcar las conclusrones propias
necesarias para ia tarea diaria én la escuela m

o BEBLNOMGAE . et

Texto de Mdximo Bolea
UNED. Huésca

12 Pregunta

Cohviene empezar recordando que el carécter abierto que
hoy tierien los curriculos unido a que los objetrvos se plan-
tean en términos de capacrdades nos proporcrona crerta
libertad para seleccionar y organrzar los coritenidos curri-
culares. La insistencia en contenrdos procedrmentales yeh
vias constriictivas para los aprendrzajes favorecen un con—
cepto de “hacery trabajar matematrcas que merora el tra-
drorona| “Sabef matématicas” y entronca de lleno gon ia
experrmentacron y simulacion de modelos que tavorecen las
huevas tecnologras

Se puede Justn‘roar la necesrdad d” revrsar algunos aspectos

ole nuestro curnculo en relacron con las huevas tecnologras
desde ias propras fuentes pedagogrcas eprstemologjrcas
desde fa psrcologra del aprendrzaje y muy especralmente
desde Ias del ambrto socro Cultural Los desarrollos ieonolo-

rnformacron pregnan ia organ acron social y Iabora! con-
viene por lo tarito una formacron due rntegre al individuo en
esta socredad para una sooralrzacron de ia |nformacron es
precrso dotar de algunos conoormren{os basrcos alos esco-
lares, no podemos permrtrrnos una e||{e prrvrlegrada y Una ciu-

i oaélloe es precrso asumir aigunos valores
de respeto y tolerancra y estrmular ia capacrdad critica a la
hora de selecoronar usar Compartrr producrr o distribuir
determiniadas inforfiaciones a través de | Procesos informati-
cos.

Los tedios rnforma’[rcos estan oambrando la percepcron y
métodos de hacer matematrcas No ¢ se trata de cuestionar
ja Iogroa interna de riestra drscrplrna pero sf de ser cons-
crentes que la evolucion crentrfroa en nuestro campo tiene
vrnculos srgnrfrcatrvos con estas tecnologras que nos faci-
fitan rnstrumentos con Ios que srrnular nuestros modelos
matématicos. La Irgadura conceptual de nuestros conteni-
dos, las perspectrvas hrstorrcrstas etc srguen estando aIIr
pero a Ia hora de organrzar nuestros contenrdos hay que
contemplar tainbién los hievos “modus operandr QUe pro-
porcronan estas teonologras mformatrcas En defrnrtrva no
es una cuestron de quitar y ponef oontenrdos srno de con-
segurr un enfoque de los tilsinos que, acentuando los pro-
cesos las tramas conductoras Ias decrsrones y las
reconocrmrento eleccron uso Yy aplrcaoron de modelos
matematrcos srstematrzando estrategras y procedrmrentos
de trabajo Este esfuerzo Heva un coste en trempo drscente
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Mesa Redonda

9, Influencia de las Nuevas Tecnologias

LAS MATEMATICAS Y LAS TECNOLOGIAS
DE LA INFORMACION

Coordina:
Rafael Martinez
Participantes:

Méximo Bolea, Miguel Delgado Pineda, Antonio Gonzdlez Rebés, Antonio Quesada

CUESTIONARIO PARA PARTICIPANTES
1) ¢Debe de replantearse el curriculo de mateméaticas
a laluz de Ios métodos de trabajo provocados por
las N T prmmbalmente Calculadora y ordenador)
LHay que preparar matematlcamente a Ios
escolares para convivir coh una sociedad de la
1nformao|on yla tecnologla’? .
cDe que aspectos conceptuales del cumculo
podnamos prescmdlr deb|do al Uso de las N.T?
¢Merece fa pena el esfuerzo (tanto de hempo y
espamo como economlco) para Io que se consigue
con Ios escolares'?
2) Se |nS|ste mucho en los aspectos procedlmentales
(,en dué | medlda as aphcac:ones de las N.T. hos
aportan vias procedimentales?

JEn qué nos ayudan y perjudican a la hora de
ampllar un bagaje de recursos y procesos'?
¢Ex1ste algun pellgro en este sentldo al obtener
resiltados automatlcamente sin realizar el escolar
todos Ios calculos necesarios (polémica sobre Ia
calculadora)

) Hablando de metodologlas bson herramientas
reutrds el ordenador ylo la calculadora7
(,Como podemos set selectlvos con la oferta de
programas de E. A.Q. y de aphcamones con la
calculadora y ser cohetentds con huestra forma de
ensenar’?
¢Es lin mito due la calculadora y el ordenador
pueden favorecer i una atencion diversificada a
ritieétro alumnado? M

 Texio de Rafael Martinez
1.B. Cardenal Cisneros. Alcaléa de Henhares, Madrid

Las Nuevas Tecnolog|as de la Informac:lon y miuy particu-
larmente 168 medios |nformat|cos y las calculadoras estan
modificando no solo los * ‘modus operandi” sino incluso la
peroepmon & casi todos los ambttos del trabajo cientifico
y mas sngmﬂcatavamente en el campo matematico:

* Los ordenadores fratan eficazmenté simbolos y ntimeros
con algorifmos y éstrategias gue 'permiteh resolver pro-
blemas hasta ahota |nabordables nos ofeftan nuevos
med|os para describir y construir sistemas en los que
poder simular, resolver o predécir la evolucién dé siste-
mas complejos.

* Ante la |mp051b|l|dad de comprobar y vermcar a mano
algunos resultados matematicos obtenidos computamo-
nalmente se insintian algunas posturas:

— La muerte de la demostracién (Jnon Horgan, 1993)
—La duda de la certeza acorde con la fiabilidad de los
equipos y programas informéticos (Cristop Péppe, 1994).

e En cualqmer caso los tedlosos y prolijos célculos quedan
en manos de los ordenadores y calculadoras: los virtuo-
sismos manuales para encontrar transformaciones que
hicieran resolubles algunos céiculos dejan paso a pro-
cesos mas directos sin impdrtarnos el coste del cémputo
operacional.

Por otro lado las herramientas informaticas para el calculo
numérico y simbdlico y, especialmente, para la representa-
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més directos en la obtencién de resuitados, no nos importa
el coste operacional a la hora de buscar soluciones. ¢Es
esto un peligro, debemos de pagar un peaje ante tal libe-
racién? Seguramente depende mucho de cémo se hagan
las cosas, tener demasiadas “cajas negras” no es bueno en
matematicas pero asf es el mundo en gue vivimos.

Traeré un ejemplo ilustrativo a este respecto. Con la apari-
cion de las calculadoras se rasgaron algunas vestiduras, se
negaba la ventaja de pulsar una tecla y obtener el resultado
de una raiz cuadrada argumentando que algunos escolares
no aprendian el algoritmo manual; la realidad es gue aun-
gue se conozca el algoritmo se pulsar la tecla y 10 subs-
tancioso, conocer que significa la raiz cuadrada, no era
cuestionado. Pero curiosamente no se planteaba otra refle-
xién andloga: jcuéntos profesores pulsaban una tecla para
obtener el logaritmo de 0,123456, quiénes podrian dar sin
mas ayuda que el [&piz y el papel su valor con una precision
apropiada? Como se recordara el desarrollo en serie de
L(1+x) = x -X* /2 + X* /3 - ... converge en (-1,1], pero su velo-
cidad de convergencia es desesperante aun con la ayuda
de un ordenador. ;Cémo se hace, cémo implementan los
circuitos electronicos esta funcion? La respuesta en los clé-
sicos que calculaban a mano (Rey Pastor, Elementos de la
teoria de funciones (Serie logaritmica)). Y qué sucede
cuando la pulsacion de una tecla nos devuelve el resul-
tado de una integral indefinida o nos proporciona resultados
de cuestiones mas complejas; imaginenselo, pero como
siempre la cuestion es conocer 1o que uno se trae entre en
manos y saber interpretar los resultados aunque no estara
de mas una cierta curiosidad para saber cémo funcionan las
cosas.

32 Pregunta

Los equipos y programas informaticos son instrumentos y es
sabido que no hay instrumentos neutros, sus disefios impo-
nen y condicionan su aplicabilidad y especialmente es el
que los utiliza e! que los impregna y polariza en funcion de
su cultura y también del conocimiento que tenga del propio
medio. Con todo interesa ser cauto, el envoltorio tecnoldgico
no debe de seducir ya a nadie, el hecho es que este es el

Texto de Antonio Gonzédlez Rebés
Universidad Politécnica de Madrid

INCONVENIENTES DEL USO DEL
ORDENADOR EN EL AULA

El debate sobre la utilizacion de las nuevas herramientas
informaticas en la ensefianza de las Matematicas es actual-
mente un timido reflejo de otro de mayor envergadura que se

9. Influencia de las Nuevas Tecnologias

medio en que se desenvuelve en gran medida nuestra cul-
tura, el valor afladido que proporciona el tratamiento infor-
matico no debe despitarnos del contenido real.

En el mundo occidental, donde todavia cada individuo es
importante, la diversificacion es la gran tarea pendiente en
la ensefianza de este siglo que termina. Pongamonos de
alumnos: algunos aprendizajes son individuales y querrfa-
mos que transcurrieran con nuestras particularidades, rit-
mos y necesidades, no todo es posible pero sin duda gque
el carécter interactivo de las nuevas tecnologias favorecera
aspectos autodidactas; otros aprendizajes requieren de la
comunicacién gue no debe terminar en los comparieros de
aula, es necesario ampliar las bases de estas comunica-
ciones y colaboraciones, hay muchos instrumentos y las tec-
nologias nos abren nuevas puertas.

En otro orden de cosas los ensefiantes deberemos tomar
conciencia de los recursos que las tecnologias nos brindan
para atender a los alumnos con necesidades educativas
especiales.

El propio Ministerio de Educacién junto a algunas organi-
zaciones y empresas estan haciendo desarrollos en perifé-
ricos y software especifico para favorecer la integracion
educativa de estos alumnos, estos esfuerzos merecen nues-
tra atencioén.

Asi las cosas, y en grandes lineas, a la hora de elegir nues-
tros programas para apovar la ensefianza deberemos ana-
lizar: en primer lugar, lo mismo que al seleccionar un libro
de texto, la estrecha relacion con los contenidos de nues-
tro curriculo, la afinidad metodolégica, etc.; pero también,
lo mismo que al adquirir cualquier aplicacion informatica, su
extension de mercado y precio, sus requerimientos técnicos,
la sencillez de uso y la versatilidad para implementar nues-
tras actividades de aula. Y es aqui donde las experiencias
e intercambios se hacen necesarios para tomar decisiones
apropiadas. Al venir a estas jornadas profesionalmente
habéis demostrado vuestra inquietud al respecto, espera-
mos entre todos haber contribuido a clarificar este apasio-
nante reto que nos plantean las T.I. en nuestro trabajo M@

esta produciendo en nuestra Sociedad. Cada vez més, la
informatizaciéon de tareas en todos los niveles de la vida
cotidiana nos hace dependientes de las maquinas. Es sor-
prendente, pero pasa, que de vez en cuando toda la activi-
dad de un Ministerio o de un banco se paralice por gue “se
ha estropeado un ordenador” o “se ha caido unared”. Silas
nuevas tecnologias permiten mejorar los procesos y agilizar
las tareas, el precio también es muy elevado: la dependen-
cia. Es evidente que el debate tiene que producirse también
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adquisicion de determinadas destrezas operativas que no
obstante requeririan su tiempo para ser aprendidas con el
apoyo de las N.T.

Las destrezas operativas pierden significado cuando se
dispone de programas que realizan célculos simbolicos y
toman mas relevancia los aspectos conceptuales y relacio-
nales (el saber que se trae uno entre manos). Sabemos
que a los pocos afios de pasar por un bachillerato, salvo
para aquellos que contintan estudios de Ciencias, se olvida
como resolver una integral o calcular una derivada deter-
minada, esto no es grave, o peor es que no recuerde qué
es, para qué le sirve; si se desconoce esto dificilimente se
podré recurrir a buscar la informacién que nos actualice o
al programa informatico que nos resuelva el problema. Con-
clusién: Las destrezas y virtuosismos de calculo pueden
relegarse a segundo término y es conveniente priorizar y
enfatizar los conceptos y sus aplicaciones a fin de que se
puedan identificar y relacionar ante un problema real y se
sepa acceder a los recursos con ellos relacionados (inclui-
dos los informaticos).

Aungue existan algunas asignaturas de opcién para inte-
grar curricularmente esta cultura informatica y aunque a
través del software de E.A.O. nuestros alumnos se familia-
ricen indirectamente con estas tecnologlas, es conveniente
reforzar en cada nivel y &rea aspectos especificos relacio-
nados con las T.I. Por ejemplo, desde las matematicas y
para un bachiller es razonable y tiene sentido el conocer las
unidades de medida de la informacion y de la comunica-
cion, la operativa booleana, la forma de representacion
numérica en un ordenador, una visién bésica conjuntista de
un sistema relacional de datos, los elementos béasicos de un
lenguaje o pseudolenguaje de programacion estructurado
etc. Para alcanzar algunas capacidades estos contenidos
son tan operativos como otros.

En condiciones 6ptimas se podria ir méas lejos y plantear en
algln contexto experimental de investigacion o innovacién
el andlisis de algunos modelos matematicos sencillos rela-
cionados con campos actuales de trabajo, por ejemplo: la
modelizacion infografica, algunas estructuras de datos y
algoritmos de sistemas de informacién gréfica, la codifica-
cién, encriptacién, compresion, controles de redundancia,
transformaciones filtro de ruido o resalte de la informacion,
los problemas del reconocimiento de formas sencillas, sis-
temas con atractores (caos y determinismo), geometria frac-
tal, redes neuronales, experimentos virtuales, légicas difusas
y polivalentes, etc.

22 Pregunta

Desde la vertiente psicolégica, aprender matematicas
implica “hacer matematicas” y esto entrafia una labor indi-
vidualizada en la que se resalten los procesos. El uso de las

9. Influencia de las Nuevas Tecnologias

N.T.I. para apoyar la ensefianza-aprendizaje de las mate-
maticas tienen ya un amplio historial de experiencias con-
trastadas. Los programas de E.A.O. para matematicas de
caracter cerrado, son preferidos por una buena parte del
profesorado dado que proporcionan algunos rendimientos
sin excesiva planificacion, en general responden a la adqui-
sicion de destrezas de célculo y a la asimilacién de con-
ceptos y suelen utilizarse como refuerzo; la eleccién de
procedimientos queda generalmente fuera del alcance del
alumno. Las herramientas mas abiertas permiten el plante-
amiento y la simulacién de muchos supuestos matematicos
dejando abiertos los procedimientos de trabajo, pero tienen
algunos problemas: requieren el adiestramiento del alumno
en la herramienta, el disefio pormencrizado de las activi-
dades para escalonar las dificultades exige mucho trabajo
de preparacion al profesor y es dificil ponerlas en practica
en situacion real de aula (muchos alumnos y pocos orde-
nadores).

Ante esta disyuntiva querria dejar dos reflexiones:

Hasta los materiales més tradicionales pueden usarse inno-
vadoramente. Recuerdo un antiguo programa de EAO que
se limitaba a dar los resultados de alcance y altura méxima
en un tiro oblicuo partiendo del impulso, angulo de eleva-
cidn, y velocidad del viento; su uso habitual era la compro-
bacion de los resultados de algunos ejercicios de
composicion de movimientos. Un compafiero planteaba
alternativamente la busqueda y variacion alternada de las
variables relevantes, la obtencién de datos significativos y
el anélisis de los resultados, la busqueda de relaciones y el
establecimiento de hipétesis y finalmente la prediccion y
verificacion de algunos supuestos, siempre esforzandose en
sistematizar la estrategia seguida y los procedimientos de
trabajo (Claro que justo deberia ser al revés, la fuente de
datos deberia provenir del mundo real y el trabajo de mode-
lizacion apoyarse mediante herramientas informatico-mate-
maticas).

Si hay que adiestrar al alumno en alguna herramienta abierta
me inclino por elegir aquelias que tienen gran implantacién
en el mercado (algunos programas de calculo simbolico
requieren poco hard y son econémicos) y acercan mas al
mundo real al tener el valor afiadido de ser consideradas
herramientas profesionales, aungue las utilicemos para
planteamientos restringidos. El trabajo de preparar mate-
riales de aula sistematicos, integrados en el curriculo del
Centro, destinados a apoyar aprendizajes mediante estas
herramientas, dificilmente podra abordarse individualmente
y requieren de una organizacion y trabajo de equipo, pero
sera mas facil encontrar publicaciones que nos ayuden.

Ciertamente, no s6lo los célculos tediosos, sino que muchas
situaciones sistematizables son dejadas en manos de cal-
culadoras programables 0 computadores, podemos ser
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10. Matematicas ludicas en la escuela

10. Matematicas ludicas en la escuela

Los PEQUENOS JUEGOS DE ESTRATEGIA EN LA ENSENANZA

1. Introduccion

Los juegos de estrategia y mas en general las recreacio-
nes mateméticas'se utilizan, cuando esto sucede, de
manera ocasional como un recurso metodologico para
hacer mas “agradable” el aprendizaje de las Matematicas.
Esta ponencia pretende mostrar que la utilizacién de recre-
aciones matematicas y, muy en particular, de los llamados
peguerios juegos de estrategia puede resultar un instru-
mento valioso para trabajar diversos contenidos de las
matematicas de la ensefianza obligatoria (especialmente
de la eduacion secundaria), en concreto, cieﬂr‘tos procedi-
mientos ligados a la resolucién de problemas (como por
ejemplo, particularizar, generalizar, empezar por el final,
pensar en un problema similar, visualizar, traducir a un
lenguaje méas apkopiado, establecer un codigo adecuado
que permita el estudio del juego, etc.), al mismo tiempo
que su estudio puede llevarnos, a menudo, a reallzar inte-
resantes reflexiones sobre aspectos conceptuaies

Para que esto suceda, es necesario, en primer lugar, que las
propuestas de trabajo presentadas al alumnado se articulen
de manera que | las recreaciones y los juegos propuestos no
sean consujerados como meros entretenimientos, con carac-
ter ocaSIOnal sino formando parte delos que podriamos con-
siderar “auténticos” prob|emas de matematicas (sin que ello
s|gn|f|que perder el caracter Iudlco propio de cualquier juego).

Por ello, las propuestas de trabajo deberan contemplar una acti-
V|dad |n|C|aI que consistira, generalmente enla Compren3|on
de las reglas y fmahdades del j uego en una posterior practica
del mismo, méas o menos dilatada segun eltipo de j juego, y una
fase f|nal de andlisis, en la que los alumnos desarroltando un
trabajo de’ cooperamon trataréan de conooer mejor el juego
que acaban de practicar, hasta llegar a la determinacion de las
estrate_g‘ias, qu,'e sirven para alcanzar la finalidad del juego.

Cabe sealar que en ciertos casos, especialmente cuando se
trate de juegos “pequefios” en los que las estrategias se pue-

DE LAS MATEMATICAS. ;POR QUE?, ;PARA QUE?

Jordi Deulofeu Piquet
Universidad Auto’nq_ma. 5q_rcelqna

den establecer con suficiente precision, seré posible resolver
totalmente el j juego, en el mismo sentido que se resuelve un
problema de matematlcas con lo que aguelio gue inicial-
mente era un juego pasard a ser un problema resuelto.

2 Algunas conS|derac|ones sobre la
matematlca recreatlva

a) El papel de la matematica recrealiva

Entre las caracteristicas del aprendizaje de las Mate-
méticaé cabe sefialar por un lado la necesidad de un
aprendizaje significativo y por otro el papel que debe
jugar la accién y la reflexion por parte del alumnado
Este hecho, junto con el destacado papel que deben
jugar los proced|m|entos hace que cualquier plantea-
miento sobre la mejora del aprendlzaje deba tener en
cuenta el COﬂJUﬂtO de act|V|dades que se plantean a Ios
alumnos en cada nivel, tanto desde la ophca de su sig-
nificacién como, espemalmente delos procedimlentos
que se utl||zaran en su desarrollo. Entiendo que el papel
deljuego en Ia ensenanza de las Matematlcas se basa,
fundamentalmente en los dos aspectos senalados

El caracter ludico que puede (y seguramente deberia)
rodear cualquier aprend|zaje S|gn|f|cat|vo de las Mate-
maticas, no ha de quedar restrlng|do alos primeros nive-
les de la eduacion. Se con3|dera amenudo, quer mientras
el juego se encuentra en la base de gran parte de las acti-
vidades propuestas en la educamon lnfannl (en este
punto el acuerdo es total), a med|da que el ajumnado
crece en edad, debe reducirse de manera dréastica este
tipo de actividad para dejar paso a un trabajo “mas serio”.

Sdlo la incapacidad para hallar (y disefiar) juegos que
|nteresen a los alumnos y al mismo tiempo les permitan
avanzar en su conoormlento (tanto conceptual como
procedmental)de las Matematlcas puede ustmcar ami
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en la ensefianza ya que cuanto mas acostumbremos a los
alumnos a apoyarse en las maquinas (no solo ordenador,
también calculadoras), mas dependientes de ellas los hare-
mos y mas vulnerable sera la Sociedad en ese aspecto.

Maquinas de calcular las ha habido siempre. El abaco,
cuya utmzamon sigue estando muy extendida en el mundo,
esuna poderosa herramienta que permite hacer operacio-
nes aritméticas mas deprisa que con lapiz y papel, la regla
de calculo permma hacer todas las operacmnes que
actualmente soporta la calculadora mentn‘xoa CQue hay en
las nuevas herramientas que justifique la alarma? Cada cual
respondera segun sus temores pero, en una primera apro-
ximacion yo afirmaria que el problema es que con calcula-
doras o con ordenador, el control del célculo ya no lo lleva
el usuario sino la propia maquina. E| &baco o la regla de cél-
culo ayudaban a calcular, la calculadora y el ordenador
calculan. Ademas rio se equivocan, 0 al menos eso se
admlte El usuario de una de estas maquinas descarga
absolutamente su responsablhdad en ellay se autolimita en
sus facultades hasta el punto de no hao_e_r nada sin ella.

Si | estos aggqmento§ eran Ylg{os y PSPE’?EOS ahora hay que
anadir los derivados de otras tareas que estan asumlendo
las maquinas. Se trata de algo potencialmente mas impor-
tante y es la gestion de la informacion. Desde el correo a
las publicaciones, los movimientos economicos incluso los
contratos, el ordenador esta sustituyendo al papely a los
medios tradicionales de comuniCaéiéh. Existen ya institu-
ciones educativas en c’uyos planes de estudio la presencia
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fisica del alumno es innecesaria, mediante un mogdemy un
ordenador se realiza la comunicacién profesor-alumno y se
transmite e| material de trabajo. Hay tambien programas
para evaluar autométicamehte el rendimiento académico y
para proponer tareas complementarias o correctoras ene|
proceso. Se llegard a cuestionar la ut|l|dad del profesor

Todo esto tiene un precio y el verdadero debate se deberia
establecer en términos de coste/beneficio. Las ventajas,
que las hay y son evidentes, tienen contrapartidas, depen-
dencia, problemas fisicos y psicoldgicos, pérdida de valo-
res sociales y del espiritu critico. (Hasta qué punto
compensa? ‘ '

En un estrato inferior aparecen también problemas afiadi-
dos: introduccion de intereses comerCia!eé en el aula,
dependencia cultural, empobrecimiento del idioma y hasta
desmotivacién (¢quién quiere saber como el ordenador ha
resuelto la ecuacion? Lo importante es que la ha resuelto).
Y siguen surgiendo preguntas ¢tenemos derecho los pro-
fesores a descargar nuestra labor en |as maqumas” chasta
qué punto?, ;no estaremos produciendo mlelduos con
graves !lmltamones |nt§alectuales7

Espero que este debate nos permita a todos aproximarnos
mas a las respuestas o, como mi‘nimo,va ser conscientes de
las implicaciones éticas de un movimiento, la introduccion
de las nuevas tecnologias en la ensefianza, en el que todos
estamos involucrados, en mayor o menor medida y gue
hoy por hoy parece imparable B
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ensefianza de las Matematicas. Para ello deberan selec-
cionarse los juegos de forma que las dificultades con las
gue se encuentra el alumno no provengan principalmente
de problemes conceptuales, de lenguaje o de la aplica-
cién de técnicas; si logramos esto, los juegos propuestos
podran convertirse en un recurso didactico, al margen de su
interés intrinseco, dado que se plantean como una actividad
descontextualizada (en el sentido de no estar necesaria-
mente encuadrada dentro de una unidad temética con-
creta), lo cual propicia una auténtica utilizacion de
determinados procedimientos.

En concreto, las recreaciones matematicas pueden inter-
venir de manera significativa para trabajar determinados
aspectos dificilmente abordables desde otro tipo de activi-
dades. Son particularmente interesantes, entre otros, los
siguientes aspectos: :

a) Las autorrestricciones

Para mejorar la capacidad de los alumnos en la resolucion
de problemas muchas veces hay que ser capaz de aban-
donar estrategias previamente establecidas y tratar de hallar
métodos que vayan mas lejos superando algunas auto-
rrestricciones impuestas por el propio resolutor, al interpre-
tar abusivamente ciertos implicitos inducidos por la
apariencia de la recreacion propuesta.

Ejemplos:

e Unir 9 puntos con 4 segmentos sin levantar el lapiz..
(Podemos “salir” fuera del marco dado por la
figura)..

e Construir todos los cuadrilateros en una trama 3 x 3.
(Los céncavos también son cuadrilateros).

e Con seis palilios formar 4 triangulos equiléteros.
(Nadie dice que tenga que hacerse en el plano).

e Con 4 cuatros y cualquier operacién obtener un
cierto resultado. (No siempre hay que intercalar una
operacion). '

b) Las falsas intuiciones

Desarrollar la intuicion es fundamental, pero a veces esta
puede jugarnos una mala pasada. Cuando ello es asi debe-
remos tratar de verificar o refutar nuestras intuiciones a par-
tir de la aplicacion de conceptos y/o técnicas conocidas

Ejemplos: .
e Transformar un cuadrado 8 x 8 en un rectanguio
13x5; (64 = 65).
e El problema de la cuerda que rodea a la Tierra.
¢ Ei problema del cazador de 0sos.
e ;En qué extension caben todos los habitantes del
mundo?
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c) Los cambios de enunciado y/o de lenguaje
y/o de contexto

Muchas pequefias recreaciones, las que podemos llamar
de enunciado engafioso, permiten la discusion sobre el sig-
nificado de un enunciado, sobre lo que dice y Io que no dice
el mismo, adentrandonos con elio en cuestiones légicas
gue no suelen presentarse en las matematicas escolares.

Ejemplos:
* Dos monedas suman 75 pesetas y una de ellas no
es de 25 pesetas.
e Una corbata cuesta 1000 pesetas mas la mitad de
Su precio.

En algunas ocasiones bastaré una reorganizacion de las fra-
ses del enunciado para aclarar su significado.

El contexto del problema puede tener.también un papel
relevante en la capacidad del alumno para su resolucion;
cambiar el lenguaje o traducir el problema a otro contexto,
puede permitir el establecimiento de analogias.

d} Las generalizaciones

La realizacién de hipotesis, el descubrimento de leyes, el
paso de lo particular a lo general, puede trébajarse a par-
tir de problemas cuya formulacién los sittia en el terreno de
las recreaciones.

Ejemplos:
e Numeros formados por sumas de consecutivos.
e Cubos necesarios para formar escaleras.
e £l hotel de las 1000 puertas.

4. Los juegos de estrategia

Voy a referirme principalmente a los juegos de estrategia y
mé&s concretamente a los juegos bipersonales de informa-
cidn completa sin intervencion del azar. Pertenecen a este
tipo de juegos tanto algunos de los més tradicionales jue-
gos de tablero, como el tres en raya y sus multiples varian-
tes, como otros mas recientes y de mayor complejidad, por
ejemplo, los juegos tipo Nim, que tambien admiten multiples
variantes u otros juegos de tablero como el Hex, el Otelo o
Reversi etc. Todos estos juegos tienen unas caracteristicas
comunes: las partidas se desarrollan entre dos personas y
es posible, por lo menos tedricamente, determinar una
estrategia ganadora para uno de los dos jugadores.

Plantear este tipo de juegos a los alumnos, en particular
aquellos que son facilmente analizables, constituye una
actividad interesante para que se introduzcan en el estudio
de los mismos. Tomemos como ejemplo uno de los mas
conocidos pequefios juegos de estrategia, cuyo nombre
difiere segun los autores (Nim simplificado, Veneno, llegar
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entender, esta posicién, ya que el caracter Iudico es un
valor que por su significacion, incidira siempre de
manera positiva en el aprendizaje y su desaparicion no
entrafia elementos positivos de ningun tipo.

b) Qué entendemos por juego y qué tipos de
juegos matematicos existen

Sin entrar en una discusién sobre la definicion de la
palabra juego, sefalaremos que en un sentido amplio
del termino podemos considerar como juego cualquier
actividad de caracter ludico planteada al alumno (segun
el diccionario, “actividad fisica o mental que tiene como
fin principal la diversién o el entretenimiento del que la
ejecuta”). No obstante, los términos “fin principal” y
“diversion” son ambiguos ya que dependen del sujeto:
la finalidad del que propone una actividad puede no
coincidir con la del que la ejecuta, aquello que es diver-
tido para unos puede no serlo para otros, y finalmente,
el contexto en el que se plantea una situacion puede
influir de manera decisiva en su caracter.

En un sentido mucho mas restringido, podemos consi-
derar que para que una actividad sea realmente un
juego es necesario que existan unos objetivos y unas
reglas bien definidas, que participe mas de una persona
y que la finalidad de cada jugador sea lograr el objetivo
antes gue los demas jugadores; éstas son las principa-
les caracteristicas que podemos encontrar en la mayo-
ria de juegos tradicionales.

Sinos planteamos el interés del juego en relacién con el
aprendizaje de las matematicas, en general, seré con-
veniente tomar como punto de partida la definicion mas
amplia del término y analizar las finalidades del juego,
al margen de su caracter ludico, desde la Optica de
aquella disciplina.

Las consideraciones anteriores nos llevan a una primera cla-
sificacién de los juegos en dos grandes grupos, sin entrar
en consideraciones relativas a los contenidos matematicos
implicados en los mismos:

1. Juegos individuales

Son los que habitualmente llamamos recreaciones o
pasatiempos matematicos; en muchos casos son asi-
milables a problemas matematicos ya que la finalidad
del juego, y a menudo la forma de plantearlo, tiene unas
caracteristicas similares a la resolucion de un problema,
y se diferencia de este Unicamente por su caracter
lidico. Pensemos en la resolucion de un laberinto, un
cuadrado magico, un tangram, o cualquier recreacion
numeérica o geométrica, pero también en un problema
gue por su contexto o por su formulacion se convierte en
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una curiosidad, logrando asf aumentar el interés por su
resolucién, a veces Unicamente por que el mero hecho
gue el reto que se plantea es suficientemente atractivo.

2. Juegos colectivos

Son los que llamamos propiamente juegos; como carac-
teristica comun tienen la participacién de varias perso-
nas, habitualmente dos, unas reglas y unos objetivos
bien definidos, y de manera que aquél gue alcanza el
objetivo en primer lugar logra la victoria.

Si nos centramos en estos Ultimos, podemos separalos
en dos grandes grupos: los llamados juegos de estra-
tegia y los juegos de azar. Los primeros, conocidos tam-
bién por “juegos de informacién completa”, incluyen
desde los grandes juegos clasicos de tablero como las
damas, el ajedrez o el go, hasta otros mas modernos
como el Reversi o el Hex, pasando por un gran numero
de “pequefios” juegos, tanto tradicionales como el tres
en raya o el gobang, como de mas reciente creacion
como el Sim o el Nim; la mayorfa de estos juegos pue-
den ser analizados total o parcialmente, aunque con
distintos niveles de complejidad y son los que aborda-
remos posteriormente con mayor detalle.

Por lo que respecta a los juegos de azar, cabria distin-
guir entre aquellos en los que la intervencién del azar es
muy elevada (algunos juegos de dados o de cartas) y
aquellos en los que la aplicacion de estrategias es tanto
0 mas relevante que la propia existencia del azar y que
por lo tanto admiten andlisis parecidos a los anteriores,
aungue, en general, de mayor complejidad por la falta
de informacién debida a la intervencién def azar.

3. Juegos para jugar, para divertirse y para
investigar

La primera y principal funcion de un juego es jugar. Algunas
veces esto seré suficiente, en particular en aguellos casos
en los gue los alumnos al mismo tiempo que juegan, prac-
tican alguna técnica (por ejemplo, cuando utilizan el célculo
mental) o bien cuando se familiarizan con algun concepto
(por ejemplo, cuando utilizan las descomposiciones de un
hexagono regular en dos, tres o seis figuras iguales). Pode-
mos decir que a este nivel el juego es un recurso didactico
que permite sustituir una parte del trabajo de préactica de
rutinas y colaborar en la formacién de conceptos mas o
mMenos NUEVOS.

En otros casos daremos un paso més para propiciar el
desarrollo de procedimientos fundamentales para el apren-
dizaje de las Matematicas. Es en este punto donde los jue-
gos y en general las recreaciones sobrepasan el mero
caracter ludico adquiriendo una nueva dimensién en la
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METODOLOGIA PARA EL USO DEL JUEGO EN AL ESCUELA

n el mes de mayo se celebrd en Gerona un Encuen-

tro de profesores de distintos niveles educativos bajo

los auspicios de la Federacién de Sociedades de
Profesores de Mateméticas y organizacién del Grupo Peri-
metre y Maria Antonia Canals. El tema a analizar era el de
los JUEGOS y su uso en el aula. Las conclusiones del
encuentro comenzaban con estas frases:

“Parece muy dificil llegar a un acuerdo sobre la definicion de
juego. Tampoco parece imprescindible el disponer de esa
definicion para discutir el papel del juego en el terreno de la
Educacion Matematica. La cuestion relevante no consiste en
establecer los términos especificos de 1o que es un juego
sino en llegar a saber por qué, cuando y cémo se utiliza.”

El juego presenta tres aspectos que justifican su uso en las
aulas: su caracter ludico, el fomento de relaciones y actitu-
des sociales y el desarrollo de técnicas intelectuales.

El juego resulta ameno al alumno y lo motiva para acercarse
a los aspectos matematicos que contiene.

La practica de algunos juegos permite el estudio, la apro-
ximacion o el repaso de conceptos geométricos, aspectos
de tipo numérico, nociones topoldgicas o desarrollan capa-
cidades de tipo légico.

Los juegos, al igual que las matematicas, ensefian a los
escolares a dar los primeros pasos en el desarrolio de téc-
nicas intelectuales, potencian el pensamiento 16gico, desa-
rrollan habitos de razonamiento y ensefian a pensar con
espiritu critico. Enriquecen sus estructuras mentales y les
preparan para explorar y actuar en la realidad.

El alumno desarrolla estrategias mentales propias de forma
natural y un pseudolenguaje para la transcripcion de las
jugadas en determinados juegos, lo gue supone un avance
en el proceso de abstraccion.

Un alumno que juega inteligentemente, ademas de diver-
tirse, juega para ganar. Para ello ha de conocer las reglas,
recordarlas y utilizarlas recombinéndolas una y otra vez con

Manuel Garcia Déniz
C.P. Tena Artigas. Santa Cruz de Tenerife

un propésito definido. Tiene que planificar su juego, ade-
lantar mentalmente las posibles jugadas, tomar decisiones
eligiendo una de ellas de acuerdo con el objetivo. Debe
enfrentarse con otra persona que tienen su mismo objetivo,
ha de comunicarse con ély competir contra su inteligencia.
Se pone en marcha todo un conjunto de elementos: fanta-
sfa, imaginacion y creatividad, combinadas con experiencia,
planificacién y estrategia.

También es importante decidir en qué momento se deben
utilizar en la clase. Como motivacién, como investigacion,
como refuerzo, como aplicacion,...

Hay mucha mas afinidad entre matematicas y juegos que
con otras areas. Algunas de las dificultades que encuentran
la mayoria de los alumnos para superar las matematicas,
suelen provenir de un rechazo hacia la asignatura, a sus
aspectos formales, a cémo se presentan los contenidos, a
sus facetas abstractas. A partir de un juego es posible
hacer una introduccion a uno o varios conceptos matema-
ticos o efectuar actividades de reforzamiento.

Multiples procesos transcurren sometidos a reglas. Por
ejemplo, para la resolucion de problemas se aplican ciertas
reglas que constituyen las estrategias y heuristicos especi-
ficos.

El planteamiento de estrategias, el analisis de situaciones,
la comparacién con disposiciones anteriores y el obrar en
consecuencia, el conocimiento y la practica de la induccion,
de la l6gica, son elementos que se dan en casi todos los jue-
gos de tablero.

Los juegos y las matematicas tienen muchos rasgos en
comun en lo que se refiere a su finalidad educativa. Las
matematicas dotan a los individuos de un conjunto de ins-
trumentos que potencian y enriquecen sus estructuras men-
tales y posibilitan para explorar y actuar en la realidad. Los
juegos ensefan a los escolares a dar los primeros pasos en
el desarrollo de técnicas intelectuales, potencian el pensa-
miento l6gico, desarrollan habitos de razonamiento, en
sefian a pensar con espiritu critico.
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a 20, etc.) y que, como la mayoria, admite numerosas
variantes. Su enunciado es el siguiente:

1. Tenemos 20 fichas sobre la mesa. Cada jugador, a
su turno, debe retirar 1 o 2 fichas. Gana (o pierde)
la partida, el que toma la itima ficha.

Una vez practicado y analizado el juego es posible introdu-
cir otros juegos que en realidad son variantes del anterior,
aunqgue en algdn caso su relacién no es facil de descubrir.
Podemos modificar ligeramente las condiciones del juegoy
ver que una pequefia variacion puede cambiarlo totaimente
(juego 2); podemos modificar la accién (en lugar de quitar
afadir), en este caso el juego no varia (juego 3}; podemos
cambiar totalmente la presentacion del juego, lo que cons-
tituye una dificultad importante para relacionarlo con el juego
inicial, a pesar de que el juego es esencialmente el mismo
y por lo tanto la estrategia para resolverlo es totalmente
exportable siempre que sepamos relacionar a nivel de len-
guaje los dos juegos (juego 4); podemos modificar ligera-
mente las condiciones (aquello que esta permitido hacer) de
manera que la estrategia se complique bastante (juego 5),
0 podemos, finalmente, plantear un juego aparentemente
muy parecido, cuyas modificaciones afecten profundamente
el juego de manera que la estrategia necesaria para resol-
verlo sea completamente distinta a la del juego inicial.

Enunciado de las distintas variantes:
2. Tenemos 20 fichas sobre la mesa. Cada jugador, a
su turno, debe retirar 1 o 3 fichas. Gana (o pierde)

la partida, el que toma la Ultima ficha.

3. Escribimos un ndmero (del 1 al 10) en la pantalla de

10. Matematicas ludicas en la escuela

una calculadora. Cada jugador suma al nimero de
la pantalla un ndmero del 1 al 10. Gana la partida el
que logra poner 100 en la pantalla (o pierde el que
hace aparecer un nimero de tres cifras).

4. En un tablero formado por tres filas de hexagonos

(9, 10, 9 hexagonos en cada fila respectivamente)
se coloca una ficha en la primera casilla de la fila
central.
Cada jugador a su turno avanza la ficha una casilla,
horizontaimente o en diagonal. Gana (o pierde) la par-
tida el jugador que coloca la ficha en la ultima casilla
de la fila central.

5. El primer jugador coloca un dado sobre la mesa
dejando en la cara superior el nimero que
corresponde a su primera jugada. A su turno cada
jugador gira el dado situando en la cara superior
uno de los nimeros que ocupaban las caras
laterales (no puede aparecer la cara inferior); se
van sumando los ndmeros que aparecen en la cara
superior y el jugador que consigue sumar 31 gana
la partida.

6. Dibujamos una margarita con 9 pétalos. Cada
jugador, a su turno, elimina uno o dos pétalos. El
jugador que consigue quitar el Gltimo pétalo gana
(o pierde) la partida.

Una parte importante del trabajo con todos estos juegos
consiste en establecer analogias con el juego inicial, aten-
diendo a sus semejanzas y diferencias, con la finalidad de
hallar la estrategia particular de cada juego, y al mismo
tiempo de relacionar las distintas estrategias halladas B
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qué lo vamos a utilizar y, sobre todo, cémo vamos a desa-
rrollarlo. También serd importante saber como vamos a
evaluar lo conseguido a través del juego. Solo proce-
diendo asi, podemos utilizar los juegos como parte fun-
damental de nuestro proyecto curricular y de nuestra
programacion de aula. La experiencia, el estudio, la
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investigacion, la formaciéon de grupos de trabajo con
comparieros gue nos acomparien en esta tarea hara que
poco a poco podamos disponer de abundante material,
suficientemente conocido y probado, con el que afrontar
este elemento, el juego, tan atractivo y tan poco conocido
ain |
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Su utilizacién en la escuela no ha de servir de simple dis-
traccién. No servird de nada usar juegos en la clase si ello
no implica un cambio metodolégico.

El profesor que desea utilizar juegos en su clase dé mate-
maticas deber4, primero, tener un buen conocimiento de los
juegos que piensa utilizar y, posteriormente, realizar un gjer-
cicio de reflexion para disefiar los objetivos que quiere con-
seguir, los medios que va a utilizar y la metodologia que
usara para ello.

El estudio de las estrategias ganadoras, el conocimiento de
las matematicas puestas en accién mediante su uso, la
misma utilizacion didactica de ellos, supone elaborar una
propuesta metodolégica para su uso con ideas practicas y
creativas para ser incorporados a una programacion de aula.

Esquemaéticamente, la metodologia a usar la podemos resu-
mir asi:

19) Presentacion del juego. Reglas.
29) Jugar. Familiarizacion.
39 Analisis:
e |nventar un sistema de notacion.
* Jugar varias partidas.
e Variar la salida.
¢ Anotar las jugadas. ¢Quién ha ganado?
4°%) Empezar a buscar una estrategia ganadora:
¢ Minimizar el problema.
¢ Buscar configuraciones especiales.
* \olver atras.
* Minimizar la solucion.
e Buscar unaley...

Este proceso es casi idéntico al seguido en la resolucion de
problemas. Usandolo ya estamos ensefiando matematicas
al alumno. Estamos preparando su mente para un proceso
muy dificil de asimilar por otra via.

El uso en el aula de cualquier juego debe empezar nece-
sariamente por su presentacion. La manera de hacerlo
puede variar, pero esencialmente debe consistir en mostrar

el tablero y las fichas, las reglas del juego y el objetivo del -

mismo. La primera vez puede utilizarse el retroproyector
por su vistosidad. Pero simultdneamente debe estar pre-
sente un mural con un esquema-resumen de las reglas,
gue pueda ser consultado continuamente por los jugadores.
Los tableros y las fichas deben estar preparaaos sobre las
mesas. Se hace una partida de demostracion o algunas
jugadas; se contesta a las preguntas que planteen los alum-
nos, a las dudas que se presenten. Se invita a jugar y se les
deja solos, entregados al juego.

Cuando ya estan familiarizados con él se comienza a hacer
preguntas sobre los diversos momentos del juego. ;Quién
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ha salido? ¢Quién ha ganado? ;Cuantos movimientos has
necesitado para hacerlo? ;Cémo has hecho para ganar?
Repite las jugadas una por una.

Este es el momento clave. El alumno ve que necesita algo
mas que mover las fichas. Debe reflexionar sobre lo hecho.
Y para reflexionar necesita recordar los pasos y expresar
Sus pensamientos. Ve necesario poder representar las juga-
das. Un dibujo, un esquema, una notacion simbdlica, .. .;
cada alumno deberé dar su solucion personal. La puesta en
comun posterior haré ver la variedad de soluciones, la cre-
atividad de cada uno; la discusion y el contraste de ideas
hara también mejorar a cada uno su propia solucion o adop-
tar la que se ve como mejor.

Ahora se vuelve a jugar, pero de forma mas critica. Se pen-
sara cada jugada, se tratard de explicar por qué se hace
ésa y no otra, se representard cada una. Al terminar es
posible repetir integramente la partida, o empezar a partir
de cierto punto, ver las variantes desechadas, analizar, en
suma, los aciertos y los errores.

Se pueden realizar tablas que contabilicen el nimero de
jugadas o movimientos. Eliminar los movimientos dilatorios,
gue alargan el camino, tratando de encontrar el camino méas
corto. Cambiar el nimero de fichas, cambiar la forma o el
tamano del tablero. Empezar desde un tablero mas pequefio
0 con menos fichas. Volver a tabular. Comparar resultados.
Sacar conclusiones. Definir las mejores estrategias parcia-
les, averiguar si existe una estrategia ganadora, cuales son
las condiciones de partida para poder ponerla en marcha.
Generalizar las soluciones a todas las posibilidades. Tratar
de expresar esa solucion general mediante una expresion
matematica, una ley de recurrencia o una férmula general.

Pero puede haber mas matematica contenida en el juego.
Ayudar a explorarla, investigar, dejar libre la imaginacion...

Conclusiones

Un juego puede darnos todo eso y mucho més. Pero no sea-
mos excesivamente ambiciosos. No todo se puede ensefiar
a través del juego, ni es bueno que ello pudiese ser asi.
Estariamos dando al péndulo el impulso contrario. Seamos
prudentes. Seleccionemos bien; juegos si, pero ;cudles?,
seuando?, g por qué?, j,cémo?

Somos nosotros, los profesores, los que debemos conocer
bien los juegos que queremos utilizar, saber su potencial,
qué matemdticas podemos extraer de ellos, qué habitos
ayudan a ejercitar, como potencian el pensamiento 16gico-
matematico, ...

A partir de ese conocimiento, podemos decidir en qué
momento de la actividad escolar puede ser incluido, para
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CORRE, CORRE (1)

@ %% \i|"7/
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= %

N° DE JUGADORES: 2

Material necesario:

¢ ¢l tablero del CORRE, CORRE
¢ un dado cutbico
¢ dos fichas

Reglas del juego:

1. Este juego representa una persecucion
entre un perro y un conejo. ;Conseguira
salvarse el conejo?

2, El conejo comienza primero a correr, jha
visto al perro! Se lanza un dado. Si sale
1, 2, 3 0 4 el conejo se mueve tantos
lugares como indica el dado, sisale 50
6 se mueve el perro tantos lugares como
indica el lanzamiento.

3. Para darle un poco de ventaja al conejo
los 3 primeros lanzamientos sélo movera
el conejo. Si sale 5 0 6 se repite el
lanzamiento.

CORRE, CORRE (ll)

N2 DE JUGADORES: 2

Material necesario:

+ ¢l tablero del CORRE, CORRE
* dos fichas de colores
» un dado cubico y uno tetraédrico

Reglas del juego:

1. El perro quiere cazar al conejo. ¢Lo
conseguira?

2. Eljugador que hace de perro lanza para
moverse el dado cubico. El jugador que
hace de conejo lanza el dado tetraédrico.

3. El conejo ve de lejos al perro por lo que
empieza primero a correr lanzando
seguido tres veces su dado antes de que
empiece el perro.
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JUEGOS PROBABILISTICOS EN PRIMARIA

0s contenidos relacionados con la probabilidad que
reflejan los decretos de ensefianza para la educacion
primaria hacen referencia fundamentalmente a:

¢ Poder diferenciar experiencias aleatorias de las que no
lo son.

¢ Conocer y usar un vocabulario propio de las expe-
riencias aleatorias: sucesos posibles, imposibles,
seguros, mas probables que.

¢ Usar métodos sistematicos de anotacién, tabulacion,
para poder analizar el comportamiento de diversos
instrumentos de azar, incluyendo algunos claramente
faltos de simetria.

* Usar métodos sistematicos de anotacién, tabulacion,
para poder comenzar a discernir que no todos los
sucesos de un experimento son equiprobables y que
esto esta relacionado con la cantidad de sucesos sim-
ples que contienen.

¢ Comprender que las frecuencias relativas se estabili-
zan para un nimero grande de observaciones.

* Empezar a contrastar que estas frecuencias relativas
coinciden con lo esperado (probabilidad a priori) en
experiencias de sucesos simples equiprobables.

Todos estos contenidos pueden trabajarse por medio de
juegos probabilisticos de caracteristicas sencillas, que son
empleados usualmente por los nifios en contexto familiar o
de sus grupos de amigos, y utilizan muy diversos instru-
mentos de azar en su desarrollo, dados, cartas, ruletas,
loterias, etc.

Ademas, alguna pequefia trasformacioén en las reglas del
juego usuales puede darle caracteristicas totalmente dis-
tintas y permitir un aprovechamiento didactico mayor. Vea-
mos un par de ejemplos:

Parchis

En vez de utilizar las reglas ordinarias, se puede cambiar de
forma que los participantes pueden en cada turno elegir
entre lanzar el dado cubico ordinario o uno dodecagdrico.
El juego permitira comprender que con el dado dodecaé-

Pascual Pérez Cuenca
CEP d’Alacant

drico se va mas rapido porque pueden salir nimeros mayo-
res y obligara a tomar decisiones fundamentalmente cuando
haya posibilidades de “matar” alguna ficha. Asf si una ficha
contraria esta a 5 posiciones, ;con qué dado lanzamos? ;Y
si esté a 8 posiciones?

La oca

En vez de utilizar el dado cubico ordinario se puede cam-
biar por un dado de quinielas de forma que un jugador
mueve 1, 2 0 3 lugares segun que salgaun 1, una X o un 2.
De esta forma més pronto que tarde se apreciara que salen
mas veces 1, que Xy que 2 y que esto tendra algo que ver
con el nimero de caras que contiene a cada numero.

Este aprovechamiento de los juegos ya conocidos por los
nifos y otros muy sencillos basados en muy pocas reglas es
una de las caracteristicas de los juegos analizados en el
taller. Estos juegos han sido tomados de la unidad de JUE-
GOS DE SUERTE del proyecto Sambori de materiales curri-
culares para primaria editado por la Conselleria de
Educacion y Ciencia de la Generalitat Valenciana.

En el taller, después de jugar un poco para comprender las
reglas y los objetivos, se analizan:

» Estrategias mas usadas por los nifios en las diferentes
fases del juego.

¢ Grado de comprension de las reglas, modificaciones
mas usuales, clarificaciones y ayudas que han sido
necesarias.

* Algunas modificaciones posibles de las reglas que
puedan hacer el juego mas sencillo, mas complejo o
mas claro.

¢ Contenidos implicitos y formas de tratarlos durante el
juego (en pequefio grupo) y con posterioridad (en el
grupo clase).

* Coémo cambiar el juego cambiando el instrumento de
azar.

Se presentan a continuacién los tableros de juegos y las
reglas (2 por tablero) de los juegos usados en el taller.
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10. Matematicas ludicas en la escuela

LA PESCA (1)

N° DE JUGADORES: 2 o0 MAS

Material necesario:

* ¢l tablero LA PESCA
» 12 fichas de colores por jugador
¢ 2 dados cabicos

Reglas del juego:

1. El objetivo es pescar 12 peces
numerados del 1 al 12. Cuando un pez
ha picado se coloca una ficha en la tira
del pescador.

2. Se lanzan uno o dos dados en cada
turno a eleccion del pescador. El nimero
resultante indica el pez que ha picado el
anzuelo.

3. El primer pescador en tener los 12 peces
sera el ganador.

LA PESCA (Il)

N2 DE JUGADORES: 2 o MAS

Material necesario:

* el tablero LA PESCA
* 12 fichas por jugador
* un dado cubico y uno dodecaédrico

Reglas del juego:

1. El objetivo es pescar 12 peces
numerados del 1 al 12. Para mostrar que
el pez ha sido pescado hay que colocar
una ficha en la tira del pescador.

2. Cada pescador elige lanzar el dado
clbico o el dado dodecaédrico. El
ndimero resultante serd el pez que ha
picado.

3. El pescador que consiga los 12 peces
primero es el ganador.
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COGE EL TESORO (i)

N° DE JUGADORES: 22 4

Material necesario:

* el tablero de COGE EL TESORO

* un taco de 5 cartas numeradas del 1 al 5 por
cada jugador

* una ficha por cada participante

Reglas del juego:

1. Cada jugador sittia la ficha en el sitio
marcado por la flecha del mismo color y
avanza hacia su cofre.

2. En su turno cada jugador toma una carta
de su montdn y decide mover tantos
lugares como indica la carta o arriesgarse
pidiendo otra diciendo MAYOR o
MENOR,; si acierta suma los dos
resultados y mueve esa cantidad, si falla
no mueve en ese turno.

3. Si se cae en el pantano se vuelve al
punto de partida..

4. El jugador que alcance antes su cofre gana.

COGE EL TESORO ()

N° DE JUGADORES: 2 a 4

Material necesario:

* el tablero de COGE EL TESORO
* un taco de 5 cartas numeradas
* una ficha por cada jugador

Reglas del juego:

1. Cada jugador sittia la ficha en el sitio
marcado por la flecha del mismo color y
avanza hacia su cofre.

2. En su turno el jugador debe decir un
numero del 1 al 5 y después coger una
carta del monton. Si el nimero que ha
dicho es menor que la carta movera esa
cantidad de lugares. Si el nimero es
mayor no se mueve nada en ese turno. Si
son iguales el nimero que ha dicho y la
carta se repite.

3. Sise cae en el pantano se vuelve al
punto de partida.

4. El jugador que alcance antes su cofre gana.
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1) El posible uso de nuevos materiales o recursos
instructivos directos: materiales curriculares,
recursos diversos,...

n
~

Nuevos enfoques de ensefianza que supongan
revision del contenido, organizacion y secuencia
del mismo, nuevas formas de actividad/experiencia
educativa del alumno, papel del profesor, ...

W
=

La alteracion de creencias o0 de supuestos
pedagdgicos y tedricos que apelan al
conocimiento y comprension que poseen los
realizadores de la innovacion sobre los valores,
presupuestos y objetivos que conlleva su
implementacion.

Como sefialan Gonzéalez & Escudero (1987), en la préactica
se dan casos de cambios “en superficie”, usando ciertos
materiales, enfoques metodolégicos, ... sin comprender
claramente los principios o bases racionales del cambio; por
otra parte, puede haber una comprensién de los principios,
sin una practica acorde con el sentido de una supuesta
innovacion. Como sefialan los mismos autores, “... la multi-
dimensionalidad del cambio cobra su auténtico significado
en la préctica. Dicho de otro modo, pueden usarse nuevos
materiales y con ello lograr ciertos objetivos educativos,
pero posiblemente puede hablarse de un cambio més pro-
fundo cuando los usuarios, al tiempo, desarrollan nuevas
destrezas y enfoques de ensefianza y comprenden, con-
ceptualmente, qué y por qué han de hacerse las cosas”.
(ob. cit. pag. 20).

Romberg, TA. (1991) sefiala que la dificultad de implantar
una determinada innovacion depende de muchos factores,
que varian desde las caracteristicas mismas del proyecto
innovador hasta la estructura cultural afectada por el cam-
*bio. El'grado més simple de una innovacion serfa la sustitu-
cion de un componente aislado de un sistema —como el
cambio de un libro de texto, Ia utilizacién de recursos dis-
tintos, ...— hasta llegar al méas complejo de todos los cam-
bios que tiene que ver con los valores, con las concepciones
de fondo de las metas de la educacion matematica y las
practicas consecuentes.

Esta manera de caracterizar las innovaciones, se centra en
el grado de reestructuracion de las précticas escolares que
comportan; en los extremos estarian la innovacion mejora-
doray la innovacion radical. Para este autor las innovacio-
nes mejoradoras estan destinadas (o se perciben asi) a
hacer mejores y mas eficientes algunas practicas escolares
actuales, pero no cuestionan las tradiciones asociadas a la
cultura escolar. En el otro extremo, las innovaciones radi-
cales se perciben como desafios a las tradiciones cultura-
les escolares y estan destinadas a cuestionarlas. Como
sefiala el mismo autor, lo que parece claro en la comunidad

11. Innovacion, formacion e investigacion en didactica de las Matematicas

matematica es que se estd pidiendo un cambio radical que
se perfila sobre cuatro “desaffos” a las matematicas esco-
lares:

a) Todos los alumnos/as deberan estudiar
matematicas y ademas matematicas algo distintas
a las que se estudian actualmente en la ensefianza
obligatoria y Secundaria no obligatoria.

O
~

Todos los alumnos y alumnas deberan aprender a
“hacer matematicas” y comprobar por tanto que
las matematicas tienen sentido (no basta con
saber cosas “sobre las matematicas”).

c) Es necesario desarrollar un discurso comunitario
distinto para hacer que los profesores/as y los
alumnos/as se comprometan en un proceso de
ensefianza/aprendizaje orientado a la realizacion
de aprendizajes significativos y funcionales
(desarrollo de capacidad de auto y
heteroaprendizaje).

d) Las Matematicas han de trabajarse en entornos
tecnoldgicos.

Si las practicas tradicionales han puesto el acento en el
desarrollo de destrezas, conceptos y aplicaciones, la edu-
cacién matematica, hoy, ha de poner énfasis en disposi-
ciones/capacidades, actitudes y convicciones mas amplias
y profundas sobre la naturaleza del conocimiento matema-
tico, sobre su valor cultural y sobre la capacidad de pen-
samiento matematico de cada persona.

Lo dicho hasta ahora nos obliga a pensar la Innovacion
como un proceso “mucho mas sofisticado” que el de
hacerse con unos materiales o enviar ingenuamente nuevas
propuestas curriculares a un centro, introducir nuevos recur-
SOS en un centro, etc.

La naturaleza politica de los fenémenos innovadores cons-
tituye una parte importante no siempre tenida en cuenta a
la hora de comprender y articular el cambio. Todo proceso
de innovacién inserto en una organizacion y en el seno de
una “cultura” supone negociacion, poder, conflicto de inte-
reses, .... La escuela como espacio organizativo con rasgos
propios, constituye un contexto cultural que ejerceré influen-
cia sobre los procesos de innovacién, ya que la eleccion de
metas y la adopcién de valores, es claramente una decision
que afecta a la colectividad social, una decision sin duda
politica.

Actuar tomando como punto de partida “lo que deberia ser
el cambio” sin considerar la realidad de las personas que
han de implementarlo, supone una visién “hiperracionaliza-
dora” del mismo. (Gonzélez, M.T. Ob. cit.). Protagonista por
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11. Innovacion, formacion e investigacion
en didactica de las Matematicas

INNOVACION Y EDUCACION MATEMATICA

M? Victoria Garcia Armendariz

Asesora de la Unidad Técnica de Formacion del Profesorado. Navarra

an cerca y tan lejos”, éste podria ser un buen titulo

para acercarnos al tema Innovacion en Educacion

Matematica. Para algunas personas la innovacion es
algo casi cotidiano, algo propio del hacer profesional, vin-
culado a su preocupacion por la educacion y por el apren-
dizaje de sus alumnos.

Por esta razon cuando tratamos de clarificar el signifi-
cado de esta nocién nos encontramos con experiencias
gue se extienden desde posiciones individuales, actitudes
profesionales, formas de hacer vinculadas al modelo de
investigacion-accion, hasta proyectos de innovacion con
mayor 0 menor envergadura, investigacion scbre la inno-
vacion, etc.

Sin embargo, ;hasta qué punto las innovaciones que cono-
cemos 0 gue hemos puesto en marcha son identificables
como acciones practicas al servicio de cambios exigidos
por la modificacion de las condiciones en las que se edu-
can nuestros alumnos?: adaptacion a la sociedad actual,
emancipacion del individuo en una cultura tecnolégica-
mente avanzada, ensefianza para todos, ...

Desde este angulo de vision contemplamos la Innovacion
como una serie de procesos deliberados y sistematicos por
medio de los cuales se intenta introducir y promocionar
ciertos cambios en las précticas educativas. {(Sancho, J.M.
y otros 1992). La Innovacion estd, pues, al servicio de cam-
bios que se desea ocurran y prende sobre posiciones
“transgresoras” del orden establecido, sobre la insatisfac-
cion profesional y como compromiso “consecuente” con
las aspiraciones de mejora de la calidad de la educacion.
(Gonzalez, M.T. y Escudero, J.M. 1987).

Vivimos una coyuntura de cambios sociales y cientificos
importantes y los sistemas educativos, y el nuestro en parti-
cular, han necesitado y necesitan someter a reflexion critica

su razén de ser, sus funciones y el modo de cumplirlas.
Como podemos apreciar, las nociones de Cambio, Innova-
cién y Reforma aparecen profundamente relacionadas; noso-
tros vamos a considerar los procesos de cambio como el
“referente universal” en el que se sitdan Reformas e Innova-
ciones Educativas. Ambas remiten a un determinado tipo de
practica en el seno del Sistema Educativo y se desarrollan
a través de complejos mecanismos y procesos personales,
tecnolégicos e institucionales, tributarios de plataformas de
pensamiento que suponen opciones ideoldgicas y socio-
politicas determinadas. Sin embargo, mientras la Innova-
cién podemos considerarla una accién para el cambio a un
nivel mas concreto y delimitado, las Reformas Educativas
suponen politicas y programas que tienen como objetivo
introducir un cambio educativo en todo un pais —en parte
0 en todo el sistema educativo— y afectando, generaimente,
a los aspectos curriculares y/o estructurales como es nues-
tro caso.

Pero ademés, para que una Reforma educativa promueva
el cambio deseado es necesario implantar programas que
respondan a esos ideales de cambio, lo cual supone algo
mas que la mera realizacion de experiencias o proyectos
pedagdgicos aislados. Siendo valiosas dichas experiencias
innovadoras entendemos la Innovacién como un fenémeno
complejo dirigido a reconsiderar los contenidos vy orienta-
cién de los procesos educativos en un momento historico
dado, a la luz de las coordenadas ideolégicas, sociales,
econdmicas y culturales.

Dimension y procesos de la Innovacion
Educativa

Segun Fullan (1982) “el cambio”, para que pueda conside-
rarse como tal, habria de ocurrir en la practica a lo largo y
ancho de tres dimensiones que evolucionan con y en la
préactica. Estas tres dimensiones son:

— 172 —

—




Vit~ JAEM  11. Innovacion, formacion e investigacion en didactica de las Matematicas

¢ES IMPORTANTE MEJORAR LA GESTION DE LA CLASE?

e acuerdo con la nueva estuctura del Sistema Edu-

cativo se ha establecido el primer nivel de concre-

cion para cada area de conocimiento, y en él
aparecen los objetivos generales, la relacién de contenidos,
las orientaciones para el aprendizaje vy la evaluacion, y deja
a los Centros (Profesorado, Departamentos, Claustros,...) la
decision sobre la temporalizaciéon de los contenidos, su dis-
tribucion a lo largo de los distintos ciclos y se promueve
también la elaboracién del material curricular concreto para
trabajar en el aula.

Esta posibilidad nos ha de hacer reflexionar sobre en qué
ha de consistir la formacién del profesorado (ademas de
intentar ver su refacion con la investigacion y la innovacién
educativa).

A mi modo de ver y después de haber tenido la necesidad
de elaborar material curricular en forma de Unidades Didéc-
ticas, y también de escribir unas orientaciones didacticas
para ayudar al profesorado a utilizar dicho material, asi
como de secuenciar los contenidos del drea de Matemati-
cas a lo largo de los 4 cursos de la Ensefianza Secundaria
Obligatoria, pensar en los criterios de evaluacion y llevarlos
a la préctica, creo gue estoy en condiciones de opinar
sobre cuél habria de ser el enfoque de la formacién para un
profesorado que en cursos posteriores habra de incorpo-
rarse a una nueva estructura educativa.

Creo que esta formacion habria de verse bajo dos puntos
de vista:

a) ha de presentar situaciones que favorezcan unas
discusiones de grupe destinadas a reflexionar sobre la
potencialidad del nuevo modelo educativo, adecuarla
a las distintas fases de la ensefianza y ver cémo
puede influir en mejorar la préctica docente.

b) ha de ayudar a tomar decisiones en relacién a:
® presentar criterios y modelos para la organizacion y
coordinacion del &rea correspondiente.

Marta Berini
1.B. Joanot Martorell. Esplugas, Barcelona

* dar las pautas para determinar los objetivos y
contenidos de las distintas unidades didécticas y
para su elaboracion

e ayudar a tomar decisiones en relacion a:

lo que pretendemos que aprendan

— qué-objetivos didacticos y contenidos
distribuimos en cada ciclo de la Etapa

— qué objetivos didacticos seleccionamos en
cada Unidad

-~ qué contenidos (conceptuales, procedimentales
y actitudinales) incluimos en cada Unidad
Didéactica

lo que hacemos en el aula

— organizacién del area

— temporalizacion

— estrategias metodoldgicas

- actividades a realizar

— distintos tipos de agrupamientos

como sabemos si lo que conseguimos responde
a lo que pretendiamos
- qué evaluamos
. — cémo evaluamos
- cuando evaluamos

Ahora bien, es de todos conacido que, en general, el pro-
fesorado no tiene experiencia en elaborar su propio mate-
rial de clase y que en muchos casos prefiere utilizar un
libro de texto. Hay que ser conscientes de esta situacion
y pensar qué direccion ha de tomar la formacion del pro-
fesorado. Segun mi opinién; cada vez es mas evidente
que el éxito de una propuesta de ensefianza de las mate-
maéticas no recae solamente en el material que se trabaja
en el aula, sino en la manera de gestionar la clase. Hay
que profundizar mas en este aspecto y creo que es aqui
donde es de suma importancia el papel de la persona que
investiga y de la persona que elabora estategias innova-
doras.
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excelencia de esa realidad es el profesor que interpreta y
redefine el cambio a la luz de su modo de pensar y conce-
bir la ensefianza. La préactica real de la ensefianza y los sig-
nificados que el profesor atribuye a la misma, constituyen el
Gltimo contexto donde se concreta y hace la innovacién; es
el profesor el que interpreta el cambio propuesto, lo clarifica
personalmente y toma decisiones sobre el mismo convir-
tiéndolo en ensefianza. En una innovacion, por tanto, las
interpretaciones son una constante que marcan su sentido
y su evolucion.

Podemos concluir este punto sefialando que es més
correcto hablar de procesos de innovacion que de innova-
cidn a secas, ya que la innovacién no puede considerarse
un producto acabado y replicable. Supcone mas bien un
conjunto articulado de acontecimientos, actividades diver-
sas, estrategias complejas, ... entre las que existen rela-
ciones dinamicas y transformadoras.

Desde distintos trabajos (Romberg, T. ob. cit.; Sancho,
J.M. et alt. (1992); Escudero Mufioz, J.M. (1988)) se
advierte que el flujo de acontecimientos que comporta
toda dindmica de cambio puede ser descrito formalmente
identificando una serie de etapas a través de las que se
construye, desarrolla y evalla dicho cambio. La delimita-
cion e importancia atribuida a cada fase, aparecera bas-
tante determinada por la perspectiva teérica desde la que
se aborda.

Desde el enfoque tecnoldgico se prestd una especial aten-
cioén a los procesos de planificacion y evaluacion, planifi-
cacion por expertos y evaluacion para la comprobacion del
logro o no de los resuitados.

11. Innovacion, formacion e investigacion en didactica de las Matematicas

Laintroduccion de nuevas plataformas teéricas para el ana-
lisis e interpretacion del hecho educativo abren paso a un
reconocimiento mas explicito de los procesos de cambio,
mucho méas complejos y variados de lo que se podia supo-
ner desde una posicién cientifico-tecnoldgica. Desde estas
nuevas posiciones —paradigmas cultural y critico— se
prima el ambito de la practica como espacio en el que la
innovacion adquiere o pierde su significado, se redefine e
interpreta y alcanza unos resultados.

Mirando al presente y un poco mas lejos

Como ya hemos apuntado la Innovacion se nos presenta
COMO comMpromiso consecuente con las aspiraciones de
mejora de la calidad de la educacién y concretamente,
como sefiala Romberg (ob. cit.), la educacion matematica
para todos exige cambios profundos —por no llamarlos
radicales— en las practicas de ensefianza aprendizaje.

Solo desde experiencias innovadoras que promuevan los
cambios desde dentro de las instituciones, con apoyo
externo, muy atento a los problemas y necesidades surgi-
das en el seno de la propia organizacién escolar, se alcan-
zara la “internalizacién” del cambio, en tanto gue valoracion
de la experiencia y compromiso con la practica de la inno-
vacion por parte de sus actores.

Por otra parte, dilucidar las condiciones, los factores que
propician y confluyen en un proceso de innovacion debe ser
labor que ocupe a los investigadores y en este momento
constituye una tarea urgente que interesa a los que la con-
sideran como una practica para el cambio y a quienes pre-
tenden introducirlo y guiaric B
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FORMACION, INNOVACION E INVESTIGACION

a experiencia llevada a cabo durante varios afos

desde la asesorfa de Matematicas de un Centro de

Profesores, permite afirmar que en la esencia de
esta labor se encuentran relacionados los términos de
formacion, innovacion e investigacion. La actividad que se
realiza en torno a la ensefianza/aprendizaje de las Mate-
maticas tiene por objeto la formacién de profesores en
activo, teniendo como referente constante el de la inno-
vacion. En todo caso si en la formacién permanente de
profesores se quiere innovar, es preciso realizar investi-
gaciones o simplemeénte probar en las aulas investiga-
ciones realizadas por otros.

FORMACION

INNOVACION INVESTIGACION

Vamos a tratar de analizar las relaciones establecidas en el
triangulo de dos en dos.

FORMACION E INNOVACION

La ensefianza de las Matematicas estd experimentando
cambios extraordinariamente importantes que conciernen a
alumnos y profesores. Algunos de estos cambios aparecen
en revistas muy especializadas, la mayor parte de ellos en
publicaciones foraneas o en libros de muy restringida tirada.
Un asesor de matematicas tiene en primer lugar que dar a
conocer a cada colectivo lo mas interesante para él y luego
realizar una labor paciente dirigida a aquellos profesores
que necesitan confianza para alterar habitos de ensefianza
y aprendizaje que tienen muy arraigados.

Juan Emilio Garcia Jiménez
CEP de Villarrobledo. Albacete

¢Laformacion permanente de profesores de Matematicas
tiene que serlo sobre cuestiones que supongan innova-
cion? La respuesta parece obvia: a profesores en activo no
se les puede ofertar formacién sobre metodologias, recur-
$0s 0 materiales que ya vienen utilizando desde hace
anos. Cuando alguien se implica en una tarea de forma-
€ion que le va a suponer mas trabajo y mas tiempo, es por-
que desde la reflexiéon que ha hecho de su préactica,
reconoce gue sus planteamientos didacticos y sus recur-
S0s no estan produciendo resultados satisfactorios ni para
¢l como profesor, ni para sus alumnos. En consecuencia,
quiere ver propuestas innovadoras que le permitan mejo-
rar como profesional.

Los cursos y otras actividades que se realizan en el CEP
aspiran a que los profesores que participan incorporen a su
préctica docente los aspectos mas destacados y que en las
aulas continde una labor de innovacion que vaya produ-
ciendo cambios lentos, pero firmes en torno a una renova-
cion de la ensefianza/aprendizaje de las Matematicas.
Después de una actividad en ta que se plantean propues-
tas innovadoras, la preocupacion de un asesor es la de ver
en qué medida dichas propuestas afectan a lo que se hace
y c6mo se hace dentro del aula.

Con demasiada frecuencia los Centros actan sobre los
profesores méas como un obstaculo que como facilitadores
de innovaciones. El profesor que innova en clase genera un
monton de reacciones negativas entre sus compafieros.
¢ Qué puede hacer un asesor de Matematicas en estos
casos? Para empezar, apoyar a ese profesor para que se
mantenga firme en sus loables propdsitos de renovacion y
ayudarle con toda clase de medios a su alcance para que
obtenga resultados satisfactorios. Por otro lado, reuniendo a
las personas que intentan vias de innovacion con otros com-
paneros de su Centro para mostrar, lejos de prejuicios, la
consistencia y virtudes de las propuestas. Por Gltimo, abrir
posibilidades para compartir la innovacion con otros com-
paneros de otros centros, de modo que no se haga una
labor en solitario y se pueda contar con el respaldo de otros.
De este modo las personas que intentan vias de cambio no
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En este sentido, los posibles caminos a seguir para mejo-
rar la gestién en el aula tanto por la formacion como por la
innovacion y la investigacio estarfan:

e cémo realizar la revision de la produccién escrita de
forma individual por el alumnado y extraer
conclusiones

¢ qué tipo de preguntas se han de hacer de manera
que ayuden al alumnado a interiorizar sus
razonamientos y que permitan una intervencion del
profesorado, con la finalidad de dar lugar a que
poco a poco vaya siendo cada vez mas auténomo
en su trabajo

e como ser concientes de que la verbalizacion de los
razonamientos cumple con su finalidad, es decir de
qué manera es posible verificar si a o largo del
tiempo cada alumno o cada alumna ha mejorado su
capacidad de reflexion sobre su trabajo

¢ de qué manera es posible aumentar la capacidad
argumentativa del alumnado

e qué respuestas de las elaboradas per el alumnado
seleccionamos, de forma que permitan organizar
posteriores actividades de confrontacion,
discusién,... en la clase

e qué tipo de discusién es la mas adecuada para
cada caso

» qué actividad realizar después de una discusion:
p.e. una puesta en comin, volver a pedir que
verbalicen sus razonamientos,

11. Innovacion, formacion e investigacion en didactica de las Matematicas

e cOmo utilizar las verbalizaciones producidas

» qué tipo de problemas plantear para potenciar la
capacidad de generacion de hipotesis y como
hacen la comprobacion de su veracidad o no

e cudl seria la manera mas conveniente de relacionar
las Ciencias y las Matematicas en aras a resolver
situaciones en las que sea necesario introducir el
concepto de modelo, tanto en el nivel de los -
hechos, del fenémeno y de las experiencias, como
en el nivel de las ideas, de los principios y de la
teorfa.

La investigacion y la innovacion tienen un papel funda-
mental en los aspectos dedicados a la elaboracion de mate-
rial didactico y a la busqueda de nuevas estrategias
metodolégicas, asi como los dedicados a la evaluacion de
los resultados obtenidos.

2 Ahora bien, quién ha de llevar a cabo la investigacion y la
innovacion?

Por un lado el profesorado del Centro escolar ha de realizar
una investigacion en el aula que ha de ser practica y directa
y que tenga relevancia, pero creo que todo el trabajo no
puede recaer sobre ély que ha de existir la figura del inves-
tigador/a que ayude a mejorar los aspectos tedricos de la
investigacion, que haga la valoracion sistematica de los
resultados obtenidos y compruebe su validez, es decir, sea
capaz de verificar si son generalizables a otras circunstan-
cias, y que a través de su presencia en la clase como obser-
vador esté atento a la actitud de! alumnado, su interes, su
participacion, el nivel de atencién y otras reacciones res-
pecto a la nueva metodologia utilizada B
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MATEMATICAS

e Andlisis sobre la formacion e
interconexion de conceptos.

* Procesos relacionados con la
resolucion de problemas o con las
investigaciones.

e Matematicas que estan
reclamando mas atencion en la
ensefianza y Matematicas que la
estan perdiendo.

CLASES

Capacidades intelectuales de los
alumnos que pueden potenciarse
con las Mateméticas.

Actitudes y saberes.

Qué se aprende y coOmo se
aprende a partir de ciertos temas.

Dificultades en el aprendizaje.
Coémo diagnosticarlas y qué
caminos tomar.

Preparacion de clases,
motivaciones, métodos de trabajo,
cuando y cémo debe intervenir el

MATERIALES

Coémo obtener las mejores
posibilidades de los recursos
tecnolégicos al servicio del
aprendizaje de las Matematicas.

Posibilidades de un cierto material
y qué cambia al cambiar de
material.

Procesos y capacidades a partir
de determinados materiales.

Disefio de materiales didacticos
adecuados a necesidades
concretas.

|
|
‘ profesor, ...

INVESTIGACION PARA LA INNOVACION
COMO DESARROLLO PROFESIONAL DE
PROFESORES DE MATEMATICAS

;La investigacion debe estar al servicio de la innovacion?
No exactamente, la investigacién debe estar al servicio de
la mejora en la educacion matemética. No va a ser mejor
todo lo que suponga innovacién, pero desde luego si no nos
sentimos satisfechos con la situacién actual (y no lo esta-
mos), hemos de investigar sobre cémo aprenden los alum-
nos, qué metodologias producen hoy mejores resultados,
qué materiales podemos disefiar o adquirir para que sean
mejores vehiculos de conceptualizacion, etc.

La investigacion y la innovacién deben ponerse al servicio
de los profesores para que mejore la calidad de la educa-

cién matematica de sus alumnos. Un asesor de Mateméati-
cas por su proximidad con los profesores, por las caracte-
risticas de su formacién especifica y por su contacto
obligado con las fuentes de investigacion e innovacion,
debe constituirse en el vehiculo necesario que comunique
a unos con otros, de manera que las distancias se acorten
y sea posible entre todos mejorar la calidad de la educacion
matematica en este fin de siglo. Oportunidades como estas
JAEM, a las que todos los asesores de Matematicas debie-
ran sentirse obligados a asistir de oficio, son una magnifica
ocasion para traer y llevar lo que en la actualidad esta
pasando respecto a la educacién matemética. Afortunada-
mente en nuestra materia las asociaciones de profesores
desempefian un papel del que las autoridades educativas
han hecho dejacién hace tiempo B
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se veran vencidas por las reacciones negativas de tipo inmo-
vilista.

LA INVES'I"IGACI()N EDUCATIVA Y LA
FORMACION DE PROFESORES DE
MATEMATICAS

Una asesoria dé Matematicas de un CEP tiene entre sus
objetivos més destacados el que grupos de profesores for-
men seminarios o grupos de trabajo en donde se plantee la
investigacion y la innovacion. Se empieza por conocer lo
que otros comparfieros hacen en diferentes puntos de
Espafia o del extranjero y se da a conocer lo mejor de lo que
se publica en las revistas especializadas y libros que van
saliendo al mercado. En este sentido un asesor con expe-
riencia se constituye en el vehiculo necesario para trasladar
alos profesores de su demarcacion lo mejor de lo que otros
compafieros del mismo nivel o los investigadores de los
departamentos universitarios estan produciendo sobre
didactica de las Matematicas.

¢ Cémo se puede realizar investigacion desde una asesoria
de Matematicas?

En primer lugar conectando la investigacion que sobre la
ensefianza de las Matematicas se realiza en centros espe-
cialmente dedicados a ello, (lamentablemente casi todos
fuera de Espafia: los IREM de Francia, el IDM de Alemania,
los Shell Centers de Inglaterra, algunos de USA,...) con la
ensefianza de las aulas. En este sentido, es especialmente,
meritorio los esfuerzos de investigadores como Freudenthal,
Fielker, Jan de Lange, Schoenfeld y otros por hacer que los
resultados de sus investigaciones se “materialicen” en algo
tangible (métodos, recursos, materiales,...) que puedan ser
aplicados por los profesores en sus clases.

De otra parte, se puede investigar la eficacia de métodos,
materiales y formas de intervencion didactica en las aulas,
mediante la modalidad de “Dar, observar y analizar cla-
ses”. Una de las formas més aceptadas por los profesores
para conferir credibilidad a las teorfas sobre el aprendizaje
de las matematicas, la eficacia de ciertos métodos o las
virtudes de determinados materiales es viendo al asesor
en su clase con sus alumnos, en condiciones reales, esto
es, una investigaciéon sobre el terreno. Como acertada-
mente sefala Fielker “Los profesores pueden observar, y
esto provoca un montén de discusiones sobre la forma en
que ensefiamos, y la idea no es de que todos deban ense-
fiar como nosotros, sino que cualquier contraste nos hace
considerar nuestros propios métodos mas profunda-
mente”.

Los profesores suelen actuar de acuerdo a modelos de
buenos profesores que ellos tuvieron, pero la ensefianza de
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las Matematicas y los tipos de alumnos han cambiado
mucho desde que estos profesores estudiaban Primaria o
Secundaria. En consecuencia la reflexion sobre problemas
y soluciones de otros comparieros se hace necesaria para
mejorar profesionaimente.

Por otra parte, si un asesor de Matematicas no quiere que-
darse para hablar sélo de teorfas, de lo que se publica, es
preciso que pise frecuentemente las aulas de diferentes
niveles para realizar in situ investigaciones sobre el apren-
dizaje, los materiales, etc. Ademas puede adquirir asi cono-
cimiento sobre el aprendizaje de las Matematicas a
diferentes niveles y posteriormente ejercer acciones de
coordinacién entre niveles, cuestion esta tan necesaria hoy
cuando se estd produciendo una nueva reordenacion del
sistema educativo.

Gran parte de los cambios en la ensefianza de las Mate-
maticas que se estan produciendo en la actualidad surgen
de las investigaciones relativas a como los alumnos apren-
den. En este sentido, un asesor de Matematicas ha de tra-
tar de responderse (y ayudar a las respuestas de los.
profesores) a preguntas como las siguientes:

e ;,Como se puede conseguir desarroliar las mejores
capacidades de los alumnos?

¢ ; Qué métodos, recursos y comportamientos
contribuyen a aumentar el gusto por las
Matematicas?

Si la formacién permanente de profesores pretende que
éstos incorporen a sus clases nuevas técnicas, nuevos
materiales curriculares, nuevas formas de favorecer la cre-
atividad y el aprendizaje, no deben disefarse las activida-
des simplemente para transmitir los resultados de las
investigaciones educativas sobre el aprendizaje, sino que
debe permitirse que los profesores y profesoras participen
en la reconstruccién en las aulas de los nuevos conoci-
mientos.

Se realizan asimismo investigaciones para conocer las
influencias sobre el aprendizaje matematico derivadas de la
diferente situacion social y cultural de los alumnos. Por
ejemplo, tomando un mismo curso de alumnos en diferen-
tes centros de la demarcacion y desarrollando en ellos unas
mismas clases. O bien sobre ideas previas, expectativas de
educacién matematica, etc.

La asesoria de Matematicas de un Centro de Profesores
relaciona la investigacién y la formaciéon permanente de
profesores desde las Matematicas, las clases y los mate-
riales.
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Desde estos supuestos y consideraciones el desarrolio de
un Area de Conocimiento pasa, necesariamente, por el
mantenimiento continuado de un Programa de Tercer Ciclo
mediante el que se realicen y logren los anteriores objetivos.
En este contexto, la Universidad de Granada aprobd
durante el curso 87-88 el Programa de Doctorado en Didac-
tica de la Matematica, que ha continuado a lo largo de
estos afos.

CARACTERISTICAS GENERALES DEL
PROGRAMA

El alumno inscrito en los estudios de doctorado deberéd cur-
sar y aprobar en el plazo de dos afios, prorrogables a tres, un
total de 32 créditos (320 horas) mediante los cursos y semi-
narios incluidos en el programa, asf como con créditos obte-
nidos por la realizacion de un trabajo de investigacion
obligatorio, hasta un méaximo de 9 créditos. Se exige un
minimo de 16 créditos en materias del &rea de conocimiento
o fundamentales; el resto puede cursarse con asignaturas
afines.

Los alumnos han de presentar en el Departamento, antes de
terminar el Programa, un proyecto de tesis doctoral avalado
por el que vaya a ser su director o directores. La tesis
debera terminarse en el plazo de cinco afios desde la fecha
de inicio de los estudios, ampliables en otros dos afos a jui-
cio de la Comision de Doctorado.

El compromiso para la direccién de la Tesis se realiza, usual-
mente, cuando ha transcurrido parte del Programa y se for-
maliza con la aprabacién por el Consejo del Departamento del
proyecto de Tesis Doctoral. Este compromiso formal se articula
en funcion de las lineas de investigacion existentes en el
Departamento y de los intereses cientificos de los docto-
randos; las lineas de investigacion permiten aprovechar
mejor los recursos limitados de personal, tiempo y materia-
les y facilita el trabajo en equipo, imprescindible para este
tipo de investigaciones.

Concluidos los cursos y presentado el trabajo de inves-
tigacioén, cubriendo un total de al menos 32 créditos, el
alumno recibe una certificacién de suficiencia investi-
gadora, dando por finalizados los estudios preparatorios
y siendo condicion previa para la presentacion de la
Tesis.

ORGANIZACION DEL PROGRAMA

Siguiendo las directrices generales, el Programa de Docto-
rado de Didactica de la Matematica de la Universidad de
Granada presenta la siguiente estructura:
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a) Cursos metodoldgicos

La experiencia ha mostrado la importancia del marco
metodoldgico para la realizacién de una Tesis; un disefio
adecuado, junto con los instrumentos pertinentes para el
andlisis de datos y discusién de hallazgos y resultados,
contribuyen a la calidad del producto final. En la actuali-
dad hay tres curos metodolégicos en el programa: Meto-
dologia de Investigacion en Educacion Matematica,
Disefio de Investigaciones Educativas y Anélisis de
Datos.

El curso Metodologfa de Investigacién en Educacion Mate-
maética aborda tres nicleos de problemas:

i) los estadios légicos de investigacion en educacion
Matematica, con la delimitacion del problema de inves-
tigacion, la revision de la literatura y la naturaleza de los
datos empiricos;

ii) los métodos diferenciales de investigacion en educa-
cién matematica, considerando: métodos centrados en
la materia, métodos centrados en la ensefianza, méto-
dos centrados en el aprendizaje, métodos centrados
en el colectivo educativo y métodos integrados;

iiiy la evaluacion de la investigacién en educacion mate-
matica.

b) Contenidos fundamentales

Constituyen la parte central del Programa y se exige, al
menos, haber cursado 16 créditos de esta materia. Mientras
que los cursos metodolégicos, o afines, se pueden com-
partir con los Programas de doctorado de otras discipli-
nas, el contenido fundamental es el que marca la
especificidad del Programa. En este tipo de cursos pode-
mos diferenciar dos grupos: las materias troncales y las
lineas de investigacion especificas.

En las materias troncales se encuentran: el curso Teoria de
la Educacién Matemadtica y el curso del Disefio, Desarrollo
y Evaluacion del Curriculo de Mateméticas, que aborda los
fundamentos de la teorfa curricular y los problemas que se
derivan para la Didactica de la Matematica del hecho de
considerar la complejidad de los planes de formacion gue
tienen lugar en las instituciones educativas. Estos cursos
son complementados por el Seminario de Investigacion en
Did4ctica de la Matematica, durante los dos afios del pro-
grama; el Seminario de Investigacion es el espacio natural
en el que el alumno del Programa entra en contacto con
investigaciones en curso y se enfrenta a los problemas
practicos que supone su puesta en marcha y desarrollo. El
caracter obligatorio de los cursos de este blogue destaca
la importancia que tienen en el Programa.
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FORMACION DE INVESTIGADORES EN
EpucaciON MATEMATICA

Luis Rico Romero

Departamento Didéctica de la Matematica. Universidad de Granada

AREA DE CONOCIMIENTO DIDACTICA
DE LA MATEMATICA

Uno de los objetivos bésicos de la Ley de Reforma Univer-
sitaria (L.R.U. 1984) consistié en potenciar los Departa-
mentos como unidades organizativas basicas de las
Universidades, cada uno de ellos especializado en un Area
de Conocimiento determinada (o en varias afines), y capa-
ces de satisfacer de modo eficaz y competente las necesi-
dades docentes e investigadoras.

La ley establecia las Areas de conocimiento como aquellos
campos del saber caracterizados por la homogeneidad
de su objeto de conocimiento, una comun tradicién his-
térica y la existencia de comunidades investigadoras
nacionales o internacionales.

En este marco surge el Area de Conocimiento Didéctica
de la Matemadtica como uno de los campos de conoci-
miento en la Universidad, reconociendo el esfuerzo rea-
lizado por la comunidad de educadores matematicos de
nuestro pais en los Gltimos treinta afios. La constitucion
de Departamentos universitarios en los que esta inte-
grada el Area de Didéctica de la Matematica ha supuesto
un paso importante para la Educacién Matematica en
Espana, disponiéndose de nuevos medios personales y
materiales y potenciandose la docencia e investigacion
en el Area.

PROGRAMAS DE DCCTORADO

Uno de los logros derivados de esta situacién ha sido la
organizacién y desarrollo de Programas de Doctorado espe-
cfficos de Didactica de la Matematica, como ha ocurrido en
la Universidades Auténoma de Barcelona, Literaria de
Valencia y de Granada.

La importancia de los Programas de Doctorado se resalta
en el Real Decreto que regula el Tercer Ciclo de Estudios
Universitarios:

“El Tercer Ciclo, como demuestra la experiencia compa-
rada, constituye condicién esencial para el progreso cien-
tifico y, por ello, para el progreso social y econémico de una
comunidad por cuanto de la profundidad de sus contenidos
y la seriedad en su planteamiento depende la formacién de
los investigadores.

Por lo demas, el Doctorado tiene una consecuencia adi-
cional de extremada importancia: en él se inicia la for-
macién del Profesorado Universitario. Si se toma en
consideracién que en la Universidad, docencia e inves-
tigacion son dimensiones inescindibles, se comprende la
importancia que el aprendizaje de ciencias y técnicas
especializadas presenta para el Profesorado y, por tanto,
para el futuro de los estudiantes universitarios y de la
Universidad misma.

Por ello, la Ley de Reforma Universitaria considera el Tercer
Ciclo decisivo para promover la calidad de la ensefianza y
para potenciar la investigacion. Cualquier reforma universi-
taria debe considerario no como el apéndice burocrético de
los dos primeros, sino como un periodo clave en el que tiene
lugar la articulacion entre docencia e investigacion, y se for-
man tanto los investigadores como los futuros docentes
universitarios. No en vano su superacion permite acceder al
titulo de mayor relieve académico.

A estos efectos, la Ley de Reforma Universitaria se plantea
cuatro grandes objetivos en el campo de los estudios de
postgrado:

¢ Disponer de un marco adecuado para la
consecucion y transmision de los avances
cientificos;

e Formar a los nuevos investigadores y preparar
equipos de investigacion gue puedan afrontar con
éxito el reto gque suponen las nuevas ciencias,
técnicas y metodologias;

e Impulsar la formacién de nuevo profesorado;

¢ Perfeccionar el desarrolio Profesional, cientifico y
artistico de los titulados superiores.”

— 180 —

TR TR,



Vit~ JAEM

11. Innovacion, formacion e investigacion en didactica de las Matematicas

OBUETIVOS, CAMBIOS Y CONFLICTOS DE LA
INVESTIGACION EN EDUCACION MATEMATICA

Modesto Sierra Vazquez

Departamento Diddctica de la Matemdtica y Ciencias Experimentales. Universidad de Salamanca

En esta ponencia se presentan, en primer
lugar, los objetivos que persigue la
investigacion en educaciéon matematica;
aunque éstos pueden ser dispares segun la
concepcion que el investigador adopte,
existe sin embargo una cierta unanimidad en
aceptar que la investigacion en nuestro
campo de trabajo debe servir para mejorar el
proceso de ensefianza — aprendizaje de las
Matematicas. En segundo lugar se exponen
los cambios que ha experimentado la
investigacion en educacién matematica,
tanto los referidos a los contenidos como
los referidos a métodos. Ademas se
presenta, brevemente, el conflicto que puede
surgir entre la investigacion tradicional y la
investigacién-accion. Por otra parte, en casi
todas las exposiciones acerca de los
procedimientos utilizados en Didactica
aparece una cierta confusion entre
investigacion cualitativa y cuantitativa; por
ello, finalmente, se trata esta cuestion, con
animo de hacerla clara y, no por supuesto
con el objetivo, pretencioso, de resolverla.

Introduccion

Todo campo de saber, si no desea quedar obsoleto, necesita
acrecentar de modo progresivo y acumulativo los conoci-
mientos acerca de su objeto de estudio, 0 al menos tener una
cierta voluntad de ello. Este es precisamente el objetivo fun-
damental de la investigacién en ciencia factual y, en particu-
lar, de la investigacién en nuestra disciplina. Ademas es un
valor convencional en ciencia realizarlo de modo reglado o
con un cierto método. Comenzaré exponiendo los objetivos
y los cambios recientes en la investigacién en educacion
matematica. Aunque todas las ciencias factuales comparten
estratégicamente el mismo método, es obvio que tactica-
mente utilizan procedimientos particulares, que constituyen
los tipos (0 estrategias) concretos de investigacion utilizados
en nuestra disciplina; dado que hay una cierta confusién
entre investigacion cualitativa y cuantitativa, trataré esta cues-
tién con el propdsito de iniciar un debate sobre la misma.

Objetivos generales de la investigacién en
educacion matematica

La fijacién de objetivos generales en investigacion {y, con-
siguientemente la metodologia a utilizar) depende de la pro-
pia concepcién de la Didactica de la Matematica,
considerada bien como ciencia béasica (tal vez con un cor-
pus de doctrina independiente), bien como ciencia apli-
cada, bien como pura tecnologia (conjunto de técnicas
Optimas y efectivas para transmitir y facilitar la adquisicién de
conocimiento y habilidades), o bien como una mezcla de
estas tres concepciones. Esas concepciones existen actual-
mente en el campo de la Didactica de la Matematica y mar-
can efectivamente los objetivos de la investigacion. Asi Begle
et al. (1980), con una concepcion entre ciencia pura y apli-
cada, consideran que la investigacion debe estar inspirada
a la vez en la realidad escolar y en los aspectos tedricos.
Lesh (1979) se mueve en una lineas de pensamiento pare-
cido. Kilpatrick (1994) la definira como “una interrogacion
disciplinada acerca de la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas” (p.16)

Existe, sin embargo, una cierta unanimidad en aceptar
que los objetivos de la investigacion en educacion mate-
maética, no se reducen a conocer las circunstancias en la
que ésta ocurre, sino a determinar los conocimientos,
medios y técnicas para mejorar el proceso de ensefnanza-
aprendizaje de las Matematicas (Kilpatrick, 1988 ; Eisen-
hart, 1988). El deseo de los investigadores de cumplir el
objetivo, aparentemente compartido por todes, de inves-
tigar para mejorar efectivamente la ensefianza de las Mate-
maticas, ha hecho que se produzcan cambios en los
contenidos de investigacion y en los procedimientos utili-
zados para estudiarlos, algunos de los cuales se exponen
a continuacion.

Cambios recientes en la investigacion en
Educacion Matematica

Entre los investigadores en educacién matematica existe la
sensacion de que se estan produciendo cambios en las
caracteristicas de esa comunidad y un desplazamiento del
interés hacia un nuevo tipo de problemas. En particular, Kil-
patrick (1988) apunta que se esta produciendo un despla-
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Las lineas de investigacion especificas son cursos mas
cortos, opcionales, en los que se trata de presentar al doc-
torando el estado de la cuestion en campos especificos de
la Didéactica de la Matemética. Se presentan problemas
concretos y prioridades de investigacion en lineas tales
como Pensamiento Numérico, Epistemologia y Did4ctica de
la Combinatoria y Probabilidad, Problemas Aritméticos o
Estrategias para la Resolucion de Problemas. Los profeso-
res visitantes intervienen en este tipo de cursos, que sirven
para intercambiar informacion entre nuestro Departamento
y otros centros de investigacion en Educacién Matema-
tica.

c) Materias afines

Dentro de este grupo se incluyen aquellas materias que se
consideran convenientes para completar la formacion del
doctorando, de cara a su labor de investigacion en el
campo de la Educacién Matematica.

INVESTIGACION

Trabajo de Investigacion

El Programa exige a los alumnos la realizacion de un trabajo
de investigacion, dirigido por un Profesor del Programa. Ef
trabajo de investigacion consiste en una primera aproxi-
macion a la Tesis, en el que se realiza un primer atague al
problema de investigacion, pudiendo hacer correcciones 0
reorientaciones sobre el mismo. El Departamento ha enten-
dido que la mejor forma de aprender a investigar consiste
en realizar un trabajo de investigacion y, por €llo, se estimula
a los alumnos a que presenten una Memoria de Tercer Ciclo
con los resultados obtenidos.

Tesis Doctoral

Para lograr el titulo de Doctor en Matematicas, en el pro-
grama de Didé&ctica de la Matematica de la Universidad
de Granada, ademas de los cursos y trabajos mencio-
nados, se requiere realizar una Tesis Doctoral. El plazo
maximo establecido es de 5 afios, prorrogables por
otros 2.

11. Innovacion, formacion e investigacion en didactica de las Matematicas

Balance actual

En el momento actual se han concluido doce tesis docto-
rales, cinco de ellas en la linea de investigacion Pensa-
miento Numérico.

PENSAMIENTO NUMERICO

La linea de investigacion Pensamiento Numérico se encuen-
tra dentro de las lineas de investigacion establecidas en el
Departamento de Didactica de la Matemética de la Univer-
sidad de Granada.

Con carécter general, denominamos Pensamiento Numérico
a la linea de estudio e investigacion en Didactica de la
Matematica que se ocupa de los fendmenos de ensefianza,
aprendizaje y comunicacién de conceptos numericos en el
Sistema Educativo y en el medio social. El Pensamiento
Numérico estudia los diferentes procesos cognitivos y cul-
turales con que los seres humanos asignan y comparten sig-
nificados utilizando diferentes estructuras numéricas.

Mas en particular, el Pensamiento Numérico ha trabajado en
el estudio de:
¢ |a elaboracion, codificaciéon y comunicacion de
sistemas simbdlicos con los que expresar los
conceptos y relaciones de una estructura numérica;
* |a organizacion, sistematizacion y desarrollo de
diferentes actividades cognitivas que surgen'y
encuentran un modo de actuacién en el marco de
una estructura numérica;
¢ |los modos de abordar, interpretar y, en su caso,
responder a una variedad de fenémenos,
cuestiones y problemas que admiten ser analizados
mediante conceptos y procedimientos que forman
parte de una estructura numérica.

El modelo que propone tiene en cuenta:
a) unos instrumentos conceptuales: sistemas
simbdlicos estructurados;
b) unos modos de uso de los sistemas simbdlicos:
funciones cognitivas;
¢) un campo de actuacion: fenémenos, cuestiones y
problemas W
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i) El nexo entre paradigmay método
ii) La eleccién forzada entre paradigma cuantitativo y
cualitativo.

En un agudo anélisis exponen la falacia de ambas suposi-
ciones, redefinen las cuestiones suscitadas acerca de los
tipos de métodos y resaltan algunos de los beneficios poten-
ciales del empleo conjunto de métodos cualitativos y cuan-
titativos. En particular concluyen que los atributos de los
paradigmas no estan inherentemente ligados a métodos
cuantitativos o cualitativos, y, reclprocamente ambos tipos
de procedimientos son consistentes tanto con los atributos
del paradigma cuantitativo como cualitativo. En cuanto a la
eleccién entre paradigmas, ponen de manifiesto que,
puesto que todos los atributos que constituyen un para-
digma son légicamente independientes (segun su argu-
mentacién), no existe ninguna razén que impida al
investigador mezclar y acomodar los atributos de los dos
paradigmas para lograr la combinacion que resulte mas
adecuada al problema de investigacion.

Hay que redefinir el debate, de modo que, en vez de ser
rivales incompatibles, los métodos puedan emplearse con-
juntamente segun o exija la investigacién, aungue siendo
consciente de que la aplicacion conjunta de métodos y
paradigmas no es trivial. Cook y Reichardt (1986) sefialan
un conjunto de ventajas, pero también de inconvenientes.

»

Shulman (1981) reconoce la aparente incompatibilidad de
ambos tipos de investigacion y se dedica a sefialar las
posibilidades de su aplicacion conjunta, considerandola
como partes de un mosaico metodoldgico.

Por su parte Fenstermacher (1989), al plantearse la cuestion
de si es realmente posible reunir lo mejor de ambos estilos,
contesta que es posible, pero no mediante la fusion, la
reduccion o la sintesis, sino mediante “una clara distincion
entre la produccion o generacion de conocimiento y el uso
o aplicacion de ese conocimiento” (p.163). Quiza una de las
posturas mas claras a favor de la conciliacion de ambos
métodos en la investigacion en educacion matematica, es
la de Kilpatrick (1981), que, sensatamente y para finalizar,
escribe:

“Serfa desafortunado que una fuerte reaccion contra 10s
métodos tradicionales llevara consigo tirar al nifio (cuanti-
tativo) con el agua de la bafera (pruebas estadisticas).
Mejor que abandonar los métodos cuantitativos en favor de
los cualitativos, deberfamos dirigir nuestros esfuerzos a
enriquecer ambos. En particular, fos investigadores en
educacion matematica deberian estudiar nuevas técnicas
de andlisis exploratorio de datos y presentacion, y debe-
rian también considerar el uso de técnicas para el re-ana-
lisis de datos y el meta-analisis de investigaciones.*
(p. 374) B
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zamiento en el contenido y cambios en el estilo de investi-
gacion. Por lo que se refiere al contenido, Kilpatrick enumera
cuatro tipos diferentes de cambios:

i) Aparicion de temas gue no estaban presentes en la
investigacion hace diez afios, como las diferencias
en el aprendizaje por sexo, clase social o
inmigracion, estudio de las ideas o creencias de los
profesores, y el estudio de las matematicas
utilizadas fuera del contexto escolar.

i} Incremento en importancia de temas que ya estaban
presentes en pasado, tan variados como andlisis de
errores, anélisis de la instruccién, problemas
relacionados con el uso de ordenadores y nuevas
tecnologias, aprendizaje del algebra y aprendizaje
de los nimeros racionales.

iii) Mantenimiento de temas, como estudios acerca de
la resolucion de problemas y razonamiento espacial.

iv) Desaparicion de temas de gran impacto en el
pasado, como los estudios de caracter piagetianos.

En cuanto al estilo de plantear la investigacion, Kilpatrick
(1988) sefiala tres tipos de cambios. El primero se refiere a
la tendencia a tratar aspectos “fronterizos”(como evalua-
cidn, afectividad, uso de tecnologias, lenguaje, metacogni-
cion, creencias de los profesores, formacién de profesores)
frente a aspectos propios (como temas del curriculum). El
segundo, a la concepcién sobre el aprendizaje (como cons-
truccién activa mas que pasiva) y sobre el curriculum (con-
junto de experiencias mas gue conjunto de conocimientos).
El tercer cambio se refiere a aspectos epistemoldgicos, y
consiste en un nuevo punto de vista sobre la propia inves-
tigacion y en particular respecto a los métodos de llevarla
a cabo. Este Ultimo cambio ha consistido en el desplaza-
miento de la investigacién empirica- analitica hacia la cua-
Yitativa- interpretativa.

Finalmente, un problema de vital importancia en toda disci-
plina que tenga como Ultimo fin transformar (y no sélo cono-
cer) alguna parcela de la realidad, son las relaciones, no
siempre obvias ni claras, entre teorfa y practica. Ese pro-
blema se plantea en educacién matematica en lo que es la
relacion entre la investigacion matematica y la practica coti-
diana en el aula, y como tal debe ser objeto de investigacion.
Muestra de su trascendencia es la creacién del grupo inter-
nacional Systematic Cooperation Betwen Theory and Prac-
tice (SCTP), compuesto por aproximadamente treinta
investigadores de diez paises diferentes, entre cuyos obje-
tivos figura aportar soluciones a las “relaciones entre inves-
tigacion y préctica diaria del profesor desde diferentes
perspectivas tedricas y practicas" (Seeger y Steinbring,
1991). La revista Zentralblat fir Didaktik der Mathematik, ha
dedicado los vols. 4 y 5 de 1991 al estudio de esta impor-
tante cuestion.

11. Innovacion, formacion e investigacion en didactica de las Matematicas

Dos conflictos: Investigacién tradicional
versus Investigacion-accion. Investigacion
cuantitativa versus Investigacion
cualitativa

Una idea generalizada (y tal vez justificada en algunos
casos) acerca de la investigacién experimental es que se
ocupa de problemas muy alejados de los llamados “pro-
blemas reales”, y que sus aplicaciones practicas y su poten-
cial para generar tecnologia son muy escasos. Se tiene el
sentimiento de que las cuestiones abordadas con la meto-
dologia experimental son demasiado “tedricas”, identifi-
cando, no se sabe bien por qué, teorfa e inutilidad. Este
sentimiento de inutilidad practica ha llevado a “reclamar
investigacion que pueda guiar e informar la practica” (Kil-
patrick, 1988), y de ese reclamo han surgido un conjunto de
técnicas (predominantemente cualitativas) que constituyen
la corriente metodolégica denominada de investigacion
accion, que pretende resolver problemas reales y concre-
tos, sin animo de realizar ninguna generalizacién con pre-
tensiones tedricas. Su objetivo consiste en mejorar la
practica educativa real en una situacion, espacial y tempo-
ral, determinada. Es en la década de los setenta cuando
recibe un pleno impulso, siendo sus principales represen-
tantes L. Stenhouse y J. Eliiot en el Reino Unido, con sus
experiencias de investigacién-accién cuyo objetivo era ayu-
dar a los profesores a desarrollar en clase un aprendizaje
heuristico. Metodolégicamente tiende a utitizar métodos
cualitativos y, en general, sigue el método inductivo préximo
a la orientacion etnogréfica.

En educacion matematica un grupo muy significado en uti-
lizar este tipo de investigacion es el formado por profesores
franceses dirigidos por Alain Bouvier. La obra colectiva titu-
lada Didactique des Mathématiques: le dire et le faire (Parfs,
1986) es una defensa de la investigacién-accién frente a la
investigacion tradicional. Sin embargo, Bouvier y cols. afir-
man en su obra que la didactica-accion no se opone a una
investigacion experimental en didactica sino que ambas
deben enriquecerse al igual que lo hacen, por ejemplo, la
psicologia experimental y la clinica.

En el pensamiento epistemolédgico actual ha surgido la
polémica sobre los métodos y técnicas de investigacion,
planteada, a veces, en términos dicotdmicos y autoexclu-
yentes. La polémica se centra entre los partidarios de la
investigacién cuantitativa y los de la investigacion cualita-
tiva. A esta polémica no es ajena la investigacién en Edu-
cacion Matematica (Kilpatrick, 1981, 1988; Eisenhart,
1988). En su ya cléasica obra, Cook y Reichardt (1986) ase-
guran gue el debate actualmente establecido no debe
entenderse como una simple cuestion de procedimientos,
sino que muchos participantes lo plantean como un choque
entre dos paradigmas metodoldgicos. Consideran, igual-
mente, que en los planteamientos de esta polémica sub-
yacen dos cuestiones:
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tico y social en amplias capas de la poblacion, incluidos por
supuesto los innovadores. Esta colaboracion se vefa, a
nivel institucional: equipos directivos de los centros,.. y en
especial, a través de los Centros de Profesores. Aquéllos
que se habian dedicado a renovar los temas y métodos de
ensefianza de las matematicas, se velan “abrumados”-por
tareas “burocraticas”, la innovacién, empezaba a quedar
aparcada, como organismo vivo, para ser “succionada’
por la Administracion. Multitud de actividades “oficiales”
cursos en los C.E.P’s, encuentros, Jornadas, llenaron estos
afos, en detrimento de actividades propias de 10s grupos
de innovacién. La innovacién no avanza mas que en €l
terreno de los papeles. Los cambios son més lentos de 1o
esperado.

Por otro lado, se lleva a cabo la Reforma Libro Verde, Expe-
rimental, que asumida con entusiasmo por algunos de los
mas innovadores, termind por quemarlos.

Otros habian conseguido, en estos afios, trabajar en plazas
de profesorado universitario, dedicadas a la Didéctica. Pare-
cia gque se cumplia un objetivo: coordinar las actividades
innovadoras del aula, con investigaciones a nivel universi-
tario. Las “antiguas” Escuelas de Magisterio se movian,
también algunos Departamentos de las Facultades de Mate-
maticas.

1989. Parece que nos sentimos “encorsetados” por las ins-
tituciones, empiezan a aparecer los-nuevos curriculos: pri-
maria y secundaria que parecen recoger el espiritu
innovador, minoritario, de los Ultimos afios, pero en opinion
de algunos, enmascarado en un conjunto globalizador de
lenguaje “psicopedagdgico” lejano a las propuestas de los
innovadores de la didactica de la matematica, y més lejano
todavia para la mayoria del profesorado. Desde el punto de
vista de la innovacién, dejan de aparecer propuestas nue-
vas, como he dicho, algunos innovadores estan “legis-
lando”, otros “quemados”, otros “huidos”.

Pero ademas, por el lado politico, “desencantados”. Un
cambio en el sistema educativo hacia mas solidario, mas
igualitario, debe de ir acompariado de un cambio social en
el mismo sentido, si no las direcciones de marcha de la
escuela y de la sociedad seran opuestas, y las disfunciones
del sistema educativo y las contradicciones diarias del
mismo se van agravando dia a dia: Es muy dificil, por ejem-
plo, compatibilizar “libertad” con “obligatoriedad”, “solida-
ridad” con “competitividad”, ...

No obstante, por parte de las Sociedades, y con apoyo de
los grupos, se crea la Federacion, y en colaboracién-sub-
vencion con el MEC, se organizan de nuevo actividades,
relacionadas con las matematicas y su ensefianza, de las
gue simplemente sefialamos la primera de ellas, en mayo de
1991, un debate sobre los DCB'’s de Mateméticas de Pri-

maria y Secundaria, que tiene lugar en Pamplona, y des-
pués, hasta hoy, algunas mas cada afio.

Por otra parte, en este periodo se consolida, en algunas Uni-
versidades, una disciplina llamada Educacion Matematica,
en unas, y en otras, Didactica de las Matematicas, que,
desde luego, y como hemos indicado antes, conlleva
aspectos positivos, posibilidad de investigar, de colaborar
profesores de distintos niveles y distintos ambitos del saber,
desgraciadamente no llevados a cabo, pero también, el
germen del academicismo, en el sentido de “alejarse de la
realidad escolar” para ir a “investigar” temas puntuales,
locales, lejos de la préactica y preocupaciones diarias del
profesor de “a pie”, que sufre una nueva contradiccion:

Si quiero seguir innovando 4lo tendré que hacer desde mi
aula?, (o sea como siempre)? o ;debo esperar a que 0s
“investigadores universitarios” me “resuelvan los problemas
didacticos que se renuevan cada dia”?

Hace unos meses, se celebré un Seminario en el C.I.D.E,,
dependiente del M.E.C., sobre “Investigacién'y Didactica de
las Matematicas”, se reunié a ambos bandos: “investigado-
res universitarios” y “profesores innovadores”. Lo de bandos
es por que, si bien con diferencias evidentes, efectivamente,
los de la universidad parecian tener puntos comunes, dife-
rentes de los profesores. Participé alli y mas o menos sefialé
lo que, desde el punto de vista del profesor deberia de ser
investigado, pero con resultados aplicables:

Por ejemplo: 4, gué matematicas ensefiar?, ;a todos? Parece
que los Ultimos afios, y aungue muchos no fo crean, con la
reforma de las Matematicas Modernas, se pretendia dar
una educacién matematica democratica, es decir, igual
para todos. Este ideal, parece que las reformas sucesivas
lo han mantenido, pero vemos cada dia, en las aulas, que
es cada dia més dificil. ;No habré que cambiar de “obje-
tivo”: a cada cual segun sus necesidades (mateméticas)?

¢No son tan fuertes las diferencias socio-culturales de unos
paises a otros, de unos barrios a otros, de unos alumnos a
otros, como para hacer imposible un “minimo comun mate-
matico"? ¢Por qué casi todas las actividades de innova-
cién se muestran siempre como con éxito, y cuando otro
profesor las aplica en su clase fracasa?, ...

Si, ya se que son temas globales y que la moda en la inves-
tigacion es “parcelar”, “delimitar bien un problema preciso
y estudiarlo” pero, jpara qué? ;Para hacer una tesis doc-
toral? jPara crear una disciplina cientffica nueva? ;Para
obtener resultados aplicables, Utiles, reproductibles? ¢Es
esto imposible? ...

El debate debe estar siempre abierto.
;Dénde queda la innovacion? B
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12. Analisis critico de los ultimos 15 afos
de innovacion didactica en Espana

ANALISIS DE LA INNOVACION DiDACTICA EN MATEMATICAS

e los tres “blogues” en que hemos dividido el tema,
me corresponde abordar el primero, llamémosle
politico, o social o institucional.

Para el anélisis de la innovacién didactica en matematicas
en nuestro pais, en estos Ultimos afios, es bueno poner un
punto de partida, y unos hitos intermedios, temporales, mas
como puntos de referencia que como fechas determinantes,
Yy por supuesto, sin &nimo de hacer numerologia.

Hemos elegido como punto de partida, 1975, afio que contie-
ne dos acontecimientos importantes: primero, lamuerte del Ge-
neral Franco, y por tanto el comienzo de la “transicion” (entre
reformay ruptura, triunfaron los reformistas), desde el punto de
vista politico; segundo, et comienzo del B.U.P, desde el pun-
to de vista educativo; tercero, la aparicién de los primeros
grupos de innovacién en la ensefianza de las matematicas.

1982 es el hito siguiente, marcado por la victoria del PS.O.E.
en las urnas (202 diputados), desde el punto de vista poli-
tico; el consiguiente inicio de la Reforma Educativa (ya plan-
teada por los gobiernos de la transicion), la consolidacion
de las J A.EM., con la celebracion de las Il en Sevilla, y la
aparicién de las primeras Sociedades de Profesores de
Matematicas (Canarias, Andalucia, Aragén, ...), desde el
punto de vista de la innovacion; empieza el periodo de la
consolidacién institucional.

1989, nuevo hito temporal, al que asociamos los siguientes
hechos politicos: tercera victoria socialista en Esparia, (con
mayoria absoluta, pero “escafios dudosos”: Murcia), caida
del Muro de Berlin, comienzo del “destape” de las corrup-
telas politicas en los partidos gobernarites de “izquierdas”
en Europa; educativos: la “inminente” entrada en vigor de la
“LOGSE", y desde el punto de vista de la innovacion edu-
cativa matematica, la creacién de la Federacion Espariola
de Sociedades de Profesores de Matematicas.

1996, el futuro.

Florencio Villarroya
I.F.P. Miguel Cataldn. Zaragoza

INNOVACION DIDACTICA EN
MATEMATICAS: PUNTO DE VISTA SOCIAL

En el primer periodo, 1975-82, hemos sefialado la aparicion
de grupos: Grupo Cero de Valencia, Grup Zero de Barce-
lona, Grupo Azarquiel de Madrid, Periédica Pura, Puig Adam,
Aresta, ... incluso de personas aisladas, que, desde posi-
ciones politicas, mayoritariamente “de izquierdas”, (las inno-
vaciones, la revolucion, siempre vienen de la izquierda) y
didacticamente innovadoras, defendian “ya” un cambio radi-
cal en la ensefianza de las matematicas, frente al academi-
cismo mantenido de los nuevos programas de B.U.P.,
combatidos por las autoridades a veces, otras consentidos.
Al principio, sus actividades eran mas habladas que escri-
tas, presencias en Escuelas de Verano, seminarios, charlas,
y algunas publicaciones de escasa difusién: material ciclos-
tilado, publicado en algunos I.C.E.’s, ... Su influencia en un
sector del profesorado, siempre minoritario, cristalizaba, a
finales de este periodo, en una especie de institucionali-
zacion, mas bien actos de solidaridad voluntaristas, reunio-
nes periddicas de representantes de estos grupos y de las
incipientes Sociedades, en las gue fundamentalmente se
trataban y discutian trabajos de innovacion matematica, y
costeadas con fondos personales muchas de ellas.

Con el afio 82, la presencia “institucional” de las Socieda-
des se hace mas fuerte, en detrimento de los grupos, v va
cambiando el cariz de esas reuniones, se va dejando de
hablar de innovacion en la ensefianza, para pasar a tratar
temas més organizativos: las proximas J.A.E.M., la posibi-
lidad de “organizarse a nivel estatal”, de preparar activida-
des conjuntas, ... pero, precisamente, en ese periodo 82-89,
las J.A.E.M. entraron en “hibernacién”, 82 Sevilla, 83 Zara-
goza, 84 Santa Cruz de Tenerife, parén hasta, casualmente,
el 89, en Castellén. ;Qué pasaba?

Las personas més innovadoras, mas o menos ligadas a los
grupos y Sociedades, iban, poco a poco, colaborando mas
de manera institucional, la izquierda entonces (P.S.0.E.)
habia ganado las elecciones, se vivia un entusiasmo poli-

— 186 —

o e e el



Vil JAEM 12. Analisis critico de los Gltimos 15 afios de innovacion didactica en Espafia

entrenado en ellos se considera que ha alcanzado el nivel
de madurez requerido. Para que el andlisis parezca rele-
vante al alumno, se le ofrecen ejemplos acabados, es decir,
ejemplos disefiados simplemente para ilustrar las habilida-
des particulares que el alumno se esfuerza en adquirir’.

Se est4 a la busgueda de una alternativa y poco a poco se
empieza a oir un slogan, “Volver a lo basico” (Back to Basic).

Aqui, en nuestro pals, han surgido los grupos Cero en Valen-
cia y Zero en Barcelona. En Canarias, noviembre de 1977,
se funda la Sociedad Canaria de Profesores de Matemati-
cas (SCPM). Uno de los objetivos y el principal motivo que
hizo que surgiera la SCPM fue el mejorar la ensefianza de
las matematicas. Lo cual es bastante obvio. Sin embargo
nos motivé una idea que empezaba ya ha ser moneda
corriente entre los circulos de profesores de matematicas,
y que era la creencia firme de que nosotros, los profesores
de a pie, deberfamos realizar el cambio. La confianza en las
instancias oficiales era poco menos que nula: Todavia no
nos habiamos instalado en esas instancias. Pero no pasa-
ria mucho tiempo antes de conseguir ese objetivo.

Creo que los grupos, en particular el Cero de Valencia,
habia empezado su andadura en 1974, el grupo Zero de
Barcelona comenzaria la suya al siguiente afio. Un estilo
inglés, D. Fielker y la ATM, es el que impregna al grupo Cero
de Valencia. Los Zero de Barcelona se mueven mas hacia
una matematica utilitaria, sus primeros libros me recuerdan
el SMP de esa época.

En Canarias nos proponemos reformar el BUP desde la
base. Como? De la Unica forma que nos parecié podriamos
hacerlo, escribiendo unas lecciones de matematicas mas
acordes con lo que entendiamos que deberfa ser basico, sin
concretarlo y asumiendo que estaba muy claro para todos,
y con el objetivo de gue las leyeran nuestros alumnos y al
mismo tiempo sirvieran para modificar la metodologia del
profesor. Hicimos algunos cambios en los programas- ofi-
ciales, por ejemplo, pasamos las progresiones a 22 de BUP
y las colocamos dentro del tema general de sucesiones.
Suprimimos la Probabilidad en tercero, pues no entendia-
mos que se debiera ensefiar variables aleatorias y distribu-
ciones de probabilidad antes que la probabilidad
condicionada y el teorema de Bayes, gue estaba y sigue
estando en COU, entre otras cosas. Y entendiamos que un
libro, sea de texto o unas simples lecciones, es la forma més
rapida de llegar a un gran nimero de alumnos y de profe-
sores. Pronto fueron adoptadas como libro de texto en
muchos institutos de toda la regién. Incluso llegamos a rea-
lizar una reedicién de las lecciones de primero. Sin indice,
sin numeracién en las paginas correlativas entre leccion y
leccion. Con el paso del tiempo, me parece mentira que

pudiésemos haber tenido tanto éxito. A mi, personalmente,

nunca me llegaron a satisfacer del todo. La ilusion con la

gue confeccionamos las lecciones de primero, decayo bas-
tante al empezar las de segundo y desaparecio casi por
completo con las de tercero.

Desde entonces hemos abandonado la edicion de docu-
mentos curriculares o lecciones de matematicas y hemos
dedicado los esfuerzos de la SCPM a servir de convocante
de Jornadas, encuentros y cursos, ademéas de publicar y
mantener a duras penas la revista Nimeros. Esta funcion
como trasmisora de la cultura didactica internacional y
nacional que la SCPM ha desarrollado casi desde su fun-
dacién en 1977, creo que ha sido una de las més valiosas
contribuciones realizadas en el campo educativo. Durante
casi dos décadas por nuestras islas han pasado Claude
Gaulin, Emma Castelnuovo, Alan Bell, David Tall, Alan Scho-
enfeld, David Fielker, Martin Kindt, Malcolm Swan, Leone
Burton y representantes de casi todos los grupos del estado
espafiol, Cero de Valencia, Zero de Barcelona, Azarquiel,
etc. Espero no haberme olvidado de alguien o de algun

grupo.

La funcién de divulgar el conocimiento didactico sea a tra-
vés de cursos, jornadas o mediante la publicacién de docu-
mentos como es el caso de la Sociedad Andaluza de
Educacién Matematica (SAEM) es una de las mejores con-
tribuciones que el conjunto de las sociedades y la federa-
cion pueden realizar; es ademas, un espacio que no estaba
ocupado por ninguna otra institucién oficial. En este sentido
la traduccién y publicacion por la SAEM de las Estdndares
Curriculares{2] y los documentos que los desarrollan, cono-
cidos como “addenda series”, es de un valor todavia no
medible, pero sin lugar a dudas muy valioso.

A finales de los setenta empez¢ a cuestionarse el slogan
“Vuelta a lo basico”. ;Qué es lo basico? Ya que no parecia
posible ensefiar matematicas modernas, shabria que ense-
fiar matematicas bésicas? Esta Ultima pregunta nos lleva a
otra de forma natural, ;qué son mateméticas basicas? jla
geometria?, la aritmética?

Habia demasiadas opiniones sobre qué es “lo basico”. Esta
pregunta impregnoé el 1l ICME de Berkeley celebrado en el
verano de 1980. ;Podria ser la resolucion de problemas el
foco de atencién y respuesta a esa pregunta? Casi como
una bienvenida a todos los profesores que asisten al ICME
el National Council of Teachers of Mathematics (NCTM)
edita su famosa Agenda in Action para toda la década de
los ochenta. Asf la resolucion de problemas, the problem
solving approach, se pretende que sea algo mas gue otro
slogan y se convierta en toda una tarea a desarrollar, a
interpretar y a llevar a cabo.

George Polya[3] estaba invitado como conferenciante de
una de las plenaria, no pudo asistir por motivos de salud,
pero envié una nota de agradecimiento que fue recogida en
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De ENSENAR MATEMATICAS A APRENDER...

975 fue, para muchos, un afio importante politica y

educativamente hablando. El 1 de Octubre, ade-

mas de ser el dltimo aniversario que Franco pasaria
vivo, fue el comienzo del Bachillerato Unificado y Poliva-
iente. Personalmente yo me estrené como profesor aguel
curso. De ahi que para mi tenga una importancia especial.
Con la llegada del BUP, las matematicas modernas alcan-
zan por el fin el nivel mas alto de la ensefianza secundaria
en este pais. Curiosamente cuando después de década y
media de ensayo en USA, Francia, Bélgica y otros palses
occidentales estd comenzando su declive a nivel interna-
cional. Cuestionada casi desde el comienzo entre otros por
H. Freudenthal y R. Thom, su principal caracterizacion podria
ser el gran énfasis puesto en los contenidos a ensefiar.

El programa de primero de BUP constituia todo un para-
digma, veamos algunos ejemplos:

¢ La combinatoria. Variaciones, ;jmétodos intuitivos?,
jesquemas para poder contar? No. Contar si, pero hay
gue contar de forma moderna: contaremos aplicaciones
inyectivas entre dos conjuntos. A continuacion, detrés de
la combinatoria y como si de una continuidad natural se
tratara va la Probabilidad. Eso sf, con toda la paraferna-
lia de la teoria de conjuntos como apoyo para los razo-
namientos légicos y su fundamentacién formal. Las
técnicas de combinatoria son para resolver los proble-
mas.

Numeros reales y complejos. Las estructuras algebraicas
contextualizadas. El aprendizaje en espiral, una de las
ideas metodoldgicas de la década anterior se pone en
marcha con el tema de los polinomios: el anillo Z[x] como
otra materializacién de la estructura algebraica de anillo,
0 quizas generalizacion del anillo Z.

;La estadistica y la matematica financiera?... Pues la
pondremos al final. Antes hay que explicar matematicas
a nuestros alumnos y alumnas. jVerdaderas matemati-
cas! Muchas veces me he preguntado si esos temas no
serfan una concesion al adjetivo de Polivalente que
acompariaba al sustantivo Bachillerato.

Juan Antonio Garcia Cruz
Sociedad Canaria de Profesores de Matematicas

Lo de unificado en lo que respecta a la matematica estaba
bastante claro: jHay que unificar la matematica bajo el para-
digma Bourbakista!

;Como se ensefiaban esas matematicas? ;Teniamos un
estilo propio de ensefiar matematicas? ;Lo tuvimos alguna
vez? 4Lo tenemos ahora?

Yo era muy pequefio cuando murié Puig Adam. Cuando
empecé como profesor, no me queda mas remedio que
confesarlo, nunca habia oido hablar de los trabajos de
did4ctica de Puig Adam. También he de confesar gue no he
hecho mucho por enterarme de su trabajo en este campo,
amén de las dificultades que he encontrado cuando los he
buscado. Al igual que yo no me habia enterado o no quise
enterarme, en este pais, a nivel oficial, nadie parecia darse
por enterado de a donde nos podia ilevar el experimento
renovador de la Nueva Matematica. Asi, nos encontramos
con la paradoja, de que cuando en casi todo el mundo se
cuestiona la matematica moderna, en este pais tomd carac-
ter oficial en el tramo superior de la ensefanza no universi-
taria.

¢Qué nos paso a los profesores?

Al final nos empezamos a dar cuenta de gue ensefidbamos
lo que podiamos y cada vez nos fuimos acercando mas y
mas a las recetas, los trucos para salir del paso y asi, la
matematica. que aprendieron nuestros alumnos fue una
matematica ramplona llena de algoritmos y carente en la
mayoria de los casos de significado, incluso de significado
matematico al haber abandonado el estructuralismo, y caer
en brazos de su hermano bastardo: el mecanicismo.

En 1976, en el lll ICME, celebrado en Karlsruhe (RFA), surge
la polémica sobre el abandono de la geometria y de su
papel en la ensefianza (M. Atiyah). También se levanta acta
y se confirma la defuncién del Estructuralismo y se certifica
el nacimiento del Mecanicismo cuando P. Hilton[1] en su
conferencia plenaria dirigida a los asistentes afirma: “E/
andlisis se construye de forma que parezca un conjunto de
trucos, los cuales aprende el estudiante y una vez que esta
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respuesta a lo que es "bésico” para una ensefianza obli-
gatoria.

Muchos nos sentimos como si hubiésemos tomado el
poder... desde la base hacia arriba... construiremos un
nuevo programa, curriculum suena a jerga pedagogica.
Solo se necesita un programa para hacer la “revolucion”. ..
y mucho voluntarismo... todas las horas y esfuerzos que
hagan falta... por fin vamos a poder realizar algo grande y
ademas nuestro.

Los borradores de los muiltiples encuentros entre profesores
de los centros experimentales y el equipo coordinador del
Ministerio da a luz un documento oficial gue se publica en
1985[5]. En la introduccién de dicho documento se esta-
blecen los presupuestos didacticos de la Reforma:

“..las EE.MM actuales estan estructuradas en forno a un
cuerpo de conocimientos a veces muy alejados de la reali-
dad, excesivamente teéricos y distribuidos en comparti-
mientos estancos, sin que existan apenas intentos de
coordinacion o globalizacion. Es cierto que esta situacion se
ve superada muchas veces por el trabajo del profesorado
y las experiencias de grupos que han iniciado hace ya
tiempo la renovacion,; precisamente, esta reforma pretende
generalizar los_avances e incidir sustancialmente, entre
otros, en los siguientes aspectos:

1. Atencién preferente a la consecucion de objetivos
educativos que trasciendan el campo de las
asignaturas.

2. Definicion.de una metodologia activa.

3. Replanteamiento del sentido y el alcance de los
contenidos.

4. Aproximacion interdisciplinar entre las materias.

5. Revision del sentido de la evaluacion como
instrumento de aprendizaje”.

A destacar los puntos primero y quinto. En el primero la lla-
mada de atencién a la consecucién de unos objetivos edu-
cativos que trasciendan el campo de las asignaturas se
concretard mas tarde en la LOGSE en las capacidades que
encierran los Objetivos Generales de Etapa y Area. En el
quinto punto se ha_ce una llamada a revisar la evaluacion, el
problema central para muchos, y se enfatiza su utilidad
como instrumento de diagndstico y regulacion del aprendi-
Zaje.

A finales de Mayo'de 1984 se celebra en Madrid el Sim-
posium “La ensefianza de la matematica a debate” convo-
cado por la Subdireccion Gral. de Perfeccionamiento del
Profesorado. En la presentacién de las actas se hace
referencia a cierto agotamiento y a la sensacion que algu-
nos tenian de haber tocado techo, después de multiples
encuentro locales'y de celebradas tres JAEM, en las posi-

bilidades de intercambio y enriquecimiento mutuos, para
afirmar a continuacién que el Simposio constituy6 una forma
de buscar otras alternativas a esta situacion. Yo méas bien
creo que al Simposio se fue a presentar las alternativas y
algunas otras cuestiones que quedaron entre bambalinas.
No debemos olvidarnos que en ese afio, todavia no se
habia decidido cémo iban a quedar configurados los ciclos
educativos en la Reforma, no esta de mas recordar que
por aquel tiempo la experimentaciéon se llevaba a cabo
separadamente en EGB y en Medias.

Pues bien, el grupo Cero de Valencia da un golpe de mano
y presenta un proyecto que define todo un ciclo educa-
tivo[6].

En primer lugar toda una declaracién de intenciones: “e/
centro de gravedad de la ensefianza de las matematicas ha
de estar mds en el alumno que en la materia”

Para continuar con toda una definicién de lo que significa
para el grupo la ensefianza y el aprendizaje.

Aprender y ensefar: aprender tiene que ver con construrr,
es decir dotar de significado, ensefiar tiene que ver con acti-
var funcionamientos, activar capacidades.

La metodologia por la que optan es la del conflicto cogni-
tivo, ampliamente difundida y promocionada por los traba-
jos del Shell Centre de la Universidad de Nottingham en
Inglaterra, a la que ellos denominan “Diagnostic Teaching”.

Esta toma de postura les lleva de forma coherente a plan-
tear los objetivos generales de la educacion matematica no
sélo a corto sino a largo plazo, con el énfasis puesto en el
desarrollo de actitudes personales:

A largo plazo: “E/ hecho de desplazar de la materia al
alumno el centro de gravedad en la ensefianza de las mate-
maticas significa activar de manera expresa el desarrollo de
actitudes personales ..."

Una vez que han establecido el marco general pasan a
abordar la parte mas espinosa de todo curriculum.

Los contenidos: cuatro categorias: Hechos, Algoritmos y
técnicas, Estructuras conceptuales y Estrategias Generales.

Esta Ultima categorizacién tomada del informe sobre la
investigacion[7], que Bell y otros prepararon como requeri-
miento de la comisién que darfa posteriormente origen al
famoso informe Cockcroft{8].

Como se ve no se presenta una lista de conceptos mate-
maticos como cabria esperar. Esa categorizacion se trae
sobre la mesa para apoyar la metodologia, anteriormente
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las actas y cuyo titulo era “Mathematics promotes (improves)
the mind”, pero con una condicion enigmatica, “/la mate-
maticas ayudan a desarrollar la mente, siempre y cuando se
enserien y se aprendan de forma apropiada’, para seguir
con una pregunta: " Qué puede hacer el maestro de mate-
maticas para que su ensefianza mejore la mente de sus
alumnos?” y terminar con una lamentacion, “... éste debe-
ria ser un tema que merece la pena discutir en este con-
greso. Pero ya es demasiado tarde, deberia haberse
propuesto meses antes. .Por lo tanto lo propongo para el pro-
ximo. Espero que entre la audiencia haya alguien que
piense sobre ello, lo recuerde y lo proponga para el préximo
congreso. Tengo algunas ideas y, si alguien estd intere-
sado, podriamos discutirlas privadamente”.

La lectura de esta nota en las actas del congreso de Ber-
keley me recordd, no sé muy bien por qué, la nota que Fer-
mat dejé sobre su famoso teorema en el margen estrecho,
malditamente estrecho, de un ejemplar de la aritmética de
Diofanto de Algjandria.

No sélo se trata de ensefiar bien, también deben apren-
derse bien. No sélo cuenta la calidad del producto-y las
aptitudes del maestro, sino algo mucho mas dificil y sutil, el
buen aprendizaje. Sin embargo en la llamada de Polya hay
algo que puede pasar desapercibido en una primera lectura,
mejorar la mente de los alumnos. La mente en sentido
amplio, no sélo las capacidades matematicas. Polya ademas
lanza un reto, qué puede hacer un profesor de mateméticas
para conseguir ese objetivo. Hay un desplazamiento, res-
pecto de qué es importante en la educacion matematica,
desde la propia matemética a algo no muy definido como es
la mejora de la capacidad mental de los alumnos a través de
la ensefianza de la matematica.

El segundo invitado de honor a una conferencia plenaria es
H. Freudenthal[4]. El titulo “Major Problems of Mathematics
Education”. Asi comenzd H. Freudenthal su intervencion:
“Perdonadme, no fui yo quién eligié este tema, aunque
cuando se me propuso, experimenté un gran reto. Un reto,
de verdad, pero para ser sinceros no como para emular a
D. Hilbert, quién anuncié sus famosos 23 problemas de
matemadticas en el congreso internacional de matematicas
celebrado en Parfs en 1900, que tanto influyeron el desa-
rroflo y curso de las investigaciones matematicas a lo largo
de este siglo...”

Para a continuacion rechazar el camino seguido por Hilbert
y considerar como su centro de interés los problemas que
surgen en la educacion matematica como una actividad
social y no sélo como campo de investigaciéon educativa.
Creo que es importante y clarificadora esta toma de postura
de Freudenthal, pues a continuacion entra de lleno en el pro-
blema que considera, no méas importante, pero si mas
urgente: Lo que es un problema es cémo formularlo correc-

tamente y sin errores... Why can Johnny not do arithmetic?,
parodiando el titulo de un famoso libro de M. Kline que aqui
fue traducido como El Fracaso de la Matematica Moderna,
para preguntarse si suena sexista tal cuestion y si no sonaré
mas sexista aun si la formula como Why can Mary not do
arithmetic?, pues esta Ultima formulacion sugeriria que las
nifias son mucho peores que los nifios en aritmética. Por
ultimo Freudenthal reformula la pregunta de forma mas con-
creta Why can Jennifer not do arithmetic?, Jennnifer no es
un ser abstracto, es una alumna que a los ocho afos tenia
graves fallos en aritmética y que habian desaparecido a la
edad de once afios, después de una atencién particulari-
zada.

En contra del planteamiento general que encierra la pre-
gunta Why can Johnny not do arithmetic? Freudenthal opta
por un enfoque particular, asi, la pregunta Why can Jenni-
fer not do arithmetic? tiende a plantear un problema parti-
cular, individual, gue permita abordar el problema personal
que Jennifer tiene con la aritmética y sobre todo a profun-
dizar en qué aspectos del aprendizaje de Jennifer la han
conducido al fracaso.

Tanto Polya como Freudenthal sittian el centro de atencién
sobre el aprendizaje, el primero solicitando de los profeso-
res un compromiso con el aprendizaje de sus alumnos hacia
la adquisicion y mejora de las capacidades intelectuales en
el sentido mas amplio; el segundo en congretar, particula-
rizar los problemas derivados de la ensefianza y en inves-
tigar los aprendizajes individuales para dar.posibles
soluciones a los aparentes fracasos, y obtener ejemplos
paradigmaticos de diagnosis y prescripcion de los mismos.
Freudenthal hace una llamada a la conciencia de todos los
profesores e investigadores para que estos ejemplos se
registren y se transmitan, de tal forma que unos puedan
aprender de los otros y se gestione de forma efectiva el
conocimiento en educacién matematica.

Por lo que respecta a las habilidades basicas ya habia en
marcha varios proyectos y equipos de investigadores tra-
bajando en este ambito en la ensefianza primaria o basica.
Durante la década de los ochenta y lo que va de los noventa
se han publicado informes y articulos al respecto, sin
embargo, los profesores de medias seguimos afio tras afio
lamentandonos de lo mal que llegan nuestros alumnos al
instituto.

Y flega el afio triunfal de 1982... “EL CAMBIO”... tan espe-
rado...

En Octubre de 1983 comienza la mal llamada “experimen-
tacion” de la Reforma con la puesta en marcha del Bachi-
llerato Experimental. En un principio, la idea es bien acogida
por numerosos grupos de profesores. Construir un curricu-
lum desde la base, desde la practica diaria del aula, dando
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EVOLUCION DE LAS/0S ALUMNAS/OS Y SU RELACION TANTO
CON EL SABER MATEMATICO COMO CON LOS PROFES

on seguridad, el apartado que se me ha encar-

gado es el mas difcil de los tres, ya que en él el

papel del profesor es el de observador, mas o
menos atento. Por tanto, lo que sigue es mi opinion, subje-
tiva por supuesto, indesligable de mi propia evolucion a lo
largo de estos afios y del alumnado con el que he compar-
tido las aulas en diversos Institutos de Ensefianza Media y
Bachillerato. A lo sumo, podré gozar de mayor consenso en
la medida en que sea capaz de reflejar opiniones de algu-
nos de esos alumnos y de mis compafieras y comparieros
con los que he conversado larga y asiduamente, no sé si
profundamente, sobre nuestros alumnos.

El tnico consuelo es que cualquiera que lo intentase tendria
parecidos condicionamientos. Soy plenamente consciente
de la injusticia que supone cualquier generalizacion y de
que mi «<ambiente» es bastante minoritario, con lo que el
sesgo ideologico aflorard por todos lados. Hay dos cir-
cunstancias agravantes en la generalizacion:
¢ Salvo por la intensidad con que se manifiestan, los
comportamientos individuales se mantienen a lo
largo de esos afios (aunque la memoria traicione,
siempre ha habido pasotas, interesados, ...) y la
evolucioén se referira a los comportamientos
colectivos;
¢ No son homologables las actitudes a edades
menores (mas faciles de influenciar) que a los 16-18
afos (practicamente inamovibles).

En el tema propuesto hay demasiadas personas implicadas,
con sus «circunstancias» y sus sentimientos, con sus carac-
teres y sus ilusiones. Siempre habra:
e profesores gue comuniquen mejor con los alumnos
¢ alumnos entusiasmados con las matematicas, o con
sus profesores, 0 con ambos.
* alumnos marginados por cualquier metodologia
e problemas de convivencia en las aulas
e ambientes mas o menos favorables para el
aprendizaje

Y dudo mucho que llegue a concretar algunos aspectos en
las matematicas y sus profesores. A mi entender, s preciso
contemplar una serie de variables socioldgicas (nimero,

Luis Pérez Bernal
1.B. Emilio Prados. Mélaga

nivel sociocultural, expectativas socio-laborales, valores
sociales y educativos, ...) y otras que determinan la «poli-
tica de aula» (solidaridad, interés, trabajo, aceptacion de
normas, ...).

En pocas etapas, aunque sea pecando de esquematismo,
puede resumirse esta evolucion:

0. Un alumnado, todavfa minoritario, procedente de las cla-
ses menos desfavorecidas, consciente en cierta medida
del privilegio de acceder a la ensefianza, relativamente
homogéneo (mas en las actitudes que en las capacida-
des), con valores sociales asumidos desde la familia
(orden, puntualidad, respeto, autoridad, ...).

Las relaciones en el aula son un trasunto de las relaciones
familiares y en ellas se asume obedientemente lo que dicta
la autoridad. En mateméticas, mucho mas que en otras
materias, la “verdad” esta dictada y asumir y repetir el
esquema propuesto es la tarea fundamental. Hay una iden-
tificacién casi absoluta entre el “se me dan” y el “me gus-
tan”, generalmente muy influenciada por la capacidad
operativa de los alumnos. El “atumno bueno” es el que
mejor imita al profesor que a su vez siente una paternidad
intelectual hacia él.

1. A este alumno, entre asombrado y fascinado, (aigunos
profesores) le ofrecen dos novedades importantes: un
acercamiento personal {no necesariamente coincidente
con el tuteo) y una participacion activa en su aprendizaje
de las matematicas. La opinién del alumno empieza a
ser importante y en la medida en que esto es asi, los
lazos afectivos se estrechan. Serfa absurdo decir que se
acabaron los traumas con las matematicas, pero si es
cierto que se humanizaron mas las clases, que se
recababa y se encontraba una colaboracion siempre
necesaria.

El suefio de una tarea comun hace mucho mas transitable
el trabajo en el aula y se asume en general un generoso
esfuerzo por aprender. Se tiene fe en el proyecto y la pasion
y la ilusién se apoderan del ambito escolar (nos queremos).
No hay apenas presion con las calificaciones ya que en su
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sefalada, y se utiliza como argumento principal para apo-
yar una ensefianza basada en la resolucion de problemas
y en el planteamiento de investigaciones. Sefialandose que
“lo esencial de una investigacion es que el alumno ha de
hacerse_prequntas que determinardn el camino que va a
seguir en su trabajo y ha de tomar decisiones que configu-
ran las posibilidades que estas preguntas abran”.

El marco para el curriculum de la Ensefianza Secundaria
Obligatoria esta empezado. A destacar la importante
influencia de la literatura inglesa en educacion sobre este
disefio.

Una publicacion posterior del grupo[9] recogi6 de forma
mas amplia esta filosofia y se completaba con multitud de
actividades para llevarla a cabo. Sinceramente pienso que
la influencia posterior de este documento, aun sin evaluar,
ha sido bastante grande. Incluso me atreveria a decir gue
se adelantaron al Ministerio, por lo menos en publicacion por
escrito, de la definicion de la etapa que hoy conocemos
como Secundaria Obligatoria tanto en la filosofia de la ense-
fianza y aprendizaje de las mateméticas como en la defini-
cion del segmento de edad que comprenderia.

Para finalizar, pienso que desde la claridad del objetivo de
ensefiar matematicas, modernas o de las de siempre, se ha
llegado a plantear como prioritario el desarrollo de capaci-

dades y el atender més el aprendizaje de los alumnos, que-
dando la matematica relegada a un segundo plano. Quizés
esta conclusion sea la que llena de desasosiego a muchos
profesores de medias. Muchas de las propuestas actuales
de la LOGSE derivan de la investigacién en did4ctica llievada
a cabo a nivel internacional y fundamentalmente desde el
ambito anglosajon. También creo que los hallazgos de la
investigacién no pueden llegar directamente al aula, su apli-
cacion no es inmediata y ni siguiera se puede pensar en tal
aplicacion a corto plazo. Quedan muchos hallazgos de la
investigacion por articular de forma coherente en un curri-
culum, sobre todo en el segmento educativo terminal de la
ensefianza media. No sélo con un documento y con reco-
mendaciones se puede llevar a cabo una reforma. Hay todo
un espacio vacio entre los investigadores puros y los profe-
sores, s0cupara alguien ese espacio?

El balance sobre la contribucion de los grupos y socieda-
des a la innovacion en didactica de las matematicas des-
pués de estas dos décadas transcurridas desde el ya lejano
1975 esta por hacer. Repito, que a mi modo de ver, la mayor
contribucién realizada ha sido el trasmitir la informacion
que a nivel internacional se ha desarrollado sobre el campo
de la didactica de las matematicas. En este sentido, los gru-
pos y sociedades ocuparon un lugar y asumieron una fun-
cién que ninguna instancia oficial, Universidad o Ministerio
de Educacién, cumplian B
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Mesa Redonda

DE7ENT

CUESTIONARIO PARA PARTICIPANTES

1975. S1 ESTIREM TOTS ELLA CAURA...
(L. Llach)

1. Militancia e ideologia politicas. Una sociedad
en “transicion”.
2. Matematicas para todos:
a. Matematicas Utiles, divertidas. No a las
estructuras.
b. No a la evaluacion coercitiva/clasificadora.
¢. Falta de un “aparato”-tedrico.

3. Alumnado solidario con el profesorado
innovador.

1982. NO ES AIXO, COMPANYS, NO ES
AIXO... (L. Liach)

1. Pérdida de la ideologia (todos de izquierdas,
no hay enemigo en el poder).

2. Absorcién por las instituciones (CEP’s, Innova-
cion Educativa,...) de muchos innovadores, y de

SuS innovaciones,...

3. Elalumnado es ignorado.

Coordina:
Florencio Villarroya

Participantes:
Marta Berini, Inmaculada Fuentes,

Juan Antonio Garcia Cruz y Luis Pérez Bernal

1989. LA CIENCIA ES UNA ESTRATEGIA...
ES UNA FORMA DE ATAR LA
VERDAD... (L.E. Aute)

1. Desencanto politico

a. Internacional (Caida de los paises
socialistas, ...)

b. Europeo (Afloracion de la corrupcion en los
paises de gobierno social-demdécrata)

¢. Nacional

d. Empieza a instalarse la Didactica de las
Matematicas en las instituciones asépticas:
Universidad.

e. Se buscan modelos de evaluacion.

f. Se determina un curriculo “inspirado” en la
innovacion.

g. La innovacién “desaparece”.

2. Elalumnado es diferente.

a. ¢ Es obligatoria la ensefianza? “A ver
“profe”, dime lo que hay que aprender,
rapido, que tengo otras cosas mas
importantes que hacer, dime ya el
resultado, no perdamos el tiempo
construyendo” ....

b. ;Es posible motivar y maravillar las 30 horas
lectivas semanales?

1996. EL PENSAMIENTO NO PUEDE
TOMAR ASIENTO... (L.E. Aute) B
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mayor parte son positivas; la valoracién del trabajo diario y
los planteamientos a largo plazo compensan en gran
medida la mejor o peor asimilacién de contenidos (en los
Cursos superiores es distinto).

Aunque las actividades sean individuales o en pequefio
grupo, la concepcion del aula es global y los valores colec-
tivos se imponen.

En cualquier caso, existe una razonable alternativa laboral
para aguellas personas que se marginan o son marginadas
por el sistema educativo; la opcién de «dejar de estudiar»
se contempla como viable.

En este ambiente favorable las diversas opciones metodo-
lbgicas potencian nuevas actitudes; el centro de interés
estéd en «como aprender mejor». En la clase se habla, se
discute, se pregunta, ... en definitiva se participa.

2. Un alumnado, progresivamente mayoritario, de extrac-
cion social menos homogénea, sin valores colectivos
definidos, que es consumidor de la ensefianza. Hay en
él una diversidad absoluta de intereses y actitudes, y
esté marcado por un exceso de “determinismos”: «jpara
gué me sirve?», «yo voy a estudiar ...», «yo no quiero
estar aqui», .

La falta de valores colectivos provoca conflictos entre los
alumnos; la insolidaridad aflora y la convivencia es menos
facil. Tampoco son ajenas a esta situacion las nuevas rela-
ciones establecidas en la familia, més dialogantes pero
menos definidas en lo que a transmisién de valores se
refiere. Por ejemplo, se asume corni naturalidad el fracaso
escolar y ante la ausencia de otras expectativas, aumenta
considerablemente el nimero de repetidores en el aula, lo
que distorsiona bastante al colectivo.

La actitud general es menos activa, la participacién se
mediatiza al no existir un clima de confianza y se reclama
mayor protagonismo del profesor, tanto para imponer una
disciplina como para explicar «qué es lo que hay gue
hacer».

Al menos dos grupos bien diferenciados en el aula; los mar-
ginados del sistema: (sobre todo incapaces de esfuerzo,
concentracion, atencion, ...) que niegan la palabra mas aila
del «yo no me entero de nada» y los dispuestos a esforzarse
por intentarlo. Estos grupos han existido siempre, pero el
peso de los primeros va aumentando afio tras afio; quizas
por es0 unos Pocos necesariamente intransigentes con la
situacién —ya que se sienten agredidos por ella— plantean
problemas de convivencia que distraen la atencién general
de los problemas de aprendizaje. Por tanto, hay un factor de

tensién nuevo que condiciona todo lo demaés. Aln asi, las
conductas no son abiertamente beligerantes.

En esta situacién, la importancia de lograr un buen ambiente
centra la mayor parte de los esfuerzos del profesor. Ha de
echar mano de todos sus recursos, mas de los personales
gue de los metodolégicos, para estimular el trabajo y la
actividad en el aula.

Hay que pactar, y no siempre es facil, con los disconformes
para que respeten el trabajo de los demés. Ei aprovecha-
miento del tiempo en el aula es cada vez més reducido y ello
exige a los alumnos (sobre todo a los menos capaces) un
notable esfuerzo suplementario fuera del horario escolar.

Las actividades y propuestas de aula son aceptadas por un
numero cada vez menor de alumnos; hay bastante gente
descolgada del proceso. Se respira un cierto aire de impo-
tencia; las relaciones son mas distantes con el profesor, fal-
tan intereses comunes y la incomprensién aflora. Solamente
una minoria encuentra satisfaccion.

3. Un alumnado, que engloba a toda fa ciudadanfa de la
misma edad, obligado a utilizar un servicio pdblico, acos-
tumbrado a oir hablar de derechos y poco o casi nada de
deberes. Un reduccionismo ambiental que impide entrar
en matices y una obsesién generalizada por los resuita-
dos y la velocidad con que se adquieren.

La disfuncién entre lo pretendido por el sistema y los muy
diversos intereses de los alumnos es muy grande; ello hace
mucho mas dificil las relaciones en el aula. Algunos alum-
nos, marginados en grado superlativo, adoptan actitudes
violentas; otros esperan resignadamente a cumplir los 16
afnos; y otros mantienen algunas expectativas dentro del
ambito escolar. La comunicacién es diffcil entre los propios
alumnos y tampoco es precisamente fluida con el profesor.

Ya es absolutamente imposible concebir el aula de forma
global y el profesor recurre a la organizacion de multiples
tareas en el aula como Unica respuesta viable a la situacion.
Buscando esa individualizacién de los aprendizajes se difu-
minan los aspectos colectivos y los alumnos cada vez son
menos comparieros.

La etapas no son necesariamente cronoldgicas y se solapan
e incluso cohabitan en distintos grupos de alumnos o con
distintos profesores, en &mbitos rurales o urbanos; algunas
no pertenecen a mi experiencia (la Ultima, en concreto) y la
cuento por referencias también subjetivas.

Probablemente lo méas sensato hubiese sido no decir nada,
pero ya esta dicho @
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el profesorado que ademas ve como esta innovacion viene
precedida de un vocabulario complicado, necesitara de un
gran esfuerzo por parte del profesorado para adecuar los
materiales didacticos a la diversidad del alumnado, habra
de modificar sus métodos de evaluacién y ademas elabo-
rar un Proyecto Curricular en el que la secuenciacion y la
distribucion de los contenidos a lo largo de los ciclos reca-
eran sobre él.

Se empieza a experimentar el nuevo modelo educativo y
aparecen opiniones criticas por su precipitacion e improvi-
sacién, por la falta de materiales didacticos adecuados,
por fa insuficiente formacién del profesorado, y porque se
cree que no se realiza el suficiente esfuerzo presupuestario,
lo que produce un desencanto entre parte del profesorado.

1996. EL PENSAMIENTO NO PUEDE
TOMAR ASIENTO... (L.E AUTE)

A proposito del desencanto y de la aparicién de algunas cri-
ticas a las decisiones tomadas por los demas (Instituciones,
colectivos, individuos,..} en materia educativa acabaré con

unas palabras de Rosa Montero extraidas de su articulo
BANDERAS ROTAS aparecido en el dominical de El Pais del
domingo 4 de junio de 1995.

“Pero las miserias de los demas no borran ni compensan las
miserias propias. Quiero decir que sin duda hay algo terri-
ble en la autocomplacencia de los triunfadores, en esa
paralizante embriaguez que les deja turulatos ante su pro-
pia gloria e inUtiles para cualquier aprendizaje y evolucion.
Pero también me espanta la autocomplacencia de los per-
dedores: ese sentirse a salvo de la responsabilidad de lo
que uno fue. La vida esta llena de pequefios compromisos
y de decisiones; cada dia escogemos decenas de opciones
y nos vamos tallando, por asf decirlo, en lo que somos. No
se puede alcanzar la edad adulta si haber sido artifices de
nuestra propia historia (...).

¢A qué viene esa sensacién de fin de la historia? La exis-
tencia es fluir, aprender, mudar. Reconocer las propias res-
ponsabilidades y los propios errores no implica que estés
vencido ni acabado, sino, por el contrario, que eres humano
y mas sabio. Y que estés vivo” B

Texto de Luis Pérez Bernal
1.B. Emilio Prados. Mélaga

LA EVOLUCION DEL LENGUAJE Y DEL
CONTENIDO DE LA«<INNOVACION».
.RESPONDE A LOS INTERESES DE LOS
PROFESORES?

Cuando se crearon las Sociedades de Profesores preten-
dian acabar con una situacién existente, la de la Real Socie-
dad Matematica Espafiola, gque claramente habia
marginado a la mayoria del profesorado de Matematicas,
dedicandose de forma casi exclusiva a los mateméticos
profesionales.

Recogian una inquietud latente en el profesorado de refle-
xion e intercambio de ideas sobre su trabajo; ademas exis-
tian unos pocos grupos con materiales que contenian
propuestas alternativas a la ensefianza tradicional. El
esfuerzo organizativo, la creacién de cauces (Jornadas y
Revistas) que permitiesen la comunicacion entre los profe-
sores, ha sido intenso a lo largo de estos afios.

En los inicios, ante cualquier experiencia presentada, el aula
era la referencia inmediata para emitir un juicio, con un com-
ponente de ideologia inevitable: «qué interesante, voy a pro-
barlo», «podria modificarse con...», «qué barbaridad, como
es posible que haya gente asi, ...», «qué estupendo, si yo

pudiera hacerlo,...»,... Casi todo lo que se decia hablaba de
alumnos de carne y hueso y sugeria ideas para la clase.

La difusion todavia era minoritaria, entre gente especial-
mente interesada; empezabamos a matizar entre diversas
alternativas, a seleccionar de acuerdo con nuestros gustos
y a elaborar pequefias aportaciones que iban aumentando
nuestros «recursos y materiales» para el aula.

Sabiamos que no era s6lo eso (que habia un soporte ide-
olégico) ni podia reducirse solamente a eso, a un inter-
cambio de experiencias, el disefio de actividades, la
organizacion del aula, a la modificacién de las actitudes
los alumnos,... Eramos conscientes de que nuestra situa-
cién no era homologable a la del profesorado de otros pai-
ses; faltaban, por ejemplo, las aportaciones de la
psicologia, las teorias del conocimiento, los modelos de
aprendizaje, ...

En estos afios, como en otros aspectos sociales, se ha
alcanzado la homologacién “formal” con los paises de nues-
tro entorno en lo que a Didéctica se refiere.

Ultimamente, ignoro lo que pasara en estas Jornadas,
resulta dificil ver “alumnos como los de uno” debajo de
tanta erudicion: «de qué cofio esta hablando», «qué tiene
ésto que ver con mis alumnos...», «la entrevista, como
entrevisto yo a 160 alumnos...», «quizds me he equivo-
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Texto de Marta Berini
IB. Joanot Martorell
Esplugues de Llobregat, Barcelona

1975. SI ESTIREM TOTS ELLA CAURA...
(LLUIS LLACH)

Una vez acabado el periodo de la dictadura y a lo largo
de los afios transcurridos entre 1975y 1982, salieron a la
luz profesores y profesoras implicados en procesos inno-
vadores en Didéactica (siempre han existido personas
implicadas en procesos de innovacién educativa pero
quizés eran casos aislados) que generaron grupos esta-
bles de profesorado dedicados a aspectos especificos
de Didactica. En particular, respecto a la asignatura de
Matematicas las discusiones y reflexiones giraban en
torno a qué Matematicas hay que ensefiar y de qué
manera: Creo que habia un consenso entre todos ellos en
el sentido de que las Matematicas habian de ser Utiles,
aplicadas a situaciones concretas y apoyadas posterior-
mente en un marco tedrico. Esta situacion obligaba en la
mayoria de los casos a elaborar el material didactico
para trabajar en al aula, lo que dic lugar a la aparicién de
distintos materiales que tuvieron una difusion restringida
en un primer momento. En las Escuelas de Verano, en las
Jornadas para el Aprendizaje y fa Ensefianza de las Mate-
maticas, en los Simposiums, etc. se difundieron estos
materiales y se lograron intercambios de opiniones, de
materiales y de proyectos que permitieron que una amplia
capa de profesorado adquiriera un nuevo bagage meto-
dologico.

Respecto a la manera de trabajar en clase y a la evalua-
cion las posturas no eran siempre coincidentes entre el
profesorado: desde profesores y profesoras que pensa-
ban que el alumnado solo tenia que trabajar si tenia
ganas o si vefa la utilidad o la necesidad de lo que se tra-
taba, a personas que crefan que se habfa de forzar un
poco al alumnado y no dejar que la inercia llevara a una
relajacion,... hasta los que continuaban pensando en las
clases de Matematicas habian de seguir siendo magis-
trales sin participacion del alumnado pues continuaban
viendo la asignatura como una ciencia tedrica y abs-
tracta sin tener en cuenta las dificultades que conlleva su
estudio.

El momento politico potencié la participacién del alumnado
en Claustros, discusiones, reflexiones, etc. en las que par-
ticipaba parte del alumnado a pesar de que muchos de
ellos no eran solidarios con esta posicién y “pasaban olim-
picamente” de todo el proceso. Creo que quizés hemos
idealizado la épocay su realidad y pensamos que en aguel
momento todo era perfecto.

1982. NO ES AIXO, COMPANYS NO ES
AIXO. (LLUIS LLACH)

Mucha gente pensoé que con la llegada de los socialistas al
poder se iban a solucionar (y que lo harian segun los idea-
les particulares de cada uno de nosotros) todos los proble-
mas del pais y en particular los de la Ensefianza y sufrieron
un desencanto al comprobar que no era asi. En este
aspecto, como en tantos otros, también es valida la frase
“contra Franco viviamos mejor”.

Creo que las instituciones hicieron un gran esfuerzo para
potenciar la innovacion didéctica pero no siempre en la
linea que cada uno de nosotros pensaba. Se crearon los
CEP’s, y en ellos se impartieron cursos, se gestaron muchos
proyectos educativos y se potencié la innovacién en edu-
cacion, a pesar de que no todo el profesorado veia clara su
funcién ya fuera por su estructura o debido al hecho de que
algunos de los cursos no les resolvian sus problemas en
clase, quizas por ser demasiado tedricos y poco experi-
mentados.

Respecto al alumnado, que ya no habia vivido en la época
de la Dictadura, nos trataba a veces de “abuelitos expli-
cando batallitas” cuando comentabamos la situacion ante-
rior, c6mo pensédbamos y cuanto nos habia costado a
nosotros por aquel entonces el llevar a cabo un cambio en
la didactica de las Matemaéticas en nuestras clases. Creo
que la institucion escolar, en general, seguia teniendo el
mismo significado para el alumnado que anteriormente,
pues no creo que supiéramos explicar suficientemente el
cambio realizado por algunos de nosotros.

1989. LA CIENCIA ES UNA ESTRATEGIA,...
ES UNA FORMA DE ATAR LA
VERDAD,... (L.E. AUTE)

El desencanto general aparecido en la sociedad a partir de
los 90 también asoma en el colectivo de ensefiantes, pero
quizés no tanto por el momento politico sino por unas cau-
sas especificas: el saber y el conocimiento no son valora-
dos por la sociedad, hay un gran fracaso escolar y gran
parte del profesorado cree que ha de haber una reforma de
la ensefianza; algunas personas muy sobresalientes en la
Jet Set se enriguecen (aln més) de forma vertiginosa y sin
esfuerzo y existe una crisis econémica que hace que nues-
tro alumnado vea un porvenir bastante negro en lo que res-
pecta a su futuro profesional, y ademas, se empieza a
gestar una Reforma Educativa que muchos y muchas ense-
flantes no la ven como aquelia que esperaban sino la que
ofrece una forma de “bajar el nivel” de aquellos alumnos y
alumnas que habrian de estudiar el BUP y COU y que a par-
tir de un cierto momento no todos tendran que estudiar
“aquellos contenidos tan importantes como el concepto de
Iimite, las derivadas, la descomposicién de polinomios, la
combinatoria,... “. Esto provoca un cierto desasosiego entre
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Sesiones Especiales

Sesiones Especiales

TECNICAS MODERNAS PARA
EL ANALISIS DE DATOS ESTADISTICOS

A modo de presentacion

El anélisis de datos ha cambiado muchisimo en estos

ultimos afios con la inclusién de ciertas técnicas que,

en general, son muy sencillas y poco conocidas, por
ejemplo los diagramas de tallos y hojas, o los diagramas de
cajas y bigotes, estos Ultimos ya incorporados en algunas
calculadoras gréaficas. La recta de Tukey que figura en el
curriculo de la E.S.O. para Andalucia, permite ajustar una
recta a una nube de puntos en algunos casos en 10s que
el ajuste miimo-cuadratico produce resultados no muy
buenos.

Por ello, me ha parecido que podria tener cierto interés el
conocer algunas de estas técnicas desarroiladas por el
maternatico americano John Wilder Tukey.

ZQuién es Tukey?

John Wilder Tukey naci6 el 16 de junio de 1915 en New
Bedlford, Massachusetts. Después de licenciarse y hacer un
master en Quimica por la Universidad de Brown en 1937,
participé en el programa de matematicas de la Universidad
de Princeton donde recibié el master en 1938 y el doctorado
en 1939.

Después de su graduacién, fue nombrado instructor de
Matematicas de Princeton; 10 afios mas tarde lleg6 a ser
catedratico. En 1965 la Universidad de Princeton creé el
departamento de estadistica, y Tukey fue su primer director.
Ademas de su posicion en Princeton fue miembro de la
Direccion Técnica de los Laboratorios de ATT & Bell desde

José Ramon Vizmanos
Editorial SM

1945 hasta su jubilacién en 1985 como Director Ejecutivo de
Investigacién en la Division de Informacion Cientifica.

Tukey esta considerado una de las personas que mas ha
influido en el analisis exploratorio de datos, habiendo sido
el creador de diversas técnicas, tales como los diagramas
de tallos y hojas, los diagramas de cajas y bigotes, etc. Tam-
bién ha hecho importantes aportaciones a la teoria de la
estimacion y al analisis de las series cronoldgicas. Tukey es
autor de numerosos libros y de mas de 350 articulos impor-
tantes en matematicas y estadistica. A él también se debe
el término bit, contraccion de las palabras binary digit.

La participacion de Tukey tanto en educacion como en ser-
vicios de asesoramiento técnico al gobierno ha sido impo-
nente. Fue nombrado miembro del Comite Asesor Cientifico
del Presidente Eisenhower en 1965; ayudo al desarrolio del
Programa Nacional para el Progreso de la Educacion; y fue
un miembro destacado de la Oficina del Censo en 1990.

A lo largo de su vida de trabajo ha conseguido todo tipo de
honores, tan s6lo mencionaré las mas importantes, recibid
la Medalla Nacional de la Ciencia, la Medalla de Honor de
IEEE, la Medalla James Madison de la Universidad de Prin-
ceton y miembro extranjero en la Royal Society de Londres,
etc.

Tukey hasta hace muy poco ha seguido desempefiando el
cargo de Profesor Emérito de Estadistica, Profesor Emérito
de Ciencia, y Alto Investigador Estadistico en la Universidad
de Princeton B
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cado de congreso o de revista,...», son comentarios habi-
tuales.

Hay un exceso de componentes tedricos y responde a
patrones excesivamente asépticos: descripcion concep-
tualizada de la investigacion, precision de los términos uti-
lizados, resultados estadisticos.

No seré yo quien diga que no es necesario, pero sf me
parece gque es un aspecto complementario de las inquietu-
des y necesidades de la mayoria del profesorado.

Los cambios en el sistema educativo han forzado a todo €l
profesorado a enfrentarse a situaciones nuevas; pienso que
su necesidad de «recursos y materiales» para el aula, es
mucho mayor que hace unos afios.

Cuando el lenguaje se normaliza, puede actuar como ele-
mento marginador. Si el lenguaje de la innovacion se llena

de tecnicismos, el profesorado se retraerd de notificar sus
experiencias que le pareceran insignificantes.

Si ese lenguaje es inevitable, hagan quienes lo utilizan un
importante esfuerzo de popularizacion hacia los demas.
Si sus aportaciones a la innovacion no influyen en las
decisiones que se toman en las aulas, habra que concluir
que se trata de materias distintas y para publicos distin-
tos.

Promocionemos y animemos al profesorado a inundar con
sus experiencias de aula los foros de comunicacion que las
Sociedades y otras instituciones proporcionan. Evitemos
que pueda producirse una nueva marginacion del profeso-
rado.

Esta intervencion no pretende polemizar sobre las causas,
aungque no me importaria hacerlo, sino suscitar opiniones
gue procuren remedios M
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ALGO MAS SOBRE DIAGRAMAS DE TALLOS Y HOJAS

Si se desea comparar dos series de datos que tengan los tallos comunes se pueden
situar enfrentados del siguiente modo:

Las tallas, en centimetros, de un grupo de 20 alumnos de un curso son las
siguientes: 146, 152, 160, 172, 180, 175, 181, 160, 167, 190, 163, 153, 158, 162,
159, 155, 177, 167, 161, 158.

Las tallas, en centimetros de un grupo de 17 alumnas de un curso son las
siguientes: 147, 140, 155, 150, 142, 165, 159, 152, 156, 163, 171, 160, 163, 150,
158, 141, 143.

Representar el correspondiente diagrama de tallos y hojas de ambas distribuciones.

alumnas (n = 17) alumnos (n = 20)
7 3 2 1 0 14 6
9 8 6 5 2 0 O 15 2 35 8 8 9
5 3 30 16 0 0 1 2 3 7 7
1 17 15 7
18 01
19 4]
0 l 14 14 [ 6
significa 140 cms. = significa 146 cms.

La simple visién del grafico nos da una idea de como se comportan ambas
distribuciones, ademaés es posible comparar algunos pardmetros, como las medianas, los
cuartiles, etc. sin necesidad de realizar pesados calculos, aprovechando el hecho de que
fos datos se encuentran ordenados.

J W TUKEY,

Esta foto de Tukey a sus 30 afos  En esta foto aparece Tukey junto a su amigo y colaborador de toda

apareci6 en el Bell Labs News en la vida Frederick Mosteller (1916-) y la esposa de este, Virginia
1985, con el siguiente pie: Girloy Mosteller.

";Puede Vd. identificar a este

hombre?”
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TECNICAS Y ESTRATEGIAS N—— —
| Una técnica de recogida de datos: los diagramas de tallos y hojas I

I ' EL PROBLEMA

|
Las puntuaciones obtenidas por 40 alumnos en un test han sido las siguientes: I

41, 53, 72, 62, 81, 93, 81, 74, 56, 62, 45, 47, 62, 58, 88, 76, 77, 63, 43, 56,
I 76, 63, 78, 73, 65, 66, 91, 82, 61, 72, 36, 50, 91, 32, 60, 80, 51, 68, 61, 71 &

Hacer el recuento ordenado de los datos.

RESOLUCION DEL PROBLEMA B _ ] l

I Una nueva técnica de recuento de datos es mediante un diagrama de tallos y hojas, que se construye del | &
siguiente modo: :

|
|
F - - |
‘ Paso 1.° Paso 2.° ‘
I Se observa entre qué valores estan las cifras de las Se va leyendo uno a uno cada dato, anotando la |
‘ decenas de todos los datos y se tiene que van de cifra de las unidades de cada uno en la fila corres- |
L1329 pondiente:
| Primer dato 41 Segundo dato 53 ‘ I
I Tallo Tallo | Hojas Tallo | Hojas |
| 3 3 3 j
4 411 411
5 5 513 |
6 6 6 |
I 7 7 7
8 8 8
9 | 9 9
| Y asi se continta con los restantes datos. I
I Paso 3.° | Paso 4.° ;
Cuando todos los datos han sido anotados se ob- Se vuelve a escribir la tabla ordenando de menor a i
tiene una tabla como ésta: mayor las unidades dentro de cada fila: I
Tallo | Hojas Tallo | Hojas
I 3/62 3126 ;
411573 411357 :
51368601 5/013668
| 622233561081 6(01122233568
71246768321 701122346678
I 8111820 8/01128
91311 91113
I Esto es un diagrama de tallos y hojas. I
I Los diagramas de tallos y hojas son, en si mismos, diagramas de frecuencias, pues si unimos los tltimos nimeros
de cada fila obtenemos el poligono de frecuencias.

y asi sucesivamente. Hay mas alumnos con puntuaciones entre 70 y 79 que entre 50 y 59.
| La clase con mayor frecuencia es la que tiene extremos 60-69.

Podemos ver que hay 2 alumnos con puntuaciones entre 30 y 39, 4 alumnos con puntuaciones entre 40 y 49, I

—— e o n— T T s EEE— e —

' Esta es una reproduccién de fa pagina 255 del libro MATEMATICAS 3° de E.S.O. de Ediciones SM.
Autores: J.R.Vizmanos y M.Anzola.
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ALGO MAS SOBRE LOS DIAGRAMAS DE CAJAS Y BIGOTES

Las calificaciones dadas por 4 profesores a un grupo de 40 han sido las siguientes:

Calificaciones 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
N° alum. Prof.A - - 5 5 5 5 5 5 5 5
N° alum. Prof.B - 1 2 5 7 10 7 5 2 1
N° alum. Prof.C - 1 2 2 3 4 6 12 8 2
N° alum. Prof.D 9 11 7 5 3 2 2 1

A continuacién se han representado los poligonos de frecuencias y los diagramas
de cajas y bigotes de estas distribuciones. Indiquese la correspondencia entre unos y otros.

3
.l'i
/"A\.. - ! \
/ \\\ * ,_--""'fr)I .I".\ S~

."' L 5 L~ y N e el . . . =

) b) <) )

_ﬂ}.___‘ —_ - E oy 4 Fo— bt %

Por Ultimo representamos algunos diagramas de cajas y bigotes con alguna
patologia y debajo los poligonos de frecuencia asociados. |
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LOS DIAGRAMAS DE CAJAS Y BIGOTES? - UTILIZA LA TECNOLOGIA ACTUAL

®  Hoy en dia existen calculadoras
graficas de bolsillo que representan los I
Los diagramas de cajas y bigotes —también se llaman boxplots o diagramas de cajas y bigotes sélo con
box and whiskers— son representaciones graficas de una distribucion Introducir ios datos de la distribucion.
estadistica unidimensional en las que se reflejan cinco pardmetros: li-
mite inferior, primer cuartil, mediana, tercer cuartil y limite superior. A
partir de estos cinco pardmetros se pueden obtener facilmente otros |
dos parametros: el rango y el rango intercuartilico. Ademas, también
dan una medida de la simetria o asimetria de la distribucién, del sesgo
y de la dispersion. l

Veamos un ejemplo. ‘ !

=
Las calificaciones finales de una clase han sido las siguientes. : , \% !
CON LA CALCULADORA GRAFICA 3
Calificaciones 3 [_4 5 | 6 7| g | 9 | introducimos los datos de fa variable
y la frecuencia absoluta en las listas
N.° de alumnos 1 J 4 7 1 31| 3 0| 2 Lyl
] | ] I
_ L1 Lz Ls
El limite inferior es: L, =3 1 R
E! limite superior es: L=29 '5* ;,'
Si efectuasemos los calculos obtendriamos que: g g
4 : B
El cuartil primero es: Q, =45 g g
La mediana es: M =5 L1{1)=3
El cuartil tercero es: Q =65

Algunas calculadoras graficas permiten
representar el diagrama de cajas y

Por tanto, el diagrama de cajas y bigotes sera:
i bigotes (box and whiskers) sdlo con

C i Mediana . :'CUartiI 3'° pulsar la opcion deseada, y se obtiene:
vartil 1.° L
a4 _

\.5“ 5./“ — :6,5/ . Pi

3 . 7 :
Limite ' I Ln’:ﬁte : 3 N .
inferior superior : i

Qi=ys .

A la vista del diagrama de cajas y bigotes, se observa que:

. . . . Si recorremos con el cursor el
1. El bigote de la izquierda es algo mas corto que el bigote de la diagrama obtenemos sucesivamente '

de’recha_, lo que indica que las calnf}cacxones de la cuarta parte 4 jmite inferior, el primer cuartil, la
mas baja de la clase estan algo mas concentradas que las ca- mediana, el tercer cuartil y el limite
lificaciones de la cuarta parte con calificaciones mas altas. superior. |

2. También se observa que la parte izquierda de la caja, que co- |
rresponde a los alumnos que han obtenido calificaciones entre |
el 25 %y el 50 %, es menor que la de la derecha, lo que indica
que las calificaciones de estos Gltimos alumnos estan mas dis- ‘
persas.

3. Es facil ver que el rango es: L-L=9-3=6¢6
Y que el rango intercuartilico es: Q; — Q, = 6,5 — 4,5 = 2 |

También se observa que la distribucion es asimétrica y ligera-
mente sesgada hacia la derecha.

? Esta es una reproduccion de la pdgina 355 del nuevo libro ALGORITMO MATEMATICAS Il DE COU de
Ediciorss SM. Autores: J.R.Vizmanos y M. Anzola. [

— 202 — l



Vit~ JAEM

Sesiones Especiales

Sesiones Especiales

¢COMO IMPLICAR AL ALUMNADO EN SU PROCESO DE
APRENDIZAJE?

no de los objetivos fundamentales que ha de con-

seguir ia Ensefianza Obligatoria es ensefiar a cada

estudiante a “aprender a aprender”. Ahora bien,
¢como valorar la adquisicion de este objetivo?, ;qué estra-
tegias se pueden seguir para poder reconocer los cam-
bios realizados en esta linea?

Es bien sabido que, en general, la evaluacion es la practica
pedagdégica que motiva menos al profesorado y por otro
lado, el alumnado la ve como la actividad més temida y la
menos gratificante.

Por consiguiente, es importante considerar todos
aquellos dispositivos pedagégicos que permiten
adecuar los procesos de evaluacion utilizados por el
profesorado para comprobar cémo ha sido la evolu-
cion de cada alumno y alumna en su tarea de cons-
truir un sistema personal de aprendizaje (lo que le
permitira disefiar nuevas acciones didacticas) y
coémo el alumnado ha ido adquiriendo la autonomia
necesaria en su trabajo de forma que sea protago-
nista de su propio aprendizaje y no sélo un receptor
pasivo de un saber elaborado por otros personas (C.
LLadd, 1994) (lo que le permitiré al profesorado sen-
tirse méas “relajado” en el momento de realizar la eva-
luacién).

Es necesario que el alumnado sea capaz de ser cons-
ciente de la evolucién en su proceso de aprendizaje y
para ello es necesario ver cémo mejoramos la gestion de
nuestras clases para que el alumnado se implique mas en
su propio proceso de aprendizaje. Por lo tanto, conviene
que analicemos el tipo de relacién que se establece en
clase entre nosotros y nuestro alumnado y procurar mejo-
rarla en caso de que creamos que no es la mas conve-
niente.

Marta Berini

1.B. Joanot Martorell. Esplugues de Llobregat. Barcelona

Reflexionemos sobre las siguientes
preguntas:

£ Qué es una actividad de evaluacion?,
qué esperamos de ella?

Es un proceso que consta de tres etapas:
* recogida de informacion, que puede ser
instrumentada o no
e analisis de esta informacion v juicio sobre el
resultado final
* toma de decisiones de acuerdo con el juicio emitido

£C6mo conseguir una evaluacion que sea titil al
profesorado, que gratifique al alumnado en su
aprendizaje y que ademas oriente a ambos en
el proceso (Léopez 1991)?

Hemos de plantearnos preguntas del tipo:
e ,Por qué evaluar?
e ;Para quién evaluar?
e ;Evaluar para después hacer qué?

Sabemos que la evaluacion de los aprendizajes presenta
basicamente dos funciones:.

a) una de caracter social de seleccién y clasificacion, pero
también de orientacién y promocion del alumnado y que
pretende:

* informar de la progresion de sus aprendizajes al
propio estudiante y a sus familiares

e determinar qué alumnos y alumnas han adquirido
los conocimientos necesarios para que se
les acredite la certificacion correspondiente

b) otra de caracter pedagégico, de regulacién del pro-
ceso de ensefianza/aprendizaje, es decir, de reconoci-
miento de los cambios que se deben ir introduciendo en
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LA RECTA DE TUKEY?® F " Y
1 9

Consideremos la distribucion bidimensional dada por la tabla del 2 1
margen. Con una calculadora con tratamiento bidimensional obtene- g g
mos la ecuacién de la recta en regresion de Y sobre X, que es la si- ' 6 15
guiente: 7 14
y = —0,161 x + 13,569 |8 16

En el margen hemos representado la nube de puntos y la recta de , 18 116
regresion. Es obvio que debido a dos puntos patolégicos la recta ob- 12 18
tenida se ajusta muy mal a la nube. 14 19
La regresion que hemos estudiado estd basada en las medias, y 2 2

éstas son muy sensibles a los valores muy extremos. En cambio, la
mediana es un parametro mucho mas inerte a estos valores extremos.

El estadistico americano John Wilder Tukey ha desarrollado un
procedimiento que se basa en esta idea eliminando en gran medida la
influencia de los valores muy extremos.

Se divide el eje X en tres partes de modo que cada una de las
partes corresponde aproximadamente a la tercera parte de los datos.
Con ello dividimos la nube de puntos en tres nubes. Calculamos la s
mediana de la X y la mediana de la Y de la nube de la izquierda; a ' r
ese punto lo denotamos (M,;, M,,). Recta minimo-cuadrtica.

Anélogamente calculamos la mediana de la X y la mediana de la Y
de la nube de la derecha; a ese punto lo denotamos por (M, M,,).

¢ Graficamente, /a recta de Tukey se obtiene trazando la recta
que pasa por los puntos (M,;, M,,) y (M, M,3), y a continuacién
trasladando paratelamente dicha recta hasta conseguir que deje
la mitad de los puntos por encima de la recta y la otra mitad
por debajo.

¢ Analiticamente, la recta de Tukey viene dada por la ecuaciéon
y = ax + b, donde

a= H b = mediana de los valores (y, — ax,).
3 x1

Hoy en dia existen calculadoras gréficas que ya tienen incorporado
un procedimiento para obtener la ecuacion de la recta de Tukey, que
también se Hlama recta mediana-mediana o rectaresistente.

La recta asi obtenida tiene la siguiente ecuacion:

y = 0,476 x + 10,849

A continuacién representamos ambas rectas: la minimo-cuadratica ’
y la de Tukey, que evidentemente se ajusta mucho mejor a la mayor  John Wilder Tukey (1915).

parte de los puntos de la nube. Estadistico americano que ha trabajado
en la Universidad de Princeton y en el
nﬁﬁu{d Departamento de Investigacion de ATT
a et? BELL. Sus trabajos mds destacados
a_~—~ » .
—~ a0 estdn en el andlisis de datos,
Ll T —— habiendo desarrollado técnicas tal
Recta minmmo o —— iendo desarrollado técnicas tales
° ‘Mo-cuadratica como los diagramas de tallos y hojas,
junto a contribuciones importantes en
= o la teoria de la estimacion y series ‘
T o = cronoldgicas.

3 Estaes una reproduccién de la pagina 383 del nuevo libro ALGORITMO MATEMATICAS It DE COU de
Ediciones SM. Autores: J.R.Vizmanos y M.Anzola.
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RESULTADOS DE LA PRUEBA INICIAL DE LA UNIDAD DIDACTICA
“MEDIR PARA CONOCER”
EVALUACION ELECCIONES UNIDADES DE LONGITUD APROXIMACION DE LONGITUDES ESCALAS
APELLIDO Iniciat Formativa Inicial Formativa Inicial Formativa
ALAMINOS . REG st NO NO ~_NO st |
~ AMENOS 8l ] s 1 st sl si st
ASCUE ] NO _NO NO s _ NO 8
BARREDO _ NO NO NO sl NO REG
_ CALDERON sl 8l REG sl N NO sl
~ CANTURRI NO NO N0 8l NO NO
_ CASAS ! S 8 st - 8t S St
 CATALAN REG REG NO NO NO _NO .
 DEARGIA | NO sl sl - _ NO 8l
GARCES REG 8l sl 8t NO 8l
|  GARCIA A NO 8t s s 8t 8t
GUTIERREZ il - 8l | s &1 | s T ]
JIMENEZ NO _ ~ NO I - I— Ell | NO R ORI
LLAVADOR sl st _ st st sl sl
MARQUEZ 8l 8l st st sl st
MARTOS - S 8! 8 NO REG
MENDEZ 8 st St st 8 8
MORENO i NO 8t _ NO 8 ] ~ NO NO
~ MUNOZ NO sl | NO si NO s
| MURES _ i - El st st REG si
~ MUSTAROS NO NO ] st st NO . NO
_ NAVARRO NO NO st sl NO REG
~ ORTEGA REG s ] st REG sl -
_ PETIT el 8 ___ s si ol Sl 8! sl
RODRIGUEZ _ No sl NO NO , NO NO |
_ 8ANZ _ sl s st 8t REG ]
TORRENT sl | st st | El
~ TRIGO o REG sl B | NO - _REG
VIDAL ~ REG St st st | NO st
VIZUETE sl s st 8 st - 8l
ZAMORA NO NO NO Sl NO NO
__ TOTALES | si 10 8123 Si20 _ sl2s st 10 S120
REG6  REG1 __REG 1 REG 0 REG 3 REG 4
NO 12 __No7 NOt1O NO3 NO 14 ___NO7
NC3 NC4
respuestas escritas a lo largo del trabajo si el ¢ claboracion de una base de orientacion sobre un
alumnado los ha hecho suyos. tema propuesto por el profesorado.
e verbalizacion escrita (en algunos casos también ¢ claboracion de una prueba escrita previa al examen
puede ser de forma oral) de razonamientos sobre y su resolucion.
cuestiones que se consideran basicas a o largo de ¢ explicitacion de los contenidos que no ha superado
la Unidad, Ciclo, Etapa,... y posterior trabajo después de haber realizado el examen.
individual respecto a las respuestas del grupo. ¢ apropiacién por parte del alumnado de los criterios
e resolucién de ejercicios con el disefio previo del de evaluacion.
itinerario que se seguira.
¢ respuesta escrita a las pregunta: ¢cuél crees que ha A continuacion incluimos un cuestionario intermedio que
sido la intencién de esta ficha de trabajo? ;,como se paso6 al mismo grupo que respondié al cuestionario
crees quecontinuaria el trabajo en esta Unidad? inicial y del que se muestran los resultados en la misma
e enumeracion de: jqué es lo que he aprendido? / tabla de datos que el cuestionario inicial. Permite ver la
£,0ué es lo que aun no sé? evolucion individual y del grupo respecto a aquelios
¢ redaccion esguematica sobre: ;cOmMo veo el objetivos que nos habiamos marcado como fundamen-
funcionamiento de la clase? tales.
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este proceso para que cada estudiante aprenda de
forma significativa y que:

* pretende adecuar las actividades de Ensefianza/
Aprendizaje a las necesidades del alumnado

e se puede realizar al principio, durante o al final de
la evaluacion

¢ permite tomar decisiones que son de carécter
pedagdgico

Se considera que en la actualidad es conveniente realizar
tres tipos de evaluacion a lo largo de un cierto proceso de
aprendizaje: la evaluacion inicial, la evaluacion formativa y
la evaluacion sumativa.

Hablaremos sobre todo de la evaluacién formativa, pero
explicaremos brevemente algin aspecto de la evaluacion
inicial.

La evaluacién inicial

Tiene como finalidad que el profesorado conozca cuales
son los preconceptos o procedimientos adquiridos sobre
ciertos contenidos que el alumnado tiene en el momento de
iniciar un proceso de aprendizaje, es decir saber cual es la
situacion de partida de cada alumno y cada alumna (diag-
nostico) respecto a unos contenidos que cree fundamenta-
les dentro de la Unidad y también para conocer Ia realidad
del grupo clase (prondstico) para de esta manera poder
adaptar el material didactico a las necesidades especificas
del grupo clase y a veces de cada estudiante.

Esta evaluacion ha de hacerse al iniciar la Unidad Didactica
y generalmente se realiza a partir de un cuestionario inicial
que el alumnado ha de contestar por escrito.

A continuacion hemos incluido un ejemplo de cuestionario
inicial realizado a un grupo de 12 de Secundaria Obligato-
ria y su valoracion inicial (aparece también la valoracién
posterior de un cuestionario intermedio que permite ver la
evolucién de cada estudiante, asi como del grupo clase y
comprobar si el trabajo a lo largo de la Unidad ha sido atil.

PRUEBA INICIAL

Sesiones Especiales

Es importante elaborar una base de datos en la que se
valoren (basta valorarlas con Si, REG, NO o NO CON-
TESTA aungue también puede hacerse una parrilla de
correccién anotando diversos aspectos que se guiere
tener en cuenta) las respuestas a las preguntas 1,2y 5
de este cuestionario, pues en el cuestionario intermedio
vuelven a aparecer (aunque puede ser que no vengan
expresadas de la misma forma), y de esta manera el pro-
fesorado puede darse cuenta de la evolucion de los
conocimientos del alumnado en estos 3 aspectos que
hemos considerado fundamentales en la Unidad Didac-
tica inicial de la Etapa 12-16.

La evaluacién formativa

e se refiere a los procedimientos que utiliza el
profesorado para adaptar su proceso didéctico a
los progresos y problemas de aprendizaje
observados en sus alumnos y alumnas.

e tiende a identificar cudles son las dificultades-de

aprendizaje, mas gue a considerar los resultados

alcanzados.

busca la informacion referida a fas

representaciones mentales del alumnado y a las

estrategias que utiliza para flegar a un resultado.

o esta integrada en lar situacion de aprendizaje.

 hara adaptar las actividades de aprendizaje a las
necesidades de cada alumno y alumna.

;Co6mo llevar a cabo la evaluacion formativa y
conseguir implicar al alumnado en su propio
proceso de aprendizaje?

A continuacién enumeramos una serie de técnicas que pue-
den permitir al profesorado conseguir este proposito. Es
evidente que es una lista incompleta y que ademas no es
necesario realizarlas todas en cada Unidad Didactica. Es
tarea del profesorado el seleccionar cudles de ellas realizara
en cada caso.

« explicitacién por parte del profesorado de los
objetivos de la unidad y comprobacion mediante

1. (Crees que seria cémodo que cada pais hubiera tomado como unidad de longitud, la medida de la longitud del paso

de su presidents? ,Por qué?

2. ;Por qué crees gue para medir longitudes son necesarias unidades mayores y menores que el metro?
3. ;Qué instrumento utilizarias para medir la longitud det campo de futbol del patio del Instituto? ¢ Por qué?
4. ,Como te las arreglarias para medir la linea curva que delimita el 4rea de castigo del campo de futbol del patio del Ins-

tituto? Explicalo con todos los detalles

5. Enrique dice que con su regla milimetrada ha medido la fongitud de su libreta y ha encontrado que mide 24'628 cm.

«Tienes algo que decir sobre este resultado?

— 206 —

_



Vit~ JAEM

Otros aspectos de cardcter positivo pero con
solo una respuesta:

— para resolver un problema lo hacemos de
diferentes maneras y después contrastamos los
resultados.

— nos hace recordar cosas anteriores para entrar en
el tema y entenderlo mejor.

— para aprender un tema lo hacemos de diferentes
maneras: razonar, estudiar, resolver ejercicios,
comparar opiniones, ...

Otros aspectos de cardcter negativo pero con
sélo una respuesta:

— habriamos de hacer méas clases fuera del aula.

— hay gente gue no entiende alguna cosa pero se ha
de continuar.

— hay que preocuparse mas por las personas que no
entienden.

RESPUESTAS A LA PREGUNTA:

“:;Cual es la diferencia entre comprobar y
demostrar una formula?”

COMPROBAR es tener una propiedad o férmula y a base de
medir y hacer operaciones en un caso concreto y ver
gue se cumple.

DEMOSTRAR es hacerte la pregunta de porgué pasa siem-
pre esto (una propiedad o una férmula) y a partir de
razonamientos ver que se cumple para todos, es decir
de forma generalizada.

COMPROBAR que A+B+C = 180 es medir los angulos de
un triangulo concreto, sumarlos y ver si te da 180. Esto
te serviria solo para este trianguio.

DEMOSTRAR que A+B+C = 180 es hacer alguna teoria
que sin decir el vaior de A, By C se afirma que siempre
su suma es 180.

COMPROBAR significa que cuando te explican una pro-
piedad la pones en prdctica {en un caso particular) y
miras si te sale.

DEMOSTRAR significa que de alguna cosa que te explican
has de ver que siempre te saldra lo mismo y que no es
sélo en segun qué casos.

COMPROBAR es poner en practica los nuevos conoci-
mientos que hemos adquirido y ver gue son ciertos en
un caso concreto.

DEMOSTRAR es discernir el porqué de estos nuevos cono-
cimientos poniendo en practica cosas que ya sabemos.

COMPROBAR es confirmar una teorfa en un caso particu-
lar con datos.

Sesiones Especiales

DEMOSTRAR es probar una teoria de manera que no sea
un caso particular sino que incluya todos los casos.

COMPROBAR seria que una regla se cumple en uno de sus
ejemplos.

DEMOSTRAR seria verificar que una regla se cumple en
todos sus ejemplos, es decir que la regla es cierta.

COMPROBAR es hacer un ejemplo de una teorfa o férmula
para probar que es verdadera y da bien.

DEMOSTRAR es decir el porqué da bien una formula o una
teoria explicandolo de forma razonable.

COMPROBAR es hacer con un ejemplo numéricamente a
partir de una formula.

DEMOSTRAR es hacerlo con letras y encontrar la formula a
partir de los razonamientos.

COMPROBAR es confirmar una teoria en un caso o ejemplo
concreto.

DEMOSTRAR es confirmar esta misma teoria de una manera
general.

RESPUESTAS A LA PREGUNTA:

“:Cual es la diferencia entre resolver un
problema de forma gréafica y resolverlo de
forma numérica?”

L A RESOLUCION GRAFICA es el desarrolio en una hoja de
papel milimetrado donde se representa un problema
con los mismos datos pero a escala y después se mide
la incognita.

En cambio, la RESOLUCION NUMERICA es el desarrollo
a partir de una férmula y unas operaciones matema-
ticas.

LA RESOLUCION GRAFICA es la manera mas sencilla pero
mas larga de hacer. Consiste en hacer un dibujo a
escala, medir con la regla la distancia que no sabiamos
y pasarla a medida real.

LA RESOLUCION NUMERICA consiste en tomar una for-
mula y hacer una ecuacion.

LA RESOLUCION GRAFICA es resolver el problema
haciendo un dibujo a escala, después medimos con la
regla lo que nos piden y después pasarlo a medida
real.

{ A RESOLUCION NUMERICA es hacer un croquis con las
medidas que te dan y mediante una ecuacion encontrar
lo que te piden. - :

En LA RESOLUCION GRAFICA la principal diferencia
respecto a la numérica es que en la primera se hace
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PRUEBA INTERMEDIA

1. Carlos dice que su coche mide 7 pasos suyos y
Toni dice que su coche mide 9 pasos suyos ¢Pode-
mos saber cuél es el coche més largo? ;Por qué?

2. Maite dice gue ha medido con su regla la longitud
de una libreta y que ha obtenido una medida de
27°2945 em. ;Qué puedes decir sobre su medida?

3. ;Crees que este plano puede estar dibujado a
escala 1:57 Razona tu respuesta (El plano gue se
les entrega esta dibujado a escala 1:50)

4. Di a qué escala entre las gue se te presentan te
parece que puede estar dibujada la representa-
cién del coche de la figura

1:40, 1:100, 1:1000

5. Marfa dice que todas las escalas han de ser 1:2,
1:10, ... y Pepi dice que también hay escalas 2.1,
10:1,... ¢Quien crees que tiene razén? Explica cla-
ramente tu razonamiento

6. Juan dice que basta con tener una Unica medida de
longitud (el metro) para dar la medida de todes las
longitudes. ;T4 que crees?

Mostramos ahora las respuestas del grupo a la pregunta 3
del cuestionario intermedio que previamente el profesorado
ha debido de revisar y clasificar.

¢Crees que este plano podria estar dibujado a escala
1:5? ¢ Por qué? (La escala correcta del plano es 1:50)

Aqui tienes las respuestas de tus comparieros/as a la pre-
gunta anterior. Haz una critica individual a cada una de
ellas, diciendo cuales te parecen incorrectas, explicando el
por qué, cudles correctas y cudl es la que crees que explica
Su razonamiento con mayor claridad.

1. No creo que pueda estar a escala 1:5 porque seria
muy pequefio en el plano y tendria que ser a otra
escala.

2. No, en el plano no serfan a escala 1:5 porgue si no
en la realidad serian medidas muy pequenas (escala
1.5 quiere decir que para cada cm del plano son 5
cm en la realidad).

3. No porque a escala 1:5 seria muy pequefia en la
realidad.

Anchura nave 1: 6x5 =30 cm: 100 =30 m

4. Yo creo que no, porgue en realidad si multiplicaramos
cualquier medida de este plano por 5 saldrian cosas
muy pequefas.

5. No, porque seria una casa muy pequeria, porque Si
1 cm del plano equivale a 5 cm en la realidad, serfa
demasiado pequefa para una casa y las medidas no
son reales. Por ejemplo: si la puerta mide 4 cm en el
plano, como 1 cm equivale a 5 cm en la realidad, se
ha de multiplicar 4 por 5 = 20 cm en la realidad,

Sesiones Especiales

entonces la puerta mide 20 cm; a ver quien es el
guapo que puede entrar por aguella puerta.
6. A 1: 5 sl es posible porque seria muy grande.
7. Yo creo que sf se podria hacer este local a escala 1:5,
pero seria muy grande, 10 veces mayor que a escala
1:50.
También incluimos las respuestas dadas por dos grupos de
2° de BUP a la pregunta: ¢ como ves el funcionamiento de
las clases de matemadticas? y también las respuestas
correctas que han dado estos mismos alumnos y alumnas
a las preguntas: ¢cudl crees que es la diferencia entre
comprobar y demostrar una propiedad o una férmula? y
¢cudl es la diferencia entre resolucién grafica y numé-
rica de un problema?

Estas dos Gltimas hojas de respuestas son el resultado de
haber tratado ambos temas en clase, habiendo hecho pri-
mero comprobaciones y después demostraciones de algu-
nas férmulas, asi como de haber resuelto problemas de
forma gréfica y numérica; después comentar en clase de
forma verbal las preguntas anteriores, discutiendo el por
qué de las respuestas incorrectas y perfeccionando las
casi correctas, para finalmente hacer entregar por escrito
sus opiniones sobre las preguntas. Una vez recogidas las
respuestas, estas hojas recogen las respuestas mas claras
y correctas que se han escrito por el grupo. Se les entrega
a todos los alumnos y alumnas para que las estudien y
vean cual de ellas entiende mejor.

A veces también es conveniente incluir alguna respuesta
incorrecta para que se corrija y se indique donde esta el error.

RESPUESTAS DEL ALUMNADO DE DOS CURSOS
DE 2° DE BUP A LA PREGUNTA:

“¢ Qué aspectos positivos y negativos le encuentras al
funcionamiento de la clase de Mateméticas?”

ASPECTOS POSITIVOS n? respuestas
las explicaciones en clase se entienden bien 20
salir al patio a hacer trabajos .
construir y utilizar aparatos de medida 9
hacernos preparar y resolver exémenes_ previamente 9
| escribir la refacién de lo que hemos aprendido 6
hay buena relacién entre fa profesora y el alumnado 6
| las hojas ciclostiladas que nos da SgS 5
nos hace explicitar los razonamientos 14
| la correccion en la pizarra del examen una vez hecho 3
~ se resuelven cosas relacionadas con la vida cotidiana 4 |
ASPECTOS NEGATIVOS
_los exémenes son demasiado largos iy 18
no hacemos nada con el ordenador ) i w
salimos poco a corregir problemas en la pizarra 3
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UTILIZACION DE UN PROGRAMA INFORMATICO PARA
ENSENAR GEOMETRIA. (EsempLo pe CaBRI-GEOMETRE EN FRANCIA)'

I. INTRODUCCION

La imagen que se tiene de los programas informaticos para
la ensefianza, corresponde a menudo al recuerdo que tene-
mos de los primeros programas que aparecieron hace ahora
casi 15 afios. Estos programas estaban pensados para
guiar al alumno, muchas veces encerrandolo en una pro-
gresién o en un ejercicio sin posibilidad de salirse. Estos
programas completamente cerrados, pueden aportar toda-
via, hoy en dia una ayuda puntual en la ensefianza, pero
s6lo sobre algunos aspectos de entrenamiento (para el cal-
culo por ejemplo). No proporcionan al ensefiante un entorno
susceptible de adaptarse facilmente a sus preocupacio-
nes en la organizacion de su ensefanza.

Los programas abiertos no son especificos para la ense-
fianza. Ahl esta el ejemplo de los tratamientos de texto o de
los programas de dibujo o también en lo concerniente a
Matematicas, los programas trazadores de curvas o de
tablas. Para la Geometria, el programa CABRI-GEOMETRE
entra en esta categoria.

Il. ;QUE UTILIZACIONES TIENE EL
CABRI-GEOMETRE EN CLASE?

Una particularidad de un programa como CABRI-
GEOMETRE es que no tiene el propio programa, ejercicios
o situaciones ya preparadas para la clase. Por supuesto se
puede preparar ficheros, figuras, libros que describan las
posibles utilizaciones del CABRI-GEOMETRE, de hecho
este articulo va a presentar algunas. Pero hay que entender
el CABRI-GEOMETRE como un entorno donde se puede
trabajar la geometria, con la ayuda, para las construcciones
y la investigacion, de funciones especificas del programa.
De esta forma, se podréa construir faciimente una perpendi-
cular, una bisectriz, o una transformacion como una sime-

Bernard Capponi
Université Joseph Fourier. Grenoble, Francia

Traduccion:
Ana Garcia Azcarate

tria central. La investigacion se ve facilitada por la calidad
del dibujo obtenido y, sobre todo, por la conservacion de las
propiedades en el desplazamiento de la figura. Ademas,
toda construccién compleja podréa ser almacenada en forma
de una macro-construccion y utilizada después de lamisma
forma que las herramientas ya presentes en los menus del
programa. En lo que viene a continuacién, describo algunas
situaciones tipicas, donde el programa es particularmente
interesante para el aprendizaje de la Geometria.

1. ALGUNAS CONSTRUCCIONES
CLASICAS VISTAS DE NUEVO

Las construcciones constituyen claramente un dominio
donde CABRI-GEOMETRE es particularmente adecuado.
Hay que resaltar, sin embargo, que las construcciones que
se realizan con este programa, adquieren todo su signifi-
cado cuando las propiedades que definen una figura se
conservan al desplazar los objetos de base. De hecho, es
de esta forma como se hace trabajar a los alumnos: para ser
dada por vélida, una construccion debe primero conservar
las propiedades que la caracterizan. Este aspecto particu-
lar de CABRI-GEOMETRE cambia la naturaleza del tra-
bajo propuesto a los alumnos. Ya no se trata de un simple
dibujo que deben realizar, sino que éstos deben dar una
descripcion de la construccion para que se pueda hacer la
figura y que ésta conserve sus propiedades. De esta forma,
trabajos clasicos realizados en los colegios adguieren un
sentido diferente cuando se abordan con un programa
como el CABRI-GEOMETRE. Presentamos aqui tres ejem-
plos para ilustrar esto.

A. CIRCUNCENTRO

La construccion (Fig. 11-a) necesita que se tenga al menos
dos de las mediatrices para obtener el circuncentro. El
alumno debe explicitar los objetos que permiten la cons-

1. CABRI-GEOMETRE es una marca depositada de ta Universidad Joseph Fourier. Contactos: LSD2-IMAG BP 53. 38041 Grenoble Cédex

9. 76 514560; email: cabrie@ imag. fr..
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un dibujo del problema a escala, utilizando la regla y
el transportador y se mide lo que el problema te pide.
En cambio, en LA RESOLUCION NUMERICA se utiliza una for-
mula y a partir de ella se calcula la solucion del problema.

LA RESOLUCION GRAFICA de un problema se hace
pasando a escala los datos que te dan y midiendo direc-
tamente los datos que hemos de averiguar.

En cambio, LA RESOLUCION NUMERICA se hace averi-
guando el dato que te piden en el problema con una fér-
mula utilizando los datos que ya sabemos.

La diferencia entre las dos resoluciones es que en LA RESO-
LUCION GRAFICA se resuelve el problema mediante un
gréfico a escala y después midiendo lo que te piden.

En cambio, LA RESOLUCION NUMERICA es la forma de
resolver el problema mediante férmulas y operaciones.

Sesiones Especiales

Después se han de comparar los dos resultados
obtenidos de una y otra manera y ha de dar la misma
solucion.

La diferencia entre las dos resoluciones es gque en LA RESO-
LUCION GRAFICA de un problema encontramos las
soluciones a partir de un dibujo hecho a escala y sélo
hemos de medir con Ia regia lo que nos piden.

En cambio, en LA RESOLUCION NUMERICA encontramos
las soluciones a partir de una serie de operaciones
numéricas y no hemos de medir en ningln dibujo.

LA RESOLUCION GRAFICA es descubrir el resultado de un
problema midiendo la incégnita en un gréfico a escala,
mientras que en LA RESOLUCION NUMERICA el resul-
tado se sabe utilizando férmulas o propiedades que se
resuelven con nimeros M
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2. SELECCION EN LOS MENUS

Otro tipo de utilizacion consiste en pedir también construc-
ciones pero cambiando los diferentes comandos disponi-
bles para los alumnos en los mends.

A. Construccion de un paralelogramo sin
utilizar el comando “recta paralela”

El primer ejemplo es sencillo y clasico pero ilustra muy bien
el interés de eliminar algunas de las herramientas de los
menus. En un estudio sobre el paralelogramo en clase de
52 (alumnos de 12 afios), si se suprime del menu de CONS-
TRUCCION el comando RECTA PARALELA, se obliga al
alumno a utilizar otras propiedades caracteristicas del para-
lelogramo para- su construccion. Por ejemplo, se puede
construir el paralelogramo con el punto MEDIO y el simétrico
con respecto a él (fig. 14). De esta forma, la caracterizacion
del paralelogramoe por la simetria central que tiene, es la uti-
lizada.

/A/’—j R consteuction LITCNN
Point sur abjet

Y Intersection de 2 ob jets

Milieu
Droite perpendiculaire

symétrique d'un point
Bissectrice

(Fig. 14)

B. Paralela con mentis reducidos

Otro ejemplo nos lo da un estudio que he podido llevar a
cabo sobre la construccién de una paralela a una recta
dada, que pasa por un punto dado, sin disponer de los
comandos RECTA PARALELA, ni CIRCUNFERENCIA
DEFINIDA POR DOS PUNTOS (Capponi 93). Esta tarea
realizada por alumnos de 4° ha mostrado que los alumnos
desarrollan dos grandes tipos de estrategias:

e la primera utiliza las propiedades de la simetria
ortogonal (la recta que une un punto y su simétrico
es perpendicular al eje de simetria), y las
propiedades de las paralelas y de las
perpendiculares (dos rectas perpendiculares a una
misma tercera son paralelas). Los alumnos
explicitan bien en general las propiedades gue
entran en juego en su construccion.

* |a segunda utiliza las propiedades de los puntos
medios, que se ilustra en la siguiente construccion:

Sesiones Especiales

P P P T T T

. . . . sq| F P
| (VR M A M - * S g =" S_g

B Wl = u T M
|— — o |- = —
. R |
| | .R «R
Un point sur |a droite | R symétrique de P Un point § sur Jadroite| T syméwrique de R
La drolte (PT) est

L — | pasalitle d @

(Fig. 15)

Los ejemplos de este tipo son numerosos. En este tipo de
utilizacion, las propiedades geométricas se convierten en
herramientas. Estas se utilizan entonces en un campo
menos complejo que el de la demostracion.

IIl. ESTUDIOS DE TRANSFORMACIONES

A. Poligonos y rotacion

La idea de la caja negra, desarrollada con el CABRI-
GEOMETRE, consiste en dar a los alumnos una macro-
construccién que produzca una cierta construccion a partir
de objetos iniciales dados; su tarea es entonces analizar el
comportamiento de la figura producida para realizar una
construccion idéntica. Un trabajo de este tipo ha sido estu-
diado en detalle en el marco del equipo Didatech (Boury V.
1993). Se puede aprovechar esta idea para el estudio de las
transformaciones geométricas, como la traslacion o la rota-
cion, en'los colegios.

Se puede, con la idea de los menus reducidos, proponer a
los alumnos unas construcciones donde solo se deja como
herramienta disponible de construccion, la rotacion. De esta
forma, se puede proponer la siguiente tarea: construir un
cuadrado de lado (AB) dado, disponiendo sélo de los
menus de la fig. 16:

| Construction LITLL N

Point sur abjet
Intersection de 2 objets

Construction Oivel

Point de base %E | Droite paraliéle
Segment
Droite passant par 2 points rotation

(Fig. 16)

Esta construcciéon hace operativa la rotacion en una cons-
truccion. Este tipo de tarea no se puede concebir sin un pro-
grama como el CABRI-GECMETRE.

B. Traslacion y vector

Se puede hacer un trabajo del mismo tipo con las trasla-
ciones y los vectores. Es bueno para eso, el disponer de
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truccion del centro. Pero el interés esta, ademas de en la
propia construccién, en la posibilidad de un desplaza-
miento continuo. En este caso, se puede estudiar las par-
ticularidades de la figura, por ejemplo, qué le pasa al
tridngulo si el centro esta en el interior o en el exterior.
¢ Qué pasa si el centro estd sobre unos de los lados del tridn-
gulo? Se puede “ver” crecer el radio del circulo hasta su
desaparicion (Fig. 11-b), hasta un radio infinito con media-
trices paralelas. Una Unica figura permite visualizar todos los
€asos sin construcciones nuevas ni datos suplementarios:
basta coger el punto con el raton y desplazarlo.

/l’\{\_ _“L‘ . A
\\_x.: \\-. _."I ;(
.',-/\ \j[ // A e
afi\\\:o / N '| / D P
| 7 ’*J'-H\“__ X o /J e
\ / / \Q:\:c ¥ \\
AN SN 7 P \,
ol e P ¥
,r" P

(Fig. 11-a y 11-b)

B. UN TRIANGULO DE LADOS DADOS

Se le da al alumno, o se le hace construir, tres segmentos
cualesquiera, siendo el trabajo propuesto el construir un
triangulo que tenga como lados estos tres segmentos. Para
realizar este trabajo, es bueno afiadir al menu construccion
una macro-construccion que permite construir un circulo de
centro dado y que tenga como radio la longitud de un cierto
segmento.

La figura 12 ilustra este ejemplo con los tres segmentos
AB, CD, y EF y el triangulo construido RST.

(Fig. 12)

La construccion es la misma que la que se haria con com-
p&s, pero se gana aqui la posibilidad de cambiar las longi-
tudes de los segmentos iniciales y se puede, sobre la misma
figura, estudiar las condiciones de existencia del triangulo
y tratar asf las desigualdades triangulares. El programa nos
hace ganar un tiempo precioso y permite comprender mejor
el significado que tiene la existencia o no de un triangulo en
funcion de las longitudes de los lados.

Sesiones Especiales

C. TANGENTE A UNA CIRCUNFERENCIA

El Ultimo ejemplo que daré de construccién es la de la tan-
gente a una circunferencia dada, que pasa por un punto. Sin
la ayuda de CABRI-GEOMETRE, el interés de este tipo de
construcciones es dificil de ser percibido por los alumnos,
porgue se obtiene una muy buena aproximacion haciendo
la construccion “a ojo” sobre el papel. No ven por consi-
guiente el interés de hacer una buena construccién. Con
CABRI-GEOMETRE, una construccion “a 0jo” no puede
convenir porque no se conserva por desplazamiento.
CABRI-GEOMETRE vuelve a dar sentido a esta construc-
cion. Pero esta construccion permite también el plantearse
la cuestion de la validez de una construccion hecha por un
alumno y permite asi dar sentido a la blusqueda de una
prueba que valide esta construccién. Veamos aqui el ejem-
plo de la construccion hecha por un alumno de tercero,
que dio lugar a un debate sobre la validez.

(Fig. 13)

La tangente debe ser trazada desde el punto A a la circun-
ferencia (C) (fig. 13). Este alumno construye la recta (AQ),
a continuacion hace la perpendicular (Ol). La construccion
de (Al) no da lugar a una tangente. Construye entonces la
mediatriz (El) que corta a la circunferencia en S. La recta
(AS) es para el alumno la tangente buscada. Esta cons-
truccion fue dada al conjunto de la clase y dio lugar a un rico
debate para reconocer si esta construccion da realmente
una tangente. CABRI-GEOMETRE puede dar una primera
respuesta al colocar A muy cerca de la circunferencia. Pero
una validacion también viene dada por un razonamiento
sobre la unicidad de la perpendicular lievada desde A a la
recta (OS). En este contexto, el razonamiento nos da una
respuesta que tiene sentido para los alumnos, en la medida
gue corresponde a una pregunta que ellos se habian hecho
sobre esta construccion.

Estos tres ejemplos ilustran el papel que puede jugar el
CABRI-GEOMETRE en el dominio de las construcciones en
la ensefianza de los colegios.

Para concluir este parrafo, se puede decir que el interés de
las construcciones con el CABRI-GEOMETRE esta en que
éstas necesitan la explicitacion de las propiedades y que
con respecto al método del lapiz y papel se gana la posi-
bilidad de recorrer las distintas clases de figuras.
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Las construcciones correspondientes son interesantes de
estudiar con los alumnos y proporcionan aplicaciones del
teorema de Thales o de Pitagoras.

En el entorno de CABRI-GEOMETRE I, que se esté actual-
mente poniendo a punto en el laboratorio LSD2-IMAG, es
posible, de forma sencilla, transferir nimeros o medidas
de elementos de una figura (longitud de un segmento, area
de un poligono,...) sobre un sistema de ejes. Al.considerar
el lugar geométrico de un punto gue tiene como coordena-
das estos nimeros, se obtiene la curva que representa las
funciones que modelizan las situaciones geométricas. Es
posible, modificando ciertos elementos de la figura, darse
cuenta de las posiciones particulares que correspbnden a
cada uno de los valores intermedios.

Presentamos aqgui tres ejemplos:

Ejemplo 1

Sea un punto D, una semi-recta de origen Ay un punto M
sobre esta semi-recta. Se trata de estudiar la distancia DM
en funcién de la longitud AMN.

// /
_D\
DM=1.48 om +1
AM=;.16u
(Fig. 20)
Ejemplo 2

Retomamos una situacién propuesta en las representacio-
nes del CNAM, (Conservatorio Nacional de Artes y Oficios):

[«

aire MNPQ -3.56 em’|

R,

AM= 120 em

(Fig. 21)
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ABCD es un rectangulo. E! punto M pertenece al segmento
[AB]. Se construye N, Py Q tales que: AM=BN=CP=DQ. Se
debe estudiar ahora las variaciones del 4rea del poligono
MNPQ en funcion de la longitud AM.

Es posible hacer variar la posicién del punto M. El pro-
grama actualiza los valores de AM y del &rea asi como la
posicién relativa correspondiente sobre la curva.

Ejemplo 3

ABCD es un cuadrado; M, un punto situado sobre él. Se
estudia el area del triangulo AMD en funcion de la posicion
del punto M. De manera general, las simulaciones permiten
tratar de forma dindmica situaciones complejas. La version
Il de CABRI-GEOMETRE permite ir mas alld gracias a un
acceso rapido a las funciones numéricas y utilizando una
nueva filosoffa para el tratamiento de los lugares geométri-
Ccos.

aire do AMD=Z .37 om?

' i )
! trajet AM=3.47 cm

(Fig. 22)

5. TRATAMIENTO DINAMICO DE LA
FIGURA

Se trata aqui de situaciones donde el desplazamiento de
un punto sobre un segmento, una circunferencia o una
recta conduce a estudiar problemas de extremos o de
invariantes de la figura, e incluso algunas veces de luga-
res geométricos. Este tipo de problema es practicamente
imposible de estudiar con alumnos de los colegios si no se
dispone de una representacion dindmica de la figura
donde el punto que varia se desplaza efectivamente. La
figura construida con CABRI-GEOMETRE es utilizada
para explorar el fenémeno que debe observarse y conduce
en general a una demostracioén. Presento a continuacion
tres ejemplos.

A. La tabla de madera

En esta situacion, la construccion de la figura es ya un pro-
blema interesante para los alumnos de 3°. Se trata de repre-
sentar una tabla de madera cuyas extremidades se apoyan
en una pared vertical y en el suelo. Al desplazar el punto A,
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macro-construcciones de traslaciones, asf como represen-
taciones de vectores como las de la fig. 17

B
H
/ K—r ©
P Lo d
™.
E
A — F

. Figure 17

(Fig. 17)

_)
A partir del vector AB y del segmento EF, se pide la cons-
truccion del paralelogramo EFGH.

Para concluir, CABRI-GEOMETRE permite estudiar las trans-
formaciones, primero, a partir de los efectos que produ-
cen. Se convierten después en herramientas de
construccion.

4. SIMULACIONES

Otro ejemplo de utilizacion particularmente rico es el de las
simulaciones. Se trata, de hecho, de modelizar, con la ayuda
de CABRI-GEOMETRE, una situacién que no trata a priori
directamente de geometria. Damos aguf un ejemplo de
situacion fisica y un ejemplo de tratamiento numeérico.

A. El ejemplo del espejo

El problema del espejo es clasico y se encuentra en nume-
rosos materiales para la clase de 42, en el capitulo de la pro-
piedad de los puntos medios de un triangulo. Al haberlo
utilizado en estas clases, he podido observar la dificultad
gue tienen los alumnos para representarse el fenomeno
fisico. Aqui, CABRI-GEOMETRE va a permitir construir una
simulacion del fendmeno que va a dar sentido al tratamiento
matematico que de él se hace.

En clase se puede empezar organizando un debate sobre
el espejo, empezando por preguntas de este tipo:

“Tengo un espejo pequeiio de 10 cm de alto. ¢ Me puedo
ver de cuerpo entero en é1?”

La concepcion mas frecuente del fenémeno hace intervenir
la distancia al espejo: cuanto mas lejos se estd, mas se vera
en el espejo. Las limitaciones explicitadas provienen del
riesgo de verse “demasiado pequefio” si se estd muy lejos.
Estas concepciones son estudiadas por los alumnos en un
trabajo para casa donde deben intentar determinar si es
posible verse entero en el espejito. El problema puede
entonces ser tratado con la ayuda de una simulacion repre-
sentada por la fig. 18:
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A A A
40
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B B

(Fig. 18)

Sobre esta figura, AB representa un personaje que se mira
en el espejo MiM, y A'B” es su imagen en una simetria de
eje (M\M,). O es el ojo del personaje (lo hemos afadido para
gue los alumnos lo introduzcan como una variable de la
situacion). En esta simulacion se puede avanzar o alejar el
personaje con respecto al espejo y observar que lo que se
ve en el espejo, es decir uv, no varia (su longitud permanece
igual a 1). Al actuar sobre M, se ajusta la posicion del
espejo (sin cambiar el tamafio) y al actuar sobre M; se
aumenta o disminuye el tamario del espejo. Esta simulacion
permite visualizar las diferentes variables de esta situacion
y observar antes de demostrarlo que la condicién para que
el personaje se vea entero en el espejo es que éste tenga
un tamafio al menos igual a la mitad de AB.

En esta situacion, la simulacion es indispensable para
modelizar el fendmeno fisico y para poder estudiarlo en
buenas condiciones, utilizando por ejemplo una pantalla
de cristal liquido para retroproyectar en clase.

B. Tratamientos numéricos

Otra modelizaciéon posible es la que se puede realizar con
un eje, representando una variable numérica y su cuadrado,
Su inverso o su opuesto. Se puede construir asf el producto,
la suma o el cociente de dos numeros cualesquiera. Este
tipo de representacion puede llevar, por ejemplo, a la com-
paracion de la suma y del producto de dos nimeros o a la
de la variacién del producto de dos nimeros cuando su
suma es constante.

Por otra parte, este tipo de herramientas hace posible el
estudio de las variaciones de las éreas de tridngulos o cua-
drilateros o las representaciones graficas de funciones
numéricas utilizando lugares geométricos de puntos.

ath

(Fig. 19)
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se hace resbalar la tabla y nos interesamos por la trayecto-
ria del punto medio.

(Fig. 23)

Esta situacion parece a menudo insdlita a los alumnos pero
se puede tratar con conocimientos que son del curso de 42,

Se puede transponer facilmente en el nivel de las clases de
ticeo (15 afios) considerando otras posiciones del punto |

sobre el segmento [AB],/cistintas del punto medio, o sea, otros
valores para el angulo AOB. Se obtiene asf una elipse (fig. 24).

\u TN

{rﬁ (70

(Fig. 24)

B. Minimos

En este ejemplo, derivado del trabajo sobre el problema
abierto del IREM de Lyon (ARSAC 88), los alumnos cons-
truyen un triangulo ABC rectangulo en A. P es un punto de
la hipotenusa que se proyecta ortogonalmente en |y J sobre
los dos lados del angulo recto. El problema consiste en
estudiar para qué posicién de P, la longitud IJ es minima.

A

(Fig. 25)

Es la conservacion del rectangulo PIAJ en el problema del
minimo lo que conduce a la solucién v, en el problema de
la tabla, es la invariancia de la longitud Ol. De una manera
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general, el tratamiento dinamico de la figura pone en evi-
dencia los invariantes y permite una exploracion que con-
duce a la explicacion del fendbmeno observado y a una
demostracion.

C. Juntando los vértices de dos triangulos
equilateros

Este ultimo punto se comprueba particularmente con el
ejemplo siguiente, propuesto en el libro de 22 de la coleccion
TERRACHER: sea un punto M perteneciente al segmento
[AB]; se construye de un mismo lado de AB, dos triangulos
equilateros AIMy MJB (Fig. 26); se trata de estudiar el lugar
geométrico del punto medio del segmento [IJ]. El tratamiento
dinamico en el entorno CABRI-GEOMETRE hace aparecer
como invariantes las direcciones (Al) y (BJ) y permite orien-
tar las investigaciones de los alumnos de forma util.

J

(Fig. 26)

IV. CONCLUSION

Estos ejemplos de utilizacién del CABRI-GEOMETRE en
clase, muestran el interés que se puede encontrar al utilizar
este tipo de programa con los alumnos. La utilizacion puede
ser de varios tipos: o bien el alumno manipula él mismo el
programa en el taller, o bien el profesor o el alumno lo utili-
zan como una representacion interactiva delante de toda la
clase con la ayuda de una pantalla de cristal liquido. El epi-
grafe anterior nos da algunas informaciones sobre las con-
diciones de utilizacion en clase.

La utilizacién de CABRI-GEOMETRE en clase nos parece
una herramienta potente para hacer acceder a los alumnos
a la nocion de propiedad geométrica y esto desde el inicio
de la clase de 6° (11 afios). El programa ayuda a explorar
las figuras, a sacar los invariantes y sirve de punto de apoyo
para el razonamiento deductivo. La validez de una cons-
truccion por desplazamiento puede dar poco a poco sen-
tido a la demostracion. Notaremos, para acabar, que la
ergonomia del programa y la calidad de la modelizacion
geométrica son lo que ha permitido el éxito de las situacio-
nes que se ponen a punto con los alumnos. Deseamaos sim-
plemente que todos los profesores puedan disponer
rapidamente de los medios materiales que permitan el apro-
vechamiento pleno de las cualidades de este programa Ml
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