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UN SOLITARIO ATRIBUIDO A DAVID SINGMASTER

PLANTEAMIENTO

El solitario que estudiaremos, del cual desconocemos
su origen, nos fue planteado por el profesor David
Singmaster durante la celebracion de la dltima confe-
rencia del ICME (Sevilla, Julio’96); el enunciado es el
siguiente.

El tablero consta de t casillas (huecos) alineadas; cada
casilla puede albergar un numero de bolas (fichas) arbi-
trario en forma de pila e inicialmente en cada casilla hay
una ficha; dado un entero fijo s (amplitud del salto), un
movimiento consiste en tomar una ficha de la cima de
una pila y colocarla en la cima de otra, de forma que el
namero de fichas saltadas sea s (ver figura 0). El pro-
blema SQ(t) consiste en obtener una configuracion en la
cual cada casilla o bien esta vacia o bien contiene una
pila de altura h. Si sustituimos las casillas por platillos
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Figura 0. Dos posibles movimientos paras =5,t =15

y las pilas por montones obtenemos un problema equi-
valente: partiendo de una bola en cada platillo, repartir-
las en t/h montones iguales.

Sea el predicado Pg(t) « el problema tiene solucion.
Entonces Pth(t) Y% t & h Y s E h; en efecto: si conside-
ramos cualquier configuracion final, en el Ultimo movi-
miento debid saltarse un nimero completo de pilas de
altura h. Por consiguiente estudiaremos solamente los
problemas de la forma S,'Qh(ph), conh>1(parah=11la
configuracion inicial ya es solucion); site phekh « s,
la longitud del tablero no supera el salto y no es posible
realizar ningln movimiento desde la situacion inicial;
luego los problemas que pueden tener soluciéon son
SP.(kh + h), S (kh + 2h), S} (kh + 3h),... Demostraremos
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en primer lugar que si uno de ellos tiene solucion, tam-
bién son resolubles los siguientes (es decir, PQ(ph) Y
PQ(ph + h)); después probaremos que el mas pequefio
(Sli‘h(kh + h)) tiene solucion, con lo cual todos los resolu-
bles. Si NI'(‘h(ph) denota el nimero de pasos de la mejor
solucion del problema S‘{‘h(ph) y consideramos el proble-
ma inverso (posicion inicial con p pilas), el nUmero de
bolas que no estan en su sitio es (h — 1)p, luego NI'(‘h(ph)
Z (h-1)p. El problema S/} (ph) es optimo si N} (ph) =
(h — 1)p; es 6ptimo mas uno si Nf\ (ph) = (h — 1)p + 1,
etc. Si un problema es 6ptimo mas k, diremos que es de
orden k (los 6ptimos son de orden 0). Exponemos algu-
nos resultados sobre la cota del orden de los problemas
citados.

SOLUBILIDAD DEL PROBLEMA
Lema 0.1 P\ph) ¥ PY(ph + h)

Demostracion: Comenzamos separando s + 1 bolas
desde la izquierda (ver figura 1-A) para despuiés pasar
las h - 1 bolas siguientes encima de la primera bola de
la izquierda; la situacion quedara como en la figura 1-B;
pero si Sg(ph) tiene solucion, también tendra soluciones
sobre un tablero mas largo y con el mismo nimero de
bolas.
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Figura 1. Construccion inductiva de la solucion para
PP (ph + h)
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Del lema concluimos que es suficiente estudiar el pro-
h e

blemaa S (kh + h) y que una solucion 6ptima de este

problema conlleva a soluciones éptimas de los siguien-

tes.
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Figura 2. Primeros pasos de la solucion para
Sk (ph + h)

Es facil ver que para h = 2 el problema Szzk(zk + 2) no
tiene solucién, ya que los Unicos movimientos a partir de
la configuracion inicial son dos, uno inverso del otro. Sin
embargo, después veremos que el de menor nimero de
bolas con solucion se obtiene precisamente para el
siguiente multiplo: Szzk(Zk + 4). Para el resto de valores
de h tenemos el siguiente

Lema 0.2 Para h > 2, el problema S?h(kh + h) tiene solu-
cion.

Demostracion: Para construir una solucion (no necesa-
riamente Optima) consideremos los primeros movimien-
tos agrupados tal como indica la figura 2; en primer lugar
(A) movemos las h -1 bolas finales formando una pila de
altura h sobre la primera posicién (en total, h - 1 movi-
mientos), a continuacién (B) apilamos todas las bolas de
esta columna pero sobre el hueco de la posicion kh + 2,
para después pasar la h primeras bolas (si quedan
todavia), de formaa que tendremos ya dos columnas
(figura 2-C); a partir de aqui se repiten los movimientos
pero hacia la izquierda; es decir, trasladamos en primer
lugar las dos columnas hacia la izquierdaa, para des-
pués pasar las h bolas de mas a la derecha en una
nueva pila, junto a las restantes, resultando la configu-
racion (D); es decir, el algoritmo consiste en ir alternan-

do (a izquierda o derechaa, mientras sea posible) las
operaciones: trasladar las pilas ya formadas y construir
una nueva pilaa junto a la ultima trasladada.
Evidentemente el algoritmo termina, y quedaria probar
que siempre es posible realizar tales movimientos. Para
ello consideremos un paso genérico del algoritmo (fig.
3); sean a, y b, las sucesiones (finitas) que determinan
el nimero de huecos consecutivoss a izquierda y dere-
chaa inmediatamente después de construir las primeras
n columnas, y sea c, la sucesion que determina en ese
momento el nimero de fichas aun no apiladas; la suce-
sion ¢ es una progresion aritmética de razén h (en cada
paso eliminamos h bolas), valor inicvial kh y Gltimo valor
0 (ck4+1 = 0); los primeros valores (fig. 3) de tales suce-
siones a,, b,y c,sona; =0,b; =h-1,c; =kh,a,=h
+1,b, =h-3,c,=kh-h, ... Es facil comprobar que la
recurrencia para tales sucesiones es, con 1£n £ k + 1,
ap+o = 8+ h-2(sinesimpar)ay.,=a, h(sinespar)
y 'n, a, + b, = n(h-1); ¢, = (k + 1)h - nh, de donde

agk = kh +1 by =k(h-2) - 1 agy = k(h-2) by
=(K+1Dh-1
ydeaqui,sih>2,"n:1£n£k+1:a,b,Z 0, locua

significa que siempre hay huecos suficientes en los
extremos para realizar los movimientos indicados.
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Figura 3. Pasos genéricos de la solucion para
S, (kh + h)

Hemos visto que para h = 2 el problema Szzk(2k +2) no
tiene solucion (por lo que el lema 0.1 no es util), pero si
el siguiente multiplo.
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Figura 4. Una solucion 6ptima del problema
sh, (2kh (k + 1)).

Lema 0.3 S3(2k + 4) es resoluble.

Demostracion: Sigamos los siguientes pasos: en primer
lugar pasamos las dos pendltimas bolas de la derecha a
la primera posicién para obtener una pila en la parte
derecha; a partir de aqui, podemos seguir el algoritmo
descrito en el lema 0.2 ya que el nimero de huecos a la
derecha es 3 (si consideramos también como hueco la
cima de la pila derecha) y las sucesiones descritas en el
citado lema tienen sentido.

Es facil ver que el problema S,'(‘h(ph) (con p > k) jugando
sobre un tablero circular siempre tiene solucién y es
optimo. Para ello basta con demostrar que el primer pro-
blema con solucion S‘{‘h(kh + h) se puede resolver en (h
-1)(k + 1) pasos, lo cual se consigue mediante la itera-
cion (en sentido horario) del siguiente grupo de movi-
mientos: buscar h- 1 bolas consecutivas y trasladarla
encima de una bola aislada. Por tanto, en el resto de
apartados estudiaremoss Unicamente tableros lineales.
En [Dud95](reedicion parcial de [Dud17]) se plantea la
resolucion del problema S§(12) sobre un tablero circular
imponiendo como condiciones adicionales que los saltos
s6lo se hagan de izquierda a derecha, que no se pueda
retroceder la mano para realizar un nuevo salto y que se
dé el minimo nimero de pasadas por la lista hasta vol-
ver al 1.

1. BUSQUEDA DE SOLUCIONES
OPTIMAS

La siguiente tabla anterior muestra para h = 2 los valo-
res de Nl'gh(ph); observamos que S§(10) es de orden 3,

mientras que S§(16) es de orden 0 (6ptimo); también es
facil comprobar (segun lema 0.1) que si S'S‘(I) es de
orden k, entonces, para I'> |, el orden de SQ(I’) es menor
o igual que k. Los valores en negrita sson 6ptimos mien-
tras que los encuadradoss 6ptimos mas uno
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Teorema 1.1 El problema S,'(‘h(Zh(k + 1)) es de orden
cero.

Demostracion: En la figura 4 exponemos la construccion
de una solucién 6ptima; los pasos (B) y (C) se repiten
hasta alcanzar la situacion (D), en la que en el centro y
sin apilaar hay h bolas, de las cuales se toman h - 1 para
pasar a la configuracion (E); desde aqui es facil obtener
la solucién. Obsérvese que el total de movimientos rea-
lizados es el menor posible.

Lema 1.4 Paral>p >4, el problema Sﬁ(ph) es de orden
uno

Demostacién: Si 0 indica 0 o méas huecos contiguos, los
pasos que conducen a una solucién 6ptima del proble-
ma 32’(2h) (y analogamente para 32‘(3h)) inverso (pasar

de OhOhO0Oa11..1) llevan tras h - 1 pasos a
e
2h

01 01..01 0h0 10, que no conduce a una solucion
——

Optima. Para probar que Sh(2h) es de orden 1, desde
1 1...1 alternamos los movimientos la de mas a la
—

2h

izquierda a la derecha, y la de méas a la derecha a la
izquierda hasta llegar tras 2h - 3 movimientos a0 h 1 (h
-1) 0, y desde ésta basta mover la bola central a la
izquierdaa y después colocarla en la segunda pila: en

total seran 2h - 1 movimientos.

Conjetura 1.1 (a) El problema S} ((k + [k-1/2] + 2) h) es
de orden uno. (b) El problema SI'(‘h((k + s)h) es de orden
uno si [k-1/2] + 2 £s £ k + 1.

Para h = 2 hemos comprobado empiricamente la con-
jetura anterior con k < 7. Finalmente, invitamos al lec-
tor a establecer cotas del orden Sf} (kh + h) a través
de ecuaciones diofanticas que aparecen al parametri-
zar la posible eleccion de columnas a mover de
izquierda a derecha.
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