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APLICACIONES DIDACTICAS DE LAS REGLAS DE HUDDE

1. INTRODUCCION

Johann Hudde (1629-1704) fue un matematico
holandés, discipulo de Fran Van Schooten (1615-1660).
Muchos de sus descubrimientos se conservan gracias a
que fueron incorporados a la segunda versién en latin
de «La Géométrie» (escrita originalmente en francés) de
René Descartes, que Van Shooten publicé en dos volu-
menes bajo el titulo «La Geometria a Renato
Descartes» en 1959-1961. Estas versiones, ademas de
usar el idioma universal de los intelectuales de enton-
ces, ayudaron a una mejor comprensién de la obra de
Descartes, gracias a las aclaraciones y el material com-
plementario que contenian.

Estas circunstancias no surgen por casualidad, pues la
estancia de Descartes en Holanda, durante una veinte-
na de afos, propicié que la geometria analitica arraiga-
ra alli antes que en ningln otro lugar de Europa, y que
surgiera un grupo de holandeses y flamencos que la
pusiera en funcionamiento.

Por otra parte, centrandonos en el quehacer matemati-
co, Descartes habia ideado un método para calcular la
normal a una curva algebraica en uno de sus puntos. El
mismo decia que «éste es no solo el problema mas util
y mas general que conozco en geometria, sino incluso
el que yo haya deseado jamas conocer».

La idea fundamental del método de Descartes consistia
en lo siguiente: si y=f(x) es la curva, y deseamos calcu-
lar la normal en un punto P de la misma, podemos con-
siderar las ecuaciones de las circunferencias que pasan
por P. En general, la curva y una de estas circunferen-
cias tendran dos puntos de corte distintos. Aquella cir-
cunferencia que tenga un solo punto en comun con la
curva, y por tanto la solucién del sistema formado por
ambas sea Unica y de orden dos, nos proporcionara los
datos necesarios para calcular la recta normal.

Por tanto, Descartes tomaba como caracteristica esen-
cial el doble contacto de la circunferencia con la curva,
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evitando el uso de infinitésimos y propiciando un méto-
do algebraico. El inconveniente radicaba en que si la
curva no tenia una ecuacion sencilla, las operaciones se
complicaban mucho, y aqui es donde surgen las reglas
de Hudde, que eran muy Utiles para la basqueda de rai-
ces dobles. Hudde le comunicé a Van Schooten sus
reglas en una carta y éste Ultimo las afiadi6 a la edicion
latina de 1659 de «La géometrie» de Descartes.

2. LAS REGLAS DE HUDDE
Hudde enuncia asi una de las reglas inventada por él:

«Si una ecuacion tiene dos raices iguales y multiplica-
mos la ecuacién por una progresion aritmética arbitraria,
de manera que el primer término de la ecuacién queda
multiplicado por el primer término de la progresion, y asi
sucesivamente, entonces digo que el producto obtenido
sera una ecuacion que tiene de nuevo la raiz dada.»

Una demostracién de la misma, con notacion moderna,
se puede encontrar en (Grattan-Guiness, 1984).

También aparecen enunciadas (Boyer, 1986) de la
siguiente manera:

1. Sir esunaraiz doble de la ecuacion algebraica
agxN+a xn-1+ . +a,_1x+a,=0; y si bg, by, by,..., by

son nimeros en progresion aritmética, entonces r es
raiz de la ecuacién

aObOX”+a1b1X”—1+...+an_1bn_1x+anbn:0.
2. Si en x=a el polinomio
agx+a X1+, +a,_ x+a,

tiene un valor maximo o minimo relativo, entonces a es
raiz de la ecuaciéon

nagx"+(n-1)a;x"-1+.. +2a,_,x2+a,_;x=0.
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Es preciso hacer notar que Hudde acepté como hipé-
tesis, en sus calculos de valores maximos o minimos,
que: si a es un valor que hace maximo o minimo a p(x),
entonces la ecuacion p(x)-p(a)=0 tiene dos raices
iguales.

El enunciado 1 engloba al enunciado moderno: si r es
raiz doble de p(x)=0, entonces es también raiz de
p’(x):O, ya que si tomamos la progresién aritmética for-
mada por los términos siguientes: bg=n, by=n-1, b,=n-
2,...bh_1=1, b,=0, el resultado es evidente sin méas que
sacar factor comun la x en la ecuacion resultante.

El enunciado 2 es una modificacion del teorema de
Fermat que hoy se formula: si f(a) es un valor maximo o
minimo relativo de un polinomio f(x), entonces f (a)=0.

¢Cual era la utilidad de estas reglas de Hudde?
Sencillamente, si la curva tenia un término complicado
se podia buscar una progresién adecuada para que el
término conflictivo quedara multiplicado por cero, lo que
facilitaba la puesta en practica del método de Descartes
y la busqueda de la solucién doble de la ecuacién, que
se conservaba en la ecuacién transformada.

3. APLICACIONES DIDACTICAS

Las reglas de Hudde pueden ser utilizadas en la
Secundaria, ya sea en la Obligatoria o en el Bachillerato,
restringiendo el grado de los polinomios con los que se
trabaje y teniendo en cuenta su necesaria adecuacion al
contexto.

Se presentan, a continuacion, algunos resultados obte-
nidos a partir de la aplicacién de las reglas de Hudde a
las ecuaciones y funciones mas sencillas que se pueden
trabajar en estas etapas educativas. Se omiten las
demostraciones para no alargar excesivamente este
resumen de la comunicacion y teniendo en cuenta que,
para los lectores, no tienen un nivel de dificultad grande.
Estan agrupadas en tres bloques, cada uno de ellos
referido a un contexto distinto:

* Resultados sobre ecuaciones de segundo grado desde
el punto de vista algebraico, de resolucion y busqueda
de soluciones que verifiquen ciertas condiciones, utili-
zando para ello las progresiones adecuadas.

* Resultados sobre funciones cuadraticas desde el
punto de vista grafico, de representacién y basqueda de
funciones que verifiquen ciertas propiedades, o cuyos
elementos esenciales (vértice y puntos de corte con el
eje OX) cumplan determinadas condiciones, utilizando
para ello progresiones adecuadas.

* Resultados conectados con los conceptos de maximo
0 minimo relativos y con algunas de sus propiedades.

Los enunciados, tal y como se presentan en esta comu-
nicacion, no pueden ser trasladados al aula ya que su
nivel de abstraccion es muy elevado para el alumnado
de estas etapas educativas. No obstante, constituyen el
banco de ideas para poder ser concretadas en el aula,
mediante estrategias metodolégicas adecuadas (parti-
cularizaciones previas con funciones, ecuaciones y pro-
gresiones concretas, blsqueda de regularidades y leyes
gue permanecen, elaboracion de conjeturas, justifica-
cién y/o demostracién de las mismas, generalizacion de
resultados, etc.).

3.1. Resultados sobre ecuaciones de segundo
grado:

Resultado 1:

Dadas las ecuaciones de segundo grado:
E1l ax2+bx+c=0;

E2 apx2+b(p+d)x+c(p+2d)=0;

siendo p, p+d, p+2d, una progresion aritmética. Se veri-
fican las siguientes proposiciones:

a) El discriminante de E2 tiene por valor:
(b2-4ac)(p2+2pd)+b2d2.

b) Si E1 tiene una solucion doble, entonces E2 también
tiene esa misma solucion, aunque simple.

Resultado 2:

En la situacion anterior, si E1 tiene una solucién doble
X=X1=Xo=-b/2a, entonces E2 cumple:

a) Si p no es nulo, E2 tiene dos soluciones distintas,
cuyos valores son:
X 1=X,=-b/2a; X ;=X,=-b(p+2d)/2ap.

b) Si p=0, E2 tiene una Unica solucion x’lz-b/2a:-
2c/b=x;. En este caso se transforma en una ecuacion
de primer grado.

Resultado 3:

Sea la ecuacion E1 con soluciones distintas x4, X,. Para
X4 existe una ecuacion de la forma

E3 a'(x-x,)2=0

y una progresion aritmética p, p+d, p+2d, de tal manera
gue la ecuacion E1 es la transformada de E3 por la pro-
gresion. Se verifica lo mismo para X.

Resultado 4:

Sean las ecuaciones E1, con una solucién doble, y E2,
con p no nulo. Sea q un numero distinto de -b/2a. En
estas condiciones existe una progresion aritmética para
la cual E2 tiene como soluciones los niumeros q y -b/2a.
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Resultado 5:

Dada la ecuacion E1, si la operamos con la progresion
geométrica p, pr, pr2, (p no nulo) se obtiene la ecuacién

E5 apx2+bprx+cpr2=0.

En estas condiciones, E5 tiene por soluciones las de E1
multiplicadas por r, la raz6n de la progresion.

Nétese que el valor p puede ser sustituido por p=1, ya
que esta multiplicado por todos los términos de la ecua-
cion y se podria simplificar.

Resultado 6:

Dada la ecuacion E1 con dos soluciones distintas X1, X,
y sea r un nimero real, no nulo y distinto de 1. Entonces
existe una ecuacion de segundo grado

a x2+b x+c =0

tal que sus soluciones x 1, X , verifican X 1r=xy, X or=xy.

3.2. Resultados sobre funciones cuadraticas:
Resultado 1:

Dada la parabola F1 y=ax2+bx+c con un solo punto de
contacto con el eje 0X. Podemos obtener a partir de ella
una parabola que corte al eje 0X en dos puntos distintos,
sin mas que multiplicar por los términos de una progre-
sion aritmética p, p+d. p+2d, con p no nulo. La ecuacion
de la parabola resultante es

F2 y=apx2 + b(p+d)x + c(p+2d).

Nétese que b_0, pues si b=0, como corta en un solo
punto al eje 0X, entonces c=0y seria la pardbola y=ax?2,
que al multiplicarla por la progresion sigue teniendo el
mismo punto de corte con el eje 0X: el (0,0).

Resultado 2:

En las condiciones anteriores se verifica:

A) La abscisa del vértice de F2 es el valor x =
—b(p+d)/2ap. (N6tese que el valor —b/2a es la abcisa del
vértice de F1)

B) La ordenada del vértice de F2 es el valor y=—cd?/p.
(Notese que la ordenada del vértice de F1 es cero).

Resultado 3:

La posicién relativa de las pardbolas F1 y F2 del primer
enunciado es la siguiente para el caso d € O:

A) Sip €0yp €1, entonces hay dos puntos en comin
entre F1 y F2, siendo uno de ellos el vértice de la pri-
mera. Las abscisas de los puntos de corte son:

Xi=-b/2a  X,=Db[1-(p+2d)] / 2a(1-p)

B) Sip =1, entonces so6lo hay un punto en comun, que
es el vértice de la primera, de coordenadas: (-b/2a, 0).

Para el caso d=0 la posicion relativa puede presentar las
siguientes situaciones:

A) Sip €1, tienen un punto en comin que coincide con
el vértice de la primera.

B) Sip =1, entonces las dos parabolas coinciden.

Resultado 4:
En el caso en que p = -1 (con d € 0), las parabolas verifi-
can que sus puntos de corte son sus vértices respectivos.
Resultado 5:

Sip=0 (d € 0), entonces F2 es una recta y tiene dos pun-
tos de corte con la pardbola F1. Las abscisas de los
puntos en comun son:

X4= _ b/2a, Xo=—b(1-2d)/2a.
3.3. Resultados sobre maximos y minimos relativos:
Resultado 1:
La derivada de un polinomio se puede obtener aplican-
dole la regla de Hudde con una progresion aritmética
apropiada.
Resultado 2:
Si en x=a el polinomio

f(x)=agx"+a;x"1+.. +a,_ x+a,

tiene un valor maximo o minimo relativo, se puede com-
probar, utilizando la regla de Hudde, que la funcién g(x)
= f(x)-f(a) verifica que g’(a )= 0.
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