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LAS SUCESIONES COMO INSTRUMENTO DE APROXIMACION DIDACTICA A
LOS CONCEPTOS DE FUNCION Y LIMITE FUNCIONAL

1. INTRODUCCION

El curriculo de Educacién Secundaria contempla gran-
des cambios conceptuales respecto al curriculo del sis-
tema educativo anterior. El topico de sucesiones en el
curriculo LOGSE, aparece como algo poco relevante, ya
que unicamente contempla la «bUsqueda y expresion de
propiedades, relaciones y regularidades en conjuntos de
numeros», aparte de los contenidos propios de funcio-
nes. Otro de los cambios significativos es la importancia
que se concede a la aproximacion y la estimacion, asi
como el tratamiento mas intuitivo de muchos conceptos,
como el de limite funcional.

Aunque al llevar a la practica estas nuevas orientacio-
nes surgen muchos aspectos problematicos, aqui nos
referiremos so6lo a aquellos que estan vinculados con
funciones y con limite funcional. En segundo curso de
Bachillerato los alumnos deben enfrentarse, por primera
vez, al topico de limite, comprenderlo y utilizarlo, tanto
en lo que se refiere a la derivada como a la integral (hay
que sefialar que el limite que subyace a la integral es en
realidad un limite secuencial), por lo que las dificultades
conceptuales asociadas al concepto de limite son prac-
ticamente insalvables.

Nuestra propuesta aboga por la inclusion de los topicos
de sucesiones y limite secuencial en Educacion
Secundaria, por dos razones: que las sucesiones sirven
como ejemplo de funciones sencillas, que se adaptan a
algunos modelos reales, siendo el limite secuencial méas
sencillo que el funcional; y otra, que bastantes de las
dificultades del concepto de limite funcional ya aparecen
al tratar el limite secuencial y, por tanto, se pueden
detectar e intentar superar antes de llegar a él. También
los célculos con limites se pueden simplificar si se tra-
baja la aritmética de limites secuenciales.

2. DIFICULTADES CONCEPTUALES

Existen estudios interesantes relativos a las dificultades
conceptuales del limite, mas concretamente del limite
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secuencial. Nos vamos a referir especificamente a un
trabajo de Sierpinska (1990), ciertamente encomiable,
en el que se hace un andlisis epistemolégico de la
siguiente definicién «Casi todos los términos de una
sucesion numérica infinita se acercan tanto como que-
ramos a un ndmero llamado limite», y se sefalan los
obstaculos y los actos de conocimiento necesarios para
superar dichos obstaculos.

En la puesta en practica de la secuencia didactica lleva-
da a cabo en nuestra investigacion se han reproducido
muchos de esos obstaculos sefialados por Sierpinska.
Algunos de ellos son los siguientes:

— El nimero es una forma escrita. Este obstaculo hace
referencia a la atencién prestada a la forma del niamero
y no a su valor. Esto dificulta la comprension de la idea
de tendencia, puesto que los alumnos son incapaces de
observar cualidades de los términos; ellos s6lo observan
y describen su forma.

— Convergencia es la estabilizacion de las cifras deci-
males. Esta concepcién aparece como consecuencia
del uso de ordenadores y calculadoras para investigar la
convergencia de sucesiones. Los alumnos observan la
forma decimal de los términos y la estabilizacién de las
cifras, lo que les distrae de la concepcién de limite como
aproximacion.

— Una sucesion es una regla para producir nimeros o
un conjunto de numeros. En este caso, se centra la
atencion en los términos de la sucesion 6 en la forma de
generarlos (casi siempre utilizando el término general),
y se olvida que una sucesion es una relacién funcional.

— Diferentes conceptos de infinito. Los alumnos acep-
tan el infinito potencial, pero no el actual. Los procesos
infinitos, para ellos, no son procesos acabados, por lo
que la mayoria entienden el limite como algo inalcanza-
ble. De ahi, por ejemplo, el hecho de que no sean capa-
ces de entender que 0°999... = 1.
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— El significado del término «acercarse» depende del
contexto y, en general, suele diferir del dominio numéri-
co y de las magnitudes fisicas o geométricas. Es nece-
sario que sinteticen los conceptos de nimero y aproxi-
macion, para lo cual han de valorar el error de la misma.

— El limite de la sucesion es el valor de la sucesién en
el infinito. Los alumnos utilizan notaciones como, 1/, 1/0,
como numeros, sin discriminar entre nimero y tenden-
cia, ni entre limite y valor de un término.

Puesto que la definicidn utilizada no es la misma', y los
obstaculos dependen también de la metodologia utiliza-
da, cabe destacar también los siguientes:

— Distintas formas de representacion de los términos
de la sucesion. Cuando se trabaja con ordenador o cal-
culadora se utiliza la forma decimal del término y, sin
embargo, cuando se trabaja con modelos se utilizan tér-
minos generales, que vienen dados en forma de opera-
ciones.

— El limite es simplemente una aproximacion. La idea
de aproximacion con la que trabajan los alumnos se
basa, sobre todo, en la forma del nimero y no esta vin-
culada al control del error de aproximacion; por tanto,
muchos de los limites que proponen son aproximacio-
nes, pero no aproximaciones éptimas.

— Excesiva confianza en los medios informaticos. Los
alumnos piensan que los ordenadores no tienen limita-
ciones técnicas y son incapaces de hacer un analisis
cualitativo que complete la informaciéon que proporcio-
nan los medios técnicos.

— Las sucesiones con tendencia infinita son monoéto-
nas. La utilizacién de frases como por ejemplo «los tér-
minos crecen, superando cualquier valor» les llevan a
pensar en el hecho de que una sucesion que tienda a
infinito es necesariamente una sucesion creciente.

3. CONEXIONES ENTRE SUCESIONES Y
FUNCIONES

El esquema general de los contenidos de analisis de
segundo curso de Bachillerato (Matematicas Aplicadas
a las Ciencias Sociales Il) que nos ha servido para
organizar la secuencia didactica se expone a continua-
cion. En este esquema se ve claramente la conexion
existente entre los contenidos relativos a sucesiones y
los relativos a funciones. También resalta la importan-
cia del concepto de limite —en sucesiones lo llamamos
tendencia— para la definicion posterior de derivada e
integral.

SUCESION FUNCION
— Concepto — Concepto
— Determinacion — Formas de representacion

— Caracteristicas

— Ejemplos — Funciones elementales
— Tendencia — Limite DERIVADA INTEGRAL
— Concepto — Concepto & Continuidad - Concepto — Concepto
— Operaciones — Operaciones — Caélculo — Caélculo
— Propiedades — Aplicaciones — Aplicaciones
— Primitivas

Asi, las sucesiones aparecen como ejemplo sencillo de
funciones, las formas de representacion funcional tienen
relacién con la determinacion de sucesiones, las funcio-
nes elementales son ejemplos de funciones (mas bien
modelos) y el limite es la generalizacion de las tenden-
cias en sucesiones en lo que se refiere al concepto en si
y al calculo. El célculo de limites en sucesiones es mas
sencillo, pues la tendencia de n es siempre la misma y
la atencidn se centra en los términos. El célculo de limi-
tes en general sigue las mismas reglas (tiene la misma
aritmética) y se puede basar en lo anterior.

4. SECUENCIA DIDACTICA

La secuencia didactica seguida se muestra en la
siguiente tabla, junto con los materiales que se emplean
y que se describen a continuacién de la misma. La meto-
dologia se basa en el trabajo diario de los alumnos y la
puesta en comun en el aula del mismo. Se trata de que
los alumnos descubran por si mismos los conceptos e
ideas importantes, antes de que el profesor los plantee
en el aula, los aclare y los sintetice.

1. Se distingue entre tendencia finita (los términos son aproximadamente éptimas de un nimero, el limite —en el sentido de que cual-
quier otra aproximacién del nimero se puede mejorar a partir de un término—) y tendencia infinita (los términos superan —o son supe-

rados— por cualquier nimero a partir de un término).
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4 Tareas 1y 2.

5 Transparencias: Concepto de tenden-
cia, y ejercicios.

6 Tarea 3. Transparencia con tarea 1
corregida.

7 Transparencia con tarea 2 corregida.

8 Transparencia con tarea 3 para corre-
gir.

9 Tarea 4 y transparencia con la tarea
corregida.

SESION MATERIAL TRABAJO REALIZADO
ly2 Practica 1 (Guién para los alumnos). Practica con ordenador con hoja de calculo. Creacion de
Ordenador tablas para observar tendencias.
3 Esquema de la unidad. Guién de tra- Situar el tema de sucesiones. Introducir y determinar suce-
bajo siones mediante ejemplos. Plantear ejercicios de consolida-

cion- Recoger la préctica 1.
Acabar los ejercicios. Discusion y puesta en comun de la
practica para introducir el concepto de tendencia. Proponer

tareas 1y 2 para resolver en casa.

Revision del concepto de tendencia. Ejercicios de tenden-
cias. Recoger tareas 1y 2.

Plantear el problema de la aritmética de limites. Puesta en
comun de la tarea 1. Proponer tarea 3 para casa.

Recoger tarea 3. Puesta en comun tarea 2. Recapitulacion.

Puesta en comun de la tarea 3, insistiendo en la aritmética
de limites.

Terminar la tarea 3. Proponer la tarea 4 para resolver de
forma individual en el aula. Correccién de la misma .

Préactica 1 (Planteada para introducir las tendencias
finitas e infinitas en sucesiones, observando el com-
portamiento de los términos avanzados de varias
sucesiones):

1.1. Elabora una tabla con ayuda del ordenador
como la que tienes a continuacién, dando valores a n
cada vez mayores:

n 2 2 -1 (2 - 1)/2°

— Observa la tabla y contesta:

a) ¢Se puede superar 10.000 con algun término de
2n?:;Con cuéantos? (Modifica n si es necesario) ¢Y
1.000.0007 ¢ Se podria superar cualquier valor?

b) ¢A qué namero, L, se aproximan los valores de la
Gltima columna? Afiade una columna restando dicho
numero, ¢qué observas en esta columna?

— Resuelve en casa: Supén que (2"-1)/2" describe la
altura a la que vuela una mosca en el minuto n. ¢En qué
lugar pones el centro de un spray matamoscas que
lanza un haz horizontal, de amplitud proporcional a la
fuerza con que se presiona, para que tarde o temprano
mate a la mosca?

1.2. Haz lo mismo que en el ejercicio 1.1. con la siguien-
te tabla:

n 50.000 (1'02)" | 50.000 (1 + 0°02*n)"

Si la segunda columna representa el dinero que pose-
emos después de depositarlo n afios en el banco,
¢Jpodemos convertirnos nosotros o nuestros descen-
dientes en millonarios? ¢Y si el dinero es el de la ter-
cera columna?

Tarea 1 (Planteada para revisar el concepto de
tendencia e introducir el calculo de tendencias,
sirve en concreto para plantear laindeterminaciéon
que se obtiene al elevar una sucesion que tiende
a 1 a otra que tiende a infinito. Se introduce de
paso el numero e). Rellena la siguiente tabla con
ayuda de la calculadora, utilizando todas las cifras
decimales que aparezcan en pantalla. Como guia
observa el ejemplo:

w1 | {rHMe (L™ L. {it1me
1] 11 I 11/10~1'1 'I'Lmn-r!'.'r‘lﬂml'lﬁ ju'mm
10t | 1
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Observa atentamente y responde:

1. Describe lo que ocurre con los valores de las cuatro
primeras columnas (¢.crecen?, ¢ decrecen?, ¢ se relacio-
nan entre si?, ¢cual es su tendencia?).

2. Comenta la informacion que aporta la Gltima columna.

3. Investiga la tendencia de sucesiones de la forma
(1+ay)a" donde a, tiene tendencia infinita (Prueba con
ejemplos de tipo polindmico).

Tarea 2 (Con la misma idea que la tarea 1, se estu-
dian otros dos tipos de indeterminacidn: cociente de
tendencias a infinito y diferencia de tendencias a
infinito). Construye una tabla similar a la de la tarea 1
para investigar la tendencia de:

-1, AtF L "

= b= = 4 = _,||..f1_ PR
A T g T T A F:

n+

1. Observa atentamente y responde: ¢Qué tendencia
tiene cada sucesion?

2. ¢Tiene relacion la tendencia de las sucesiones a,, b,
y ¢, con el grado de los polinomios que forman el nume-
rador y el denominador?

3. Compara las sucesiones d, y e,. Observa que
(n n2—=@€(n4~=©€= n?—(n®>-n) =n

¢ Qué relacion tiene con lo anterior?

Tarea 3 (Se trata de recoger los casos de aritmética
de limites en una tabla, para captar las intuiciones
de los alumnos en los resultados de la combinacion
de distintas tendencias). Completar la siguiente tabla:

Tarea 4 (La tarea sirve para resumir y sistematizar el
tema a través de un mapa conceptual, es una tarea
que evallia los conocimientos de los alumnos en los
contenidos trabajados) . Completar el siguiente mapa
conceptual.

ap’ by’ a, +by a,’ b, a, . by
k +e +e k>0 +e
—e k k>0 —e
+e +e k 0 0
e —e 0 +o
+e — Indeterminacion +e +e
— +o
a,’ b, a, /by a,’ b, a, ™
k>0 0- k>1 +e
0 k€0 0 O0<k<1 +e 0
0 0 1 k 1
+e k>0 1 +e
+e k<0 — k>0 0
e k>0 0 k€0
— k<0 0 0 Indeterminacion
k - 0 +e
Kk +o +e k>0
+o +eo +e k<0
+e —e Indeterminacion +e 0
— +o +o +o
— —e +o —e
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