
1. INTRODUCCIÓN

El concepto de límite de una función es una noción bási-
ca para el desarrollo posterior de otros conceptos en
Análisis Matemático como continuidad, derivación, etc;
por ello, la comprensión del mismo por parte de los estu-
diantes permite la evolución correcta de las restantes
nociones que en él se sustentan. Distintos investigado-
res han señalado la importancia del estudio de los
obstáculos relativos a conceptos; en este trabajo, consi-
derando las aportaciones de Cornu (1983, 1985), El
Bouazzoui (1988), Sierpinska (1985a, 1985b, 1987,
1991) y Sánchez y Contreras (1995a, 1995b) se pre-
sentan algunos de los resultados relativos a los obstá-
culos detectados en estudiantes universitarios de primer
curso de Ingenierías Técnicas, de dos de los ítemes del
cuestionario, extrayéndose diversas conclusiones para
la enseñanza del concepto.

2. OBJETIVOS DEL ESTUDIO Y DESCRIP-
CIÓN DE LOS ÍTEMES

El cuestionario elaborado se aplicó a una muestra de
194 estudiantes de primer curso de Ingeniería Técnica,
a principio y final del curso 1994-95. Para la elaboración
del mismo se tomaron como referencia los resultados
del estudio de manuales Sánchez y Contreras (1995b).
En este trabajo se presentan, de dos de los ítemes, los
resultados y el análisis de las respuestas en las que se
detectaron obstáculos. Uno de los objetivos que se pre-
tende lograr es descubrir los obstáculos presentes en
los estudiantes y proporcionar información a los profe-
sores que les permita facilitar en sus alumnos la realiza-
ción de los actos de comprensión necesarios para la
superación de dichos obstáculos. Se han tomado los tér-
minos obstáculo y acto de comprensión en el sentido de
El Bouazzoui (1988) y de Sierpinska (1991) y, de las dis-
tintas clasificaciones de los obstáculos relativos al con-
cepto de límite realizadas por Cornu (1983), Sierpinska

(1985a), Sánchez y Contreras (1995b), en este trabajo
se han considerado los obstáculos Ox (centrarse en la
forma de las aproximaciones de las variables indepen-
diente y dependiente más que en las propias aproxima-
ciones); Oy (creer que existe el límite de una función en
un punto cuando el número de valores de la variable
dependiente que se acercan a él es infinito (o muy gran-
de) y no casi todos ellos; Oz (creer que el límite de una
función en un punto es el valor de la función en dicho
punto). 

El primero de los ítemes analizados es el siguiente:

Ítem 1. Fíjate en las gráficas y expresiones siguientes,
¿qué gráficas y expresiones se pueden relacionar?
Indica las posibles relaciones de la forma: gráfica ... con
expresión(es) ... o expresión ... con gráfica(s) ...

gráfica 1 gráfica 2

gráfica 3 gráfica 4

expresión a: "e > 0 $d > 0 / 1–d < x < 1 ½ 3–e < f(x) <
3 + e

expresión b:  "e > 0 $d > 0 / 1–d < x < 1 + d ½ 0 < f(x)
< e

expresión c: "e > 0 $d > 0 / 2–d < x < 2 + d ½ 2 – e <
f(x) < 2 + e

expresión d: "e > 0 $d > 0 / 1 < x < 1 + d ½ 2 – e < f(x)
< 2 + e

expresión e: "e > 0 $d > 0 / 2 < x < 2 + d ½ 2 – e < f(x)
< 2 + e

Este ítem es de respuesta múltiple ya que los alumnos
deben identificar gráficas y expresiones (una o varias) y
además contiene varios objetivos. Se han incluido gráfi-
cas de funciones que no deben plantear ninguna dificul-
tad  para un alumno de primer curso universitario, y
casos distintos en cuanto a existencia, o no, de límite.
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Con la gráfica 1 se presenta el caso de una función con
límite en un punto y que no puede relacionarse con nin-
guna de las expresiones dadas, con objeto de conocer
si el alumno distingue entre dicha situación y la expre-
sión simbólica del concepto de continuidad. Con la grá-
fica 2 se presenta el caso de una función con límite en
un punto, que no está definida en dicho punto, con obje-
to de conocer si el alumno distingue entre la existencia
del límite en un punto y la existencia de la imagen de la
función en dicho punto. Con la gráfica 3 se presenta el
caso de una función que no tiene límite en un punto,
pero sí tiene los dos límites laterales finitos. Se preten-

de detectar, por una parte, si el alumno identifica la exis-
tencia de límites laterales distintos con la no existencia
del límite en un punto, y por otra, si identifica el límite
lateral con el límite en el punto para aquél límite lateral
que coincide con el valor de la función en el punto. Por
último, con la gráfica 4, se presenta el caso de una fun-
ción que no tiene límite en el punto y sólo uno de los
límites laterales es finito, con el objetivo de revelar si el
alumno en este caso, al observar que no existe imagen
de la función en dicho punto, no identifica el límite late-
ral con límite en el punto considerado.
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Ítem 2 .- Sabemos que una función f tiene la tabla de
valores abajo indicada. Estudia el comportamiento de la
función f en x = 2 en cada uno de los casos siguientes:

La cuestión 6 también nos permite observar varios
aspectos: 1º) Si la CN está presente en el alumno. 2º) Si
la transposición didáctica que se hace de la noción de
límite por parte de los manuales de enseñanza y por el
profesorado es pertinente y clara para los alumnos,
extrayendo asi los efectos e influencias de esta transpo-
sición. Con la tabla a) se pretende detectar si los estu-
diantes distinguen entre la existencia de los límites late-
rales y la existencia de límite en un punto, o están pre-
sentes los obstáculos siguientes: el obstáculo Oy (creer
que existe límite en un punto fijándose sólo en la exis-
tencia de uno de los límites laterales), inducidos a ello
por tener éste igual valor que la función en dicho punto,
por lo que se detectaría también la presencia del obstá-
culo Oz (creer que el límite en un punto es el valor de la
función en dicho punto). Con la tabla b) se persigue igual
objetivo que con la tabla a) y además detectar si en los
estudiantes está presente el obstáculo Ot (creer que
existe límite en un punto porque los valores de la varia-
ble dependiente “se acercan” a algo), porque los alum-
nos, al no ver aproximación por ser la función constan-
te, indican que no hay límite. Con la tabla c) se preten-
de detectar si en los estudiantes está presente el obstá-

culo Ox (centrarse en la forma de las aproximaciones de
los valores de las variables independiente y dependien-
te más que en las propias aproximaciones), y además si
la no existencia de valor de la función en el punto en el
que se estudia el comportamiento de la función les hace
decir que no existe límite, por lo que se detectaría tam-
bién la presencia del obstáculo Oz.

3. TABLAS DE RESULTADOS Y ANÁLISIS
DE LAS RESPUESTAS AL CUESTIONA-
RIO

Aplicado el cuestionario en los grupos, se procedió a
corregir y clasificar las respuestas, hecho que planteó
cierta dificultad debido a que la mayor parte de las cues-
tiones son de carácter abierto y, por tanto, presentan
varias opciones que hubo que insertar en el sistema de
categorías establecido. Se ha contabilizado en distintos
apartados la respuesta de un mismo alumno a una cues-
tión,  ya que en ella se incluían varios aspectos pertene-
cientes a diversas categorías. Terminado el recuento y
codificados los datos obtenidos se ha aplicado el progra-
ma BMDP para el estudio estadístico, efectuándose dis-
tintos porcentajes según el tipo de cuestión y categoría
considerada. Para el análisis de los resultados que se
muestran en cada tabla se ha considerado, por una parte



la evolución general, y, por otra, la evolución por grupos.
Los resultados del ítem 1 relativos a cada obstáculo están
reflejados en la tabla 1, donde los porcentajes se han cal-
culado respecto al total de alumnos de cada grupo. Por lo

que respecta a los obstáculos Oy y Oz, que se detectan en
las respuestas de los estudiantes, en la gráfica nº 1 el Oz,
y en la gráfica nº 3 ambos, se observa un aumento del
pretest al postest de forma individual y global.
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Tabla Nº 1: Frecuencia y Porcentaje de respuestas con obstáculos por grupos y total

A la hora de efectuar el recuento de las respuestas
dadas por los estudiantes en el ítem 2  se ha tenido en
cuenta que se puede detectar el obstáculo Oy cuando en
la respuesta dada, en las tablas a) y b), no se tiene en
cuenta la aproximación por ambos lados al valor x = 2 y
se incluye la expresión “... el límite, para x tendiendo a
2, de f(x) es 2 ...”. Se puede detectar el obstáculo Oz

cuando en la respuesta dada se incluye “... el límite es
igual a f(2) ...”. Los dos obstáculos anteriores pueden
ser detectados en una misma respuesta a las tablas a)
y b), o sólo uno de ellos, cuando se escribe alguna de
las expresiones siguientes: lim

x’2
f(x) = 2, en esta respues-

ta se puede detectar el obstáculo Oy (creer que existe
límite en un punto en el que sólo existe límite lateral). lim

x’2

f(x) = 2 = f(2), en esta respuesta se puede detectar el
obstáculo anterior y además el obstáculo Oz (creer que
el límite en un punto es el valor que toma la función en
ese punto). Se puede detectar Ox cuando al indicar que
si existe el límite en el punto x = 2, para la tabla c), se
dice “... el límite a la izquierda y derecha de cero vale

0.004 ...”. En la tabla nº 2 se reflejan las frecuencias y
porcentajes correspondientes a las respuestas en las
que se detectan obstáculos tanto en el pretest como en
el postest, con objeto de comparar la influencia que
tiene cada obstáculo en particular en el total de res-
puestas en las que se ha detectado alguno. Al observar
los porcentajes globales, se aprecia una presencia muy
importante del obstáculo Oy respecto a Ox y Oz tanto en
el pretest como en el postest. Siendo Oz el que tiene el
porcentaje menor, lo cual contrasta con su mayor pre-
sencia en los demás ítemes. Dado que esta importante
disminución de O9z en cuanto a su incidencia respecto a
otros ítemes, coincide con un comportamiento contrario
para Oy, se infiere que en esta cuestión 6, al estar liga-
da a la CN, permite detectar la presencia en los estu-
diantes del obstáculo Oy , íntimamente relacionado con
los límites laterales. Sin embargo, el cálculo algorítmico
de límites influye poco en las respuestas a esta cues-
tión, y por tanto el obstáculo Oz aparece con menor fre-
cuencia.



Se observan cambios mínimos en cuanto al porcentaje
de obstáculos entre pretest y postest, siendo muy hete-
rogéneo el comportamiento de los grupos, con aumen-
tos en el obstáculo Ox para los grupos nº 4, 5, 6 y 7, con
importante incremento en los nº 4 y 5, del 22.22% al
62.50% y del 7.69% al 37.50% respectivamente y, sin
embargo, con disminución en los grupos nº 1, 2 y 3, des-
tacando este último, que pasa del 47.05% al 12.50%.
Los cambios que se aprecian para el obstáculo Oz se
consideran poco representativos.

4.2.5.  Conclusiones del estudio de la evolución de
las concepciones de los estudiantes.

Antes de la enseñanza (pretest)

1. Los estudiantes no saben interpretar gráficas ele-
mentales, lo cual no les permite determinar a partir de
ellas la existencia o no de límite de la función que repre-
sentan. La representación de gráficas similares abunda
en los manuales que se les recomiendan en primer
curso de Ingenierías Técnicas.

2. Un elevado porcentaje de alumnos, al llegar a la
Universidad, no conoce el significado de los términos   y

, lo cual permite inferir que, al tener los estudiantes unos
conocimientos previos limitados, se encontrarán con
excesivas dificultades para comprender los numerosos
conceptos para los que son básicos en la asignatura de
Cálculo.

3. Un elevado número de estudiantes, (la mayoría pro-
cede de estudios de reforma), indica que ni siquiera
sabía de la existencia  de dichos términos, lo cual mues-
tra la existencia de desequilibrios, casi insalvables, que
impedirán que, con una enseñanza generalizada, que
parte de ciertos conocimientos mínimos en los alumnos,
logren superar la asignatura.

4. Las gráficas, en el caso de saber interpretarlas, no
les son útiles para relacionarlas con el concepto de lími-
te, debido a lo indicado en los apartados 2 y 3.

5. El bajo porcentaje de respuestas correctas en la
mayoría de las cuestiones, en particular en el ítem 3
referido a elementos relacionados con el concepto de
límite, nos muestra la ausencia, en un elevado número
de alumnos, de conocimientos mínimos fundamentales
para que, al recibir enseñanza de Análisis en la
Universidad, los alumnos no encuentren dificultades
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Tabla Nº 2: Frecuencias y Porcentajes de respuestas, según  obstáculo, por grupos,y total. 
PRETEST- POSTEST.



para la comprensión de los conceptos básicos de esta
asignatura, entendiéndose, por tanto, el elevado fracaso
en estas asignaturas en primer curso.

Después de la enseñanza (postest)

1. Los alumnos, a pesar del tiempo transcurrido y de la
materia enseñada, continúan sin saber interpretar gráfi-
cas elementales, cuya representación abunda en los
manuales más usados, cuando éstas sólo se relacionan
con expresiones simbólicas.

2. Un elevado porcentaje de alumnos sigue sin recor-
dar el significado de los términos   y ,  y otros alumnos,
(la mayoría procede de estudios de reforma), indica que
no lo sabía al principio ni para responder en el postest,

lo cual permite afirmar que difícilmente habrán com-
prendido el concepto de límite ni, obviamente, todos
aquellos para los que resulta básico (continuidad, deri-
vada, integral, etc).

3. De las respuestas dadas por los alumnos al ítem 6,
se infiere que las gráficas, en el caso de saber interpre-
tarlas, sólo les son útiles para relacionarlas con el con-
cepto de límite si éstas se relacionan a su vez con la
tabla de valores, ya que cuando al estudiante se le plan-
tea una situación de carácter exclusivamente numérico
indica que “tiene que hacerse una gráfica aproximada
para poder contestar”, lo cual nos permite corroborar la
necesidad de introducir y estudiar el concepto de límite,
en cualquier nivel, desde la triple perspectiva numérica-
gráfica-simbólica para facilitar en el alumno la compren-
sión del mismo.
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