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DEMOSTRACIONES Y DEFINICIONES EN ENSENANZA SECUNDARIA

El presente trabajo es parte de una investigacion mas
amplia y profunda que se ha llevado a cabo sobre las
nociones de Correlaciéon y Regresion (Estepa y Sdnchez
Cobo, 1.996; Sanchez Cobo y Estepa, 1.996a,b;
Sanchez Cobo, 1.996), analizando una muestra de once
libros de Matematicas de 3° de B.U.P. del periodo de
1.977-1.990 de las editoriales mas utilizadas en dicho
nivel en la provincia de Jaén. Aqui exponemos los resul-
tados obtenidos sobre la definiciéon de los conceptos y
las demostraciones exhibidas en estos manuales.

ANALISIS DE LAS DEFINICIONES IN-CLUI-
DAS EN LOS TEXTOS

Aungue no es sencillo expresar lo que es un concepto,
podemos sefialar que “los conceptos describen alguna
regularidad o relacion dentro de un grupo de hechos y
son designados por algun signo o simbolo” (Novak,
1.977, citado en Orton, 1.990, p. 46). Es decir, la com-
prensién de un concepto nos posibilita detectar seme-
janzas con una clase ya formada. Un libro de texto de
matematicas recoge, dentro de si, una gran cantidad de
conceptos que comunica, en gran medida, a través de
sus definiciones correspondientes. Podemos, en primer
lugar, preguntarnos por la utilidad de las definiciones
(Skemp, 1.980), pudiendo subrayarse las dos siguien-
tes:

— Nos dice dénde comienza y dénde termina un con-
cepto

— Nos capacita para relacionarlo con otros conceptos

Es decir, “las definiciones pueden verse como una via
de afiadir precision a las fronteras de un concepto, una
vez formado; y establecer explicitamente su relacién
con otros conceptos” (Skemp, 1.980, p. 30). En relacion
con la comprension de los conceptos, el propio Skemp
ha distinguido entre “comprensién relacional” y “com-
prension instrumental” , considerandose la comprension
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relacional como la que se produce cuando se integran y
relacionan los conceptos con contenidos matematicos
mas generales, mientras que cuando el énfasis se pone
en la memorizacién de rutinas de las que desconoce-
mos Su por qué estariamos en una comprension instru-
mental (Informe Cockcroft, 1.985). Nosotros hemos
establecido, basadndonos en las anteriores ideas
expuestas, una taxonomia de definiciones:

— Definicién relacional : aquélla que pretende mostrar
las diversas conexiones con todos los conceptos que
esta relacionado el concepto que se esta definiendo. Por
ejemplo, en el texto (81A) se presenta la definicion:
“Llamaremos correlacion a la teoria que trata de estu-
diar la dependencia que existe entre las dos variables
gue intervienen en una distribucion bidimensional.” (p.
441)

— Definicién instrumental : aquélla que muestra Unica-
mente cédmo determinar procedimentalmente el concep-
to que se esta definiendo. Desde un punto de vista
matematico seria una definicion de tipo constructivo.
Asi, por ejemplo, en el libro (77C) se presenta la defini-
cién (p. 303): “En el caso de dos variables X, Y y de
covariacion lineal, se define el llamado coeficiente de
correlacion lineal, mediante la expresion

s
r=—2_ “(p. 303)
x>y

— En el andlisis de los manuales hemos observado que
se utiliza otro tipo de definiciones que podemos consi-
derar como limitrofe con las dos indicadas anteriormen-
te. Serian aquéllas que incluyen tanto las relaciones con
otros conceptos, como los algoritmos para su determi-
nacion, siendo por ello denominadas definiciones instru-
mento-relacionales . Por ejemplo, en el libro de texto
(88A) se presenta la definicion (p. 164): “Para medir la
correlacion existente entre dos variables definimos el
coeficiente r de correlacion lineal:
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S
r=—>_ “(p. 303)
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En la tabla 1 se recoge el examen correspondiente de
los libros de texto respecto a los distintos tipos de defi-
niciones, referidos exclusivamente a la correlaciéon y a la
regresion.

Tabla 1. Frecuencia segun el tipo de definicion
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Como puede observarse existe un notable deslizamien-
to hacia las definiciones relacionales - casi el doble -
frente a las instrumentales, siendo las primeras utiliza-
das para explicar las nociones de correlacion y de regre-
sion, no usandose nunca para este caso las de tipo ins-
trumental. Igualmente, las definiciones instrumentales
se emplean mayoritariamente para explicar los coefi-
cientes de correlacion y de regresion y la covarianza, lo
que por otra parte parece bastante natural al tratarse de
parametros estadisticos.

Sin embargo, consideramos conveniente que también se
diera una definicién relacional, es decir, que se explicita-
ran de forma instrumento-relacional. Las definiciones ins-
trumento-relacionales son altamente escasas, y en algu-
nos casos los autores aunque las utilicen parecen querer
subrayar alguno de estos dos aspectos.

Por ejemplo, en el texto (82A) se presenta la definicion:
“¢,Cémo se mide la correlacion? La correlacion se mide
mediante el coeficiente de correlacion lineal, que se

define asi: —
- ’_;
r=tom,
m, = pendiente de la recta de regresion de y,

m, = pendiente de la recta de regresion de x,” (p. 311)

ANALISIS DE LAS DEMOSTRACIONES
PRESENTADAS EN LOS TEXTOS

Segun la tradicién fue Tales de Mileto (600 a. de C.) el
primero que realiz6 algun tipo de demostracién para un
teorema - “Todo circulo queda dividido en dos partes

iguales por un diametro” - (Boyer, 1.986, p. 76), y, desde
entonces una nota distintiva de todo trabajo matematico
sera la inclusién, en mayor o menor medida, de demos-
traciones que validen las proposiciones que se presen-
tan. Por ello podemos considerar que “la matemética es,
pues, la disciplina con demostraciones” (Davis y Hersh,
1.988, p. 117). La idea de lo que se juzga como una
demostracion ha sufrido una notable evolucion a lo largo
del tiempo, no constituyendo hace dos o tres siglos la
demostracion rigurosa, en la acepcién moderna, la pre-
ocupacion esencial que es hoy, pudiendo algunas de
ellas ser estimadas insatisfactorias en la actualidad
(MacNab y Cummine, 1.992). Incluso hay filésofos de
las mateméticas, como Lakatos (1.986), que desplazan
el centro de gravedad del progreso matematico de las
demostraciones formales al proceso recursivo conjetu-
ra-refutacion.

En educacién matematica existe una abundante literatu-
ra sobre el analisis de las demostraciones. Uno de los
trabajos que han hecho hincapié en el importante rol que
desempefia la demostracién en el curriculo de matema-
ticas es el elaborado por la National Council of Teachers
of Mathematics (NCTM, 1.991) “Estandares curriculares
y de evaluacion para la educacion matematica”, donde
se recogen bajo el titulo de Las matematicas como razo-
namiento - estandar 3 para los niveles 9 / 12 - las
siguientes recomendaciones:

“En los niveles 9-12, el curriculo de matematicas debe
incluir experiencias numerosas y variadas que refuercen
y amplien las destrezas de razonamiento I6gico para
que todos los estudiantes sean capaces de elaborar y
comprobar conjeturas, formular contraejemplos, seguir
argumentos légicos, juzgar la validez de un argumento,

— 508 —



V=

Mesa 10

construir argumentos sencillos validos, y para que,
ademas, los futuros universitarios sean capaces de
construir demostraciones para enunciados matemati-
cos, incluyendo demostraciones indirectas y demostra-
ciones usando el principio de induccion” (p. 147)

Més adelante, dentro del segundo y tercer objetivo del
estandar, vuelve a resaltarse la importancia que, para
los alumnos que continuen estudios universitarios, tiene
el adquirir métodos de demostracion mas formales,
bésicos en un nivel matematico supe-rior, asi como
establecer como centro de interés el de la demostracion
por induccién dada su relevancia dentro de la matemati-
ca discreta.

Algunos autores, como los Van Hiele (1955, 1973,
1986), utilizan como referente del nivel de razonamiento
de los estudiantes la capacidad para entender una
demostracion explicada por el profesor o desarrollada
en un manual, pero que no tienen capacidad para su
construccion - Nivel 3 (de clasificaciéon) -o cuando
adquieren sentido para ellos, hasta en demostraciones
de varios pasos o las demostraciones alternativas, -
Nivel 4 (de deduccion formal) - (Jaime y Gutiérrez, 1990;
1991).

Bell establecia tres etapas “relacionadas vagamente
con la edad” que se pueden aplicar a las demostracio-
nes: i) etapa 1, predominante entre los nifios de 11 a 13
afos, donde se “reconoce, describe y amplia los esque-
mas de relaciones, pero no se intenta explicarlos, justi-
ficarlos ni deducirlos” ; ii ) etapa 2, predominante entre
los nifios de 14 a 18 afios, donde se emplean “argu-
mentos deductivos que abarcan desde los comentarios

relevantes pero fragmentarios, hasta las argumentacio-
nes casi completas; o comprobaciones empiricas que
abarcan desde la comprobacién de so6lo uno o dos
casos a la de toda una variedad que cubria casos de
casi todos los tipos significativos” , v, iii ) etapa 3, que
Unicamente la alcanzan un 10 % de los nifios entre 11y
18 afios, consistiendo en un argumento deductivo “infor-
mal pero bastante completo” o en comprobar empirica-
mente todas las posibilidades ( Bell, 1.976 a,b, citado en
Langford, 1.990, pp. 155y 156 ).

Una de las caracteristicas tipicas de los libros de
texto de matematicas correspondientes no sélo a nivel
universitario sino también al de la Ensefianza
Secundaria, y que podemos circunscribir casi exclusiva-
mente a los manuales de esta disciplina, es la presencia
dentro de su organizacion de las demostraciones. En los
textos que hemos analizado, como refleja la tabla 2,
existe una gran variabilidad entre ellos en cuanto a la
presentacion de demostraciones. Puede observarse que
casi todos de los libros de texto recogen alguna demos-
tracion y que, Unicamente, los textos (87A) y (88A) no
las muestran directamente, por ejemplo el manual (87A)
remite al lector al apéndice donde éstas se hallan. El
numero de demostraciones que incluyen se mueve
entre 2 - (77A), (77C), (77D), (78A) y (81A) - y 4 - (82A)
y (86A) -, siendo mas numerosas las que hacen refe-
rencia a la regresion que a la correlacion. Dentro de la
regresion hemos detectado un fuerte sesgo en las pro-
posiciones que se tratan de demostrar , siendo la deter-
minacién de la recta de regresion la que al encontrarse
en 9 textos recibe la mayor atencion de los autores.

Tabla 2. Frecuencia de las demostraciones presentadas en los textos
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En el lado opuesto estéan la covarianza y el coeficiente
de regresién que solo se hallan en 1 texto, (82A) y (77B)
respectivamente. Posiblemente, esto se deba a que al
tratarse de parametros estadisticos, los autores consi-
deren como esencial su definiciéon, que, como citamos
anteriormente, son de caracter instrumental, es decir, a
través de una férmula. Todas las demostraciones desa-
rrolladas son deductivas, lo cual, en un segmento edu-
cativo como el de la Ensefianza Secundaria, va en detri-
mento de destrezas investigadoras (MacNab vy
Cummine, 1.992)

Dada la dependencia que los estudiantes tienen respec-
to de los libros de texto, seria conveniente la inclusion
en los mismos de demostraciones en dos columnas
(NCTM, 1.991). No hemos encontrado ningin manual
en el que se haga utilizacion de semejante herramienta
didactica.

Uno de los aspectos que recientemente se ha analizado
con mas profundidad es el de la utilidad o funciones de
las demostraciones. Ya Bell (1.976) realiz6 una primera
categorizacion de las funciones de la demostracion, y
destaco tres tipos : | ) verificacion; Il ) iluminacion, y, 1l
) sistematizacion. Desde una perspectiva histoérica,
Barbin (1.996) indica que la actividad de demostrar
posee un triple significado : la de convencer, la de edu-
car y la de interesar. Una aportacién mas pormenoriza-
da es la llevada a cabo por De Villiers (1.993), que
amplia hasta cinco las funciones de toda demostracion:
1. La demostracion como medio de verificacién/convic-
cion, 2. La demostraciéon como medio de explicacion, 3.
La demostracion como medio de sistematizacion, 4. La
demostracion como medio de descubrimiento, y, 5. La
demostracion como medio de comunicacion.

La demostracion como medio de verificacién/conviccién
subraya que la demostracién es el argumento que pro-
porciona certeza absoluta de la veracidad de lo enun-
ciado. Era, y practicamente sigue siéndolo, la funcion
fundamental, aunque el binomio demostracion-convic-
cién en realidad deberia establecerse en orden contra-
rio, puesto que de la practica de los matematicos se
infiere que se tiende a demostrar lo que previamente se
esté convencido de su validez (Davis y Hersh, 1.989). La
demostracion como medio de explicacion indica que la
funcién radica en la profundizacién en por qué es ver-
dad, sirviendo la demostracién como iluminacién o clari-
ficacion. La demostracion como medio de sistematiza-
cién pretende la organizacion de varios resultados den-
tro de un sistema de axiomas, conceptos fundamentales
y teoremas, lo cual la involucra estrechamente con pro-
cesos de axiomatizacion y definicidbn a posteriori
(Krygowska, 1971; Human, 1.978). Aparece Unicamente
a niveles muy avanzados. La demostracion como medio
de descubrimiento hace hincapié en la obtencién de
nuevos resultados en el proceso de alcanzar dicha

demostracion. A este respecto son paradigmaticos los
mudltiples intentos por demostrar el postulado euclideo
de las paralelas que desembocaron en la geometria no
euclideana (Boyer, 1.986). Finalmente la demostracion
como medio de comunicacion enfatiza el hecho de que
“la argumentacién mateméatica no es mecéanica ni formal,
..., s un intercambio entre humanos basado en signifi-
cados compartidos, no todos los cuales son verbales ni
formulisticos” (Davis y Hersh, 1.989, p. 56).

En el andlisis realizado de las demostraciones incluidas
en los manuales hemos encontrado que son utilizadas
como herramientas de conviccion y de explicacion, aun-
que el papel verificador de la demostracién no tiene sen-
tido para los alumnos (De Villiers, 1.993), siendo las
demés funciones ignoradas.

El ultimo aspecto de las demostraciones examinado es
el referido a los componentes de ella. Konior (1.993)
indica que toda demostracion responde a un plan gene-
ral, que a veces dada su complejidad puede subdividir-
se en planes etapa. Estos planes son introducidos o
finalizados por lo que él denomina delimitadores de
estructura, que el autor destacaria por razones formales
o0 heuristicas. Para tal fin emplearia un delimitador ini-
cial y un delimitador final.

Es muy evidente el interés que, desde un punto de vista
didactico, tiene para un estudiante el conocimiento de
los planes que, en forma “taquigrafica”, se encuentran
inmersos dentro del tejido de una demostracién, pues
permitiria que se captara de una forma mas significativa
los argumentos légicos que la configuran, apartando el
aprendizaje memoristico que en poco colabora en su
asimilacion. En todas las demostraciones presentadas
se hallan estos componentes, siendo un ejemplo bas-
tante paradigmatico el de la recta de regresion. El plan
general se divide en tres etapas, muy destacadas por
los autores, a saber: i ) Obtencion de la funcién a opti-
mizar; ii ) Célculo de los extremos relativos de esta fun-
cién, y, iii ) Determinacion de la recta de regresion, que
era el problema original. Muchos libros de texto inician la
demostracion exponiendo este plan general, que a con-
tinuacion van desplegando. Por ejemplo el manual (90A)
indica:

“Consiste este método en determinar los dos parame-
tros de la recta de regresion ( su ordenada en el origen
y su coeficiente angular ), con la condicién de que la
suma de los cuadrados de las desviaciones entre los
valores reales y los estimados sea minima. Es decir,
siendo

d=y-VYe
la condicién descrita es
Sd2 = minima

considera la recta de regresion
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Ye=ax+hb

cuyos parametros a y b se desean establecer por el
método de los minimos cuadraticos.

Segun la condicién de calculo, S(y-yo)2=S(y-ax-b)2=
minimo” (p. 286)

En este caso utiliza como un delimitador inicial el
siguiente parrafo:

“Para determinar los valores que hacen minima una fun-
cién, es necesario que su derivada primera sea nula.” (p.
286).

y como delimitador final, del mismo plan etapa, este otro
parrafo:

“Las expresiones [4] constituyen las ecuaciones norma-
les de la recta de regresion de y sobre x.” (p. 286).
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