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CONTRIBUCION AL PROCESO DE MODELIZACION EN LA ENSENANZA DE
LAS MATEMATICAS EN LAS ESCUELAS UNIVERSITARIAS

1. INTRODUCCION

Se presenta una experiencia de modelizacion realizada
en la escuela universitaria politécnica de Vilanova i la
Geltra. Las materias estudiadas se engloban en las
areas del algebra lineal y las ecuaciones diferenciales.
Se analiza el proceso de aprendizaje a través de unida-
des didacticas y el trabajo en proyectos. Las hipétesis
de trabajo son la

experimentacion en alumnos que carecen de conoci-
mientos previos de céalculo matricial y ecuaciones dife-
renciales de primer curso de ingenieria técnica.

2. PRESENTACION DEL PROBLEMA

2.1. Unidad didactica: Estudio de un sistema de
resortes.

El objetivo es inicialmente que a partir de situaciones
reguladas por la ley de Hooke, los estudiantes descu-
bran dicha ley como una relacién lineal entre la fuerza 'y
el desplazamiento. A medio plazo es conseguir que se
modelice dicha ley en varias variables como un modelo
lineal analogo. De esta forma descubren el concepto de
matriz y sus propiedades como modelo de la ley de
Hooke. En este proceso se involucran los conceptos de
matriz de elasticidad y rigidez (inversas entre si). Se pre-
tende con ello que descubran la obtencién de la matriz
inversa y obviamente su utilidad en la mecanica. En una
tercera fase se presenta una situacién usual en el area
de mecanica técnica para su estudio y posterior inter-
pretacién del comportamiento fisico de la situacion. El
objetivo final se centra en que reconozcan e interpreten
situaciones distintas a las estudiadas y que comparten
el mismo modelo. Entre ellas destacan las aplicaciones
a circuitos eléctricos. Detallamos el esquema:

Gomez Urgellés, J.
Igual Lopez, S.

Existe un paralelismo entre laley de Ohm y la ley de
Hooke. Las dos son expresiones del tipo en el caso
que {A:V C=l => Leyde Ohm

A=F C=x => Ley de Hooke

Veamos el paralelismo en el siguiente gréfico:

Superponer el siguiente circuito
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Superponer el siguiente gréafico
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si planteamos las ecuaciones: Planteamos las ecuaciones:
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Expresandolo matricialmente:
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Expresandolo de formamatricial:

Observar la similitud entre ambos problemas.
También tenemos que darnos cuenta de que en
estos problemas obtenemos siempre matrices
simétricas.

Con esta unidad se pretende que los estudiantes apren-
dan de una forma dirigida y entretenida la necesidad y
existencia del calculo matricial como modelo matemati-
co de situaciones usuales en las areas propias de sus
estudios y que a su vez obtengan una motivacién a
través de las aplicaciones.

3.2. Unidad didéactica: El mundo de las ecuaciones
diferenciales.

El principal objetivo es que los estudiantes aprendan por
descubrimiento, partiendo de la idea de crearles la nece-
sidad del aprendizaje, mostrando situaciones en donde
aparecen las ecuaciones diferenciales lineales. El obje-
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tivo final es, como en el caso anterior, que reconozcan
diversas situaciones distintas en la realidad pero que
comparten el mismo modelo mateméatico. Se pretende
que de una forma dirigida y atractiva construyan las
ecuaciones diferenciales involucradas y a su vez las
resuelvan.

Se presenta la actividad a partir de un articulo periodis-
tico referente al proyecto “Columbia”, comentando la
experiencia del astronauta Miguel Lopez Alegria en su
permanencia durante 16 dias en el espacio. A partir del
articulo, se les hace notar que las condiciones de gra-
vedad en la tierray en el espacio son evidentemente dis-
tintas. A continuacién y a través de leyes fisicas descu-
bren la ecuacion diferencial lineal. La practica finaliza
introduciendo la ecuacién diferencial de segundo orden
a coeficientes constantes a partir de dos situaciones
usuales en sus estudios: Un circuito LRC y un oscilador
mecanico. En general, resuelven una ecuacion de la
forma: como modelo comun de las oscilaciones meca-
nicas y eléctricas.

Oscilador mecanico Circuito LCR

posicion X carga condensador Q
masa m autoinduccion bobina L
factor de amortiguacion b resistencia R
cnte. recuperadora k inverso de la capacidad 1/IC

3.3. Los proyectos.

En las unidades didacticas, los alumnos trabajan en las
aulas y construyen modelos. En los proyectos tienen
que trabajar sobre el modelo. Para ello es imprescindi-
ble el trabajo fuera de las aulas y en grupo ya que este
tipo de practica requiere la busqueda de informacion
desde distintas areas de conocimiento que se encuen-
tran involucradas, pasando por consultas de libros de
texto y tutorias.

Los proyectos propuestos son de diagonalizacion y se
presentan a partir de problemas reales. Proyectol:
Estudio del crecimiento de una poblacion de conejos. En
el mismo, los alumnos tienen que buscar la informacion
adecuada para hallar la llamada matriz de crecimiento y
a partir de las técnicas de diagonalizacion establecer,
mediante el calculo de vectores propios, la poblacion
O6ptima de conejos. Proyecto2: Se estudia sistematica-
mente un hipotético caso del crecimiento de un virus
informatico regido por la sucesion de Fibonacci. Los
alumnos tienen que hallar el término general. Proyecto3:
Se plantea un problema de circuitos eléctricos en donde
aparece una ecuacion diferencial de segundo orden.
Para su resolucion se les dirige al célculo de la matriz
exponencial.

4. INTENCIONES INICIALES

1. Conseguir que los estudiantes asuman una actitud
creativa. 2. Desarrollar su habilidad en las aplicaciones
de las matematicas y motivarles para sus fines acadé-
micos y profesionales. 3. Capacitar a los estudiantes en
las técnicas de modelizacién.

4. Proporcionar una imagen de las matematicas y su
ensefianza, distinta a la tradicional.

5. Ayudar al estudiante a adquirir y comprender técnicas
y conceptos matematicos a partir de sus aplicaciones.

5. APORTACIONES Y COMENTARIOS DE
LOS ALUMNOS

Mostramos argumentos proporcionados por los propios
alumnos que avalan la necesidad de la inclusion de la
modelizacién matematica en los curriculums.

1.”He aprendido a construir matrices y su utilidad en
aplicaciones cotidianas” 2. “He aprendido aplica-
ciones de las matematicas en lavida cotidiana de un
ingeniero” 3. “El beneficio de estas experiencias
sera una nuevay mejor docencia’ 4. “Todo parte de
las mateméticas. En la ensefianza tradicional no se
contempla la utilidad de las mateméticas en la vida
real” 5. “Prefiero la inclusién de las técnicas de
modelizacion, es un método mas creativo. En él
observas en qué ambito puedes aplicar lo que has
aprendido. En el método tradicional sélo ves tema-
rio y no aplicacion” 6. “El modelaje es un método
importante porque presenta situaciones reales que
puedes resolver matematicamente” 7. “El trabajo en
grupo hace participar a los alumnos en classe y
ayuda a hallar aplicaciones practicas de la teoria” 8.
“Realizando un proyecto se aprende el tema muy
bien, ya que resuelves un problema buscando tu la
informacion”

6. REFLEXIONES Y CONCLUSIONES

A continuacion exponemos a modo de conclusiones la
necesidad de un cambio en la metodologia de la
ensefianza de las matematicas para no matematicos.

1. Se consigue una mayor conexién con el mundo real.
Histéricamente las matematicas han estado desvincula-
das de larealidad. 2. El modelaje es una herramienta de
aprendizaje eficiente : 2.1. Los estudiantes aprenden de
una manera espontanea y agradable. 2.2. Los estu-
diantes ven la utilidad de lo que aprenden. 2.3. Los
estudiantes ven la necesidad de las matematicas para
resolver problemas y deducen ellos mismos las herra-
mientas. 2.4. Se ha observado una fuerte motivacion
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por los temas tratados. 2.5. Los estudiantes adquieren
actitudes creativas. 2.6. Desarrola la habilidad en el uso
de las matematicas en situaciones no matematicas. 3.
La ensefianza tradicional mantiene excesivos formalis-
mos que se alejan de la realidad del futuro ingeniero. En
la modelizacién se evita la carga de formalismos apos-

tando por un aprendizaje mas intuitivo y préximo a los
problemas de la técnica.En sintesis podriamos concluir
este trabajo con la frase de Mogens Niss : “El modela-
je matematico es el arte de aplicar las matematicas

a una situacion de lavidareal ”
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RESOLUCION CONJUNTA DE PROBLEMAS EN LAS ASIGNATURAS DE FISICA Y CALCU-
LO INFINITESIMAL EN PRIMERO DE INGENIERIA TECNICA INDUSTRIAL

Desde la creacion de la Universidad de Las Palmas de
Gran Canaria la preocupacion por la calidad de la
docencia ha sido una constante. Esta preocupacion ha
llevado a un grupo de profesores de primer curso de
Ingenieria Técnica a evaluar la capacidad de los alum-
nos para relacionar los conceptos comunes a las distin-
tas asignaturas de primero. Ocurre muy frecuentemente
que los alumnos consideran las asignaturas como com-
partimentos estancos sin nada que ver entre si, de forma
que no son capaces de aplicar las destrezas y conoci-
mientos adquiridos en una asignatura para resolver pro-
blemas que puedan plantearse en otras.

Esta problematica es particularmente importante en el
caso de las asignaturas de Célculo Infinitesimal y Fisica
debido a que una es herramienta de la otra. Hemos
observado que aunque el alumno dispone, una vez
avanzado el curso, de herramientas matematicas muy
poderosas, es incapaz de aplicarlas en la resolucion de
problemas de fisica porque considera que son campos
distintos, de forma que, las ‘matematicas de la Fisica’,
no son iguales que las de Calculo. Asi, por ejemplo, un
alumno puede no ser capaz de resolver un problema por
no identificarlo con el problema analogo de célculo ( a
veces por el simple hecho de cambiar la notacion). Esto
puede ser en gran parte debido a una falta de coordina-
cion entre los profesores de fisica y de célculo. Los pro-
fesores de fisica suelen resolver los problemas hacien-
do uso de ‘trucos’ que encubren conceptos y desarrollos
matematicos profundos, y los profesores de calculo
plantean problemas demasiado abstractos sin profundi-
zar en las aplicaciones, esto es en parte debido a una
mala (o inexistente) coordinacion entre las asignaturas.

Seria deseable que los profesores de Fisica y de
Célculo (y del resto de las asignaturas) planteasen
durante el desarrollo de la materia aplicaciones relacio-
nadas con otras asignaturas, haciendo ver las posibles
concurrencias.

Quintana Montesdeoca, M.P.
Garcia Rubiano, J.

En esta ponencia presentamos un ejemplo de problema
de fisica resuelto desde el punto de vista de la asigna-
tura de Célculo.

El ejemplo seleccionado corresponde a un problema de
calculo integral de la asignatura de Fisica incluido en el
Tema Campo Eléctrico, que se estudia a mitad del
segundo semestre y que, posteriormente, en la asigna-
tura de Célculo Infinitesimal, vuelve a retomarse con el
correspondiente enfoque matematico, ubicandolo en la
leccién de Integrales de Superficies que se estudia a
finales del segundo semestre, con lo que el alumno
posee cierta familiaridad con los conceptos de Campo
Vectorial, Divergencia y el Teorema de Gauss.

ENUNCIADO: Calcular el campo eléctrico producido en
todo el espacio por un cilindro de radio a y longitud infi-
nita cargado con una densidad volumica de carga dada
por:

_ {Ar sirea, Con A eR*
p= .
O sirea

ResoLucion: Debemos calcular la expresién del campo
eléctrico:

Bxy2) -E,.(-w,l)f +E,(I.j.-'.1f *+E oy )

producido en todo el espacio por un cilindro de radio a,
y que expresamos en coordenadas cilindricas, median-
te el siguiente cambio, con objeto de facilitar los calcu-
los:

x=reosat
— m| 7] FE
y nipiz Hr.ﬂ.z]l'"" o
=2
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donde: cafl sewd O
XL =
Hr.ﬂ,t reond O0)=r

Q ¢ 1

con lo que resulta, E(r.ﬂ.ﬂ-ﬂ,(r,ﬂ.ﬂﬁl',{r.ﬂ.:)ﬁm;rm
siendo: Pmconill-seml] -0

B =B -+ooudf 0K

o0k

Para determinar la expresion de dicha funcién vectorial
bajo las condiciones indicadas haremos uso del
Teorema de Gauss o de la Divergencia, que expresa
una relacion entre la integral triple extendida a un volu-
men, V, y una integral de superficie tomada sobre la
frontera de ese volumen, S, tal como se indica a conti-

nuacion: HE) - fzﬂ ﬂ.}'{fm ininds

Esta expresion permite calcular el valor de la compo-
nente del campo normal a la superficie. Razonamientos
fisicos de simetria, llevan a concluir que el campo solo
tendra componente normal y que ésta depende Unica-
mente de la distancia al eje cilindro r.

Campo en la region |: Para calcular el campo escoge-
mos una superficie de Gauss cilindrica coaxial con el eje
del cilindro de altura h > 0 y de radio r > a y calculamos
el flujo a través de ella. Para ello descomponemos la
superficie S=S; y S,y Sz, como se muestra en la figu-
ra. La ecuacion de la superficie lateral es @ g»(X, Y, z) =x2
+y2 - a2 y el vector normal asociado a dicha superficie
se calculara a partir de n = IE'EEL“” ) won lo que obtene-
mos, tras realizar un cambio a ciinaricas, que n = cosu’
+sen u1 que es la expresion cartesiana del vector unita-
rio en la direccion radial 7. Procedemos de forma analo-
ga para las superficies superior e inferior, siendo, en
este caso

851X, Y, 2) =2y B g3(X, Y, Z) = -z, obteniéndose ng; =k
ynss =k

Teniendo en cuenta esto y los razonamientos de
simetria se obtiene:

Een = (E/(r,U,z), Ey(r,U,z), E,(r,U,z) = E(r)
quedando asi: g f ras- f:w—fz S+ f:-m—fzmm.
ya que, fﬂlﬂ—

Como E es constante a la superficie, ya que sdélo depen-
de del radio, tendremos que:

#{E)= fEndT = Edwrh

Por otro lado, segun una de las leyes fundamentales de
la fisica, la divergencia de un campo electrostatico y la

densidad volimica de carga estan relacionados segun
la siguiente expresion:

WE-F

¥

Estamos, pues, en disposicion de calcular el campo en

dicha superficie, para lo que tendremos que calcular la

siguiente integral en el volumen encerrado por la super-
ficie gaussiana

-hl [ 4 ql-
B = [[fErdndedt = =
pon % %
siendo Q, la carga total encerrada en esta superficie,
quedando asi:

(12 Ley de Maxwell)

Ixkr Suk a

a - _fﬂm fﬁ{aw‘rnm%

Finalmente, se tiene al sustituir en: gym = —f que:
2 xhdg?
3

De modo similar calculamos el Campo en una region Il
considerando ahora una superficie de Gauss cilindrica
coaxial con el eje del cilindro, de altura h > 0y radio r <a.
Segun el teorema de Gauss, se tendra:

O
e

el calculo del flujo es idéntico con lo que obtendremos la
misma expresion con la condicion r<a:

HE)=- fhaﬁ' - Flarh

La carga total (Q;) dentro de la superficie de Gauss
actual sera:
daikp mir

0 [ffmosen - [ ok

Eimk =

por tanto, segun el Teorema de Gauss:

th

E:ﬂ--:-n.hir’ -E-Ef‘,mr{ﬂ.

Por tanto, el campo producido en todo el espacio por el
cilindro de radio a cargado con la distribiician de caraa
considerada viene dado por: Ar?

—#_ Yraa
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APLICACIONES DE LA DESCOMPOSICION EN VALORES SINGULARES DE
UNA MATRIZ

1. INTRODUCCION

La descomposicidn en valores singulares de una matriz
tiene interesantes aplicaciones. Por este motivo,
hemos introducido esta descomposicién matricial en la
asignatura de Algebra Lineal de la Escuela de
Ingenieria Técnica Industrial. Conocen previamente
otras descomposiciones matriciales como L.U, Q.R, etc.
y se introduce esta nueva descomposicion inmediata-
mente después de haber estudiado el tema de diagona-
lizacién de matrices por semejanza.

2. DESCOMPOSICION EN VALORES
SINGULARES DE UNA MATRIZ

Sea A una matriz real mxn, entonces existe una matriz
U ortogonal de orden m, una matriz S diagonal mxny
una matriz V ortogonal de orden n de tal forma que:
A=U.S.VT. Esta expresion se conoce con el nombre de
descomposicion en valores singulares de la matriz A 'y
se notara por SVD (Singular Value Decomposition). Los
elementos de la diagonal de S son los valores singula-
res de Ay son nameros no negativos (la raiz cuadrada
de los autovalores de la matriz ). La matriz V se consi-
gue escribiendo en forma de columna una base ortonor-
mal de vectores propios de la matriz y la matriz U se
consigue escribiendo de la misma forma una base orto-
normal de vectores propios de la matriz . El rango de A
coincide con el niumero de valores singulares no nulos.

3. PRIMERA APLICACION: MINIMOS CUA-
DRADOS

Supongamos que estamos interesados en resolver un
sistema lineal del tipo: A.X=B. Pretendemos calcular la
solucion exacta, si es que la tiene, y si esto no es posi-
ble se tratard de encontrar la solucién “que mejor se
aproxime” en el sentido de los minimos cuadrados.
Sabemos que esto se consigue resolviendo el sistema: .

Rojas Matas, A.
Serrano Gémez, |

Calculamos la descomposicion SVD de la matriz A.
Supongamos que la matriz Aes derangor . Si resigual
an, la matriz serd inversible y no hay ningun proble-
ma. Si r es menor que n, el sistema admite infinitas solu-
ciones de la siguiente forma:

H
x-ri” won ¥ ={0 .8, 78,y =B, 1,
i CON ¥ppgames )y BRloaqalecs
Ya

y la solucién con norma-2 minima se obtiene haciendo
Yr+1=0,...,y,=0

4. SEGUNDA APLICACION: CONDICIO-
NAMIENTO DE UN SISTEMA LINEAL

Diremos que un sistema esta bien condicionado si
pequefias perturbaciones en los coeficientes del sistema
o en los términos independientes producen también
pequefias perturbaciones en la solucién. En caso con-
trario, diremos que el sistema esta mal condicionado. A
modo ilustrativo consideremos el siguiente sistema:

w7 8 7fx] [
7 56 §[ln| |z
8 610 ofx,|" |33
7 5 9 10)|x] [

admite como solucién: x; = X, = X3 = X4 = 1. Si consi-

de,-u-- P R PR

m 7 Bt 323
7 5 6 55| |
8 6 10 9[|=| |3
7 5 9 10]||x7] l30e

*

resulta que la solucion es: xj = 9.2; X,=—12.6; X3 = 4.5;
X, = -1.1.
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