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¢, PODEMOS ENSENAR PROCESOS ITERATIVOS Y
RECURSIVOS SIN PROGRAMAR?

C on el advenimiento de las nuevas calculado-

ras gréaficas, algunas de las premisas que
hasta hace unos afios sirvieron de base para definir el
contenido curricular de mateméticas a todos los niveles,
han perdido validez. Las capacidades de las calculado-
ras actuales al integrarse en la ensefianza de las
matematicas estan promoviendo cambios tanto en los
temas que se ensefian y la profundidad con que se
cubren, como en la metodologia con que se presentan.
Por ejemplo, en los ultimos afios, respondiendo tanto a
los nuevos estandares curriculares de NCTM [5] como
a los avances de la tecnologia, han empezado a apare-
cer en los libros de texto de secundaria en EEUU [1], [2]
131, [4], [6], [7], un nimero de aplicaciones iterativas y
recursivas. Las dos capacidades con que las calcula-
doras gréaficas nos proveen para implementar estos pro-
cesos en la Pantalla Base son:

i) el poder efectuar un conjunto de instrucciones con
solo apretar una tecla, y

ii) el poder usar los resultados de una operacion como
valor inicial de otra.

Estas dos capacidades nos permiten llevar a cabo pro-
cesos iterativos y recursivos (recurrentes) sin progra-
mar. Alan Tucker [8] resume el rol de estos procesos en
combinatoria diciendo:

«Asi como la induccion matematica es una técnica de
pruebas que verifica una formula o enunciado cotejan-
do recursivamente su validez para conjuntos de
tamafio creciente, las relaciones recursivas son una
técnica de conteo que resuelven un problema de enu-
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meracion computando recursivamente la respuesta
para valores sucesivamente mayores de n.»

En este articulo presentamos ejemplos que ilustran los
beneficios de los procesos iterativos y recursivos en la
ensefianza media, a saber: i) versatilidad, ya que estas
ténicas pueden usarse para resolver una gran variedad
de problemas; ii) accesibilidad de modelos relevantes,
que por depender de estos procesos, tradicionalmente
se han ensefiado a nivel avanzado y consecuentemen-
te a un grupo reducido de estudiantes, y que ahora son
accesibles a nivel de bachillerato y por tanto a un gran
numero de estudiantes; y finalmente iii) como solucion
alterna, ya que el uso de recursidn en algunos casos
provee un metodo alterno, menos dependiente de for-
mulas hechas, para resolver problemas.

Fracciones Continuas

Ejemplo 1. Calcula® =&ando fracciones continuas.
Solucion: Sea x39=€ntonces x? - 36 = 3, y podemos
expresar, substituyendo repetidamente el valor de x en
esta expresion obtenemos.

X=6+ f6z6+ 3;
X 6+ )+ 6

X+6

de donde

X=6+ 36:6+ 3 3
X 12+—3
12 + —=—
X+6
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Figura 1

Como se ilustra en la figura 1, la implementacion en la
Pantalla Base de esta fraccion continua se obtiene ini-
ciando primero la variable Ans con un valor numérico,
digamos 6, y luego dejando que Ans

tome el lugar de x.

Resoluciéon de Ecuaciones

Ejemplo 2. Resolver la ecuacion cos x = 2x

Solucién. Sea y, = cos X, a continuacion presentamos
cuatro métodos recursivos.

I. lteracion sobre un punto fijo o Método de Picard

En la Pantalla Base, iniciamos x con un valor apréxima-
do. Seguidamente, como ilustra la figura 2.a, procede-
mos a asignar sucesivamente a x, el valor de la funcion
evaluada en el valor anterior de x. El proceso contintia
hasta que la diferencia de dos resultados consecutivos
es menor o igual que la precision buscada.

B. 3%
124 0

H
-
- d
- d
4

Figura 2.a

Il. Método de Newton

Definimos las funciones y, = 2x —cos X y Yy, = n
Deriv(y,,X,X). A continuacién asignamos a x un valor ini-
cial préximo a la raiz, seguidamente procedemos recur-
sivamente a asignar a x el valor resultante de x-y/y’ (figu-
ra 2.b).

Los estudiantes pueden apreciar la rapidez con que este
método converge.

Figura 2.b

I1l. Método de Biseccién

Un grupo de buenos estudiantes puede interesarse en
escribir un programa recursivo para el método de bisec-
cion, como el que se ilustra en la figura 2.d (para ser
usado en la Pantalla Base). No6tese el uso de la cons-
tante K (de Boole) para determinar el extremo del inter-
valo (I, D) que debe reemplazar el nuevo punto medio M.

B+I:1+0

Figura 2.d

IV. Método de la Secante

La figura 2.e ilustra el método de la secante. Primero se
calcula y se almacena en C la pendiente de la secante
que pasa por (A, f(A)) y (B, f(B)). Después se redefinen
convenientemente los valores de Ay B.

B+A: 1°E

(WriBI=Ye

—A33CB+A
1./CE

. 4EE

g

-4

Figura 2.e
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Comportamiento Local de una Funcién

Ejemplo 3. Explorar el comportamiento de la funcién

f(x) = (x — ST) sin 1 — cerca de x = §/2.
(x- 7)

La figura 3 nos muestra como generar iterativamente la
sucesion que converge a P = = §/2, y evaluar la funcion
en cada {0,1,0,01,...}, uno de sus valores. Claramente
podemos acercarnos a (P, f(P)) por la izquierda dejando
N=-1

Figura 3

Comportamiento Global de una Funcion

Ejemplo 4. Estimar numéricamente lim ., (1 + —:)]'() X

Solucién. Podemos emular x> usando una sucesion
divergente de términos positivos. La figura 4.a ilustra
como la sucesion de valores de la funcién evaluada en
la sucesion {10,100,1000,...} parecen converger, mien-
tras que la figura 4.b sugiere que la diferencia entre el
limite y e puede hacerse arbitrariamente pequefia.

Figura 4.a

1868 -+H

1686

18@MN+H e 1 2-C1+
1<H2"H

1.339816338E

1.3331397E

E

-4
&
1.35314e -5

Figura 4.b
Continuidad

Ejemplo 5. Investiga la continuidad de y = 2* en x = 3€
Solucion. Ya que 3€ = 1,7320508075689..., podemos
aproximar 5€por la izquierda usando la sucesién 1, 1.7,
1.73, 1.732, ..., 1.7320508,..., esto es, 2%, 27,
217, 211 e acerca a 2% por la izquierda. La figu-
ra 5.a muestra como obtener esa sucesion. Del mismo
modo, la sucesion 2, 1.8, 1.74, 1.733,...1.7320508, apro-
xima 3¢ por la derecha, y por tanto (figura 5.b) 22, 2%,
217, 2MT%% converge a 2% La figura 5.c confirma que
la diferencia de ambas sucesiones se acerca a cero.
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Convergencia de Series

Ejemplo 6. Estima numéricamente si alguna de las
. .1
ri e — 0 ° — nverge.

series < 0 Z converge

i=1 i=1

Las figuras 6.a 'y 6.b ilustran como sumar subsucesiones
de 998 términos. Puede observarse como en el segun-
do caso las sumas parciales parecen estabilizarse.

Crecimiento de una poblacién

Ejemplo 7. Cuando Juan Afortunado nacio, sus abuelos,
para garantizar los gastos de sus estudios universita-
rios, depositaron en una cuenta de ahorros a su nombre
con un interés compuesto garantizado de un 5% anual.
a) ¢Cuanto dinero habrd en la cuenta dentro de 19
afios? b) ¢Cual serd el balance final si los padres de
Juan, conscientes de los efectos de la inflacion, deciden
depositar 20000 pts al final del primer afio e incremen-
tan este deposito en un 4% cada afio?

Solucion. La solucion recursiva inicial de la figura 7.a a
la pregunta a) se ha refinado en la figura 7.b usando dos
constantes para almacenar los valores actuales de tiem-
po (T) y balance (B). La figura 7.c ilustra como introdu-
ciendo una nueva constante D para los depositos anua-
les en la solucion anterior, obtenemos la respuesta a b).

298866
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d
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s 01,8408 {T-EB-0

¥
£1 282368 ZBSAE:

Las figuras 7.d, y 7.e, presentan una solucion alterna a
la pregunta b) usando las sucesiones recursivas y mos-
trando una tabla de balances acumulados y depdsitos
anuales correspondientes.

La simplicidad de las soluciones a la pregunta b) obteni-
das por medio de procesos recursivos contrasta con las
formulas de anualidades que tipicamente se usan.
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Relaciones recursivas conocidas

Gl s @ N =

Ejemplo 8. Por ultimo presentamos la solucion a algu-
nas conocidas relaciones recursivas usando seq.

I. Propagando un rumor (las personas que oyen el
rumor un dia lo comunican a dos personas solo el dia
siguiente): u(n) = u(n - 1) + 209, u(1) = 1.

Il. Los granos de trigo en el tablero de ajedrez:
u(n) = 2*u(n - 1), u(1) = 1,
v(1) =1,n=1,v(n) =v(n- 1) + 2*u(n - 1).

lll. Las torres de Hanoi: u(n) = 2*u(n - 1), u(1) = 1.

IV. La sucesién de Fibonacci:
u(n)=u(n - 1) + v(n - 1), v(n) = u(n - 1), u(1)=1, v(1)=0.

Conclusién

La variedad e importancia de los ejemplos presentados
nos indica que debemos dar seria consideracion a hacer
de los procesos iterativos y recursivos una de las herra-
mientas de trabajo con que la mayor parte de los estu-
diantes termina secundaria.
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