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Barceiona, con ta colaboracidon dz ja Escue-
ta Universitaria del Prefescrado de £.46.5.
de Sant Cugat del Vallds, ei }.H.1,PLALE. v

el Grup Zero-Barcelona.
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Lf?nstitut de Ciéncies de 1'Educacid de la Universitat Autdnoma de Barceluna
el equipo organizador os da la bienvenida a estas "l Jornadas sobre el aprend

zaje y .la ensefianza de las matemdticas'.

G Como podeis observar en el horario de sesiones, éstas se pueden dividir en pi
narias (inauguracién, conferencias, clausura) y sesiones por grupos (mesas re
dondas y porencias). De este segundo tipo de sesiones, siempre habrd 3 6 & re
lizadas simultaneamente. Cada participante podr@ escoger libremente agueila
la que quiere asistir. Un resumen del tema de cada ponencia lo podeis encontr

dentro de este dossier.

ta organizacién ha creido conveniente introducir una dimensidén complementaria
— y creemos que interesante dentro de las jornadas. Esta dimensién complementar

viene dada por una exposicion de libros de texto, una exposicion de calculads

ras de varios tipos con demostraciones de sus posibilidades y proveccionas

material audiovisual.

Con tal de agilizar el desarrollo del programa creemos importante que los asi

tentes tengan en cuenta los sigquientes puntos:

. dadc que el tiempo estd calculado al minuto pedimos el maximo de puntu

B

lidad de los asistentes.

. dentro del dossier hay un horario de las sesicones. De todas formas exi
tiran carteles, enganchados en las paredes del recinto, que cada dia |

vayan confirmando. Comprobar cada dia los posibles cambios.

existird una secretaria permanente de las Jornadas. Para cualguier con

sulta o duda podeis dirigiros a ella.

La organizacién desea recibir cualguier critica o sugerencia que pusda me

LA
o
-
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estas o futuras jornadas.

L I, BIEHVENIDOS!!!
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LISTA DE CONFERENCIANTES, PONENTES Y COMITE ORGAMNIZADOR

COMITE GRGANIZADOR

Carmaen AZCARATE
Carmen GOMEZ
José Manvel YABAR

i CONFERENCIANTES

Gaston MIALARET
—S Claude JANVIER

Carmen GOMEZ

ADRELA POSTAL: Bellaterra-Bercelons - Telfs, 652 02 00 - 652 11 66 -~ Telen 52040

EONENTEs_j PONENCAS

Jesds AURRECOECHEA

Agustin BLANCO
i
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Miembro del 'Grup Zero'. Profesora de 1'Escola Ur
versitaria del Professorat d'E.G.B., de Sant Cugal
del Vallés,

Miembro del 1.M.1.P.A.E. Profesora de l'Escola U
versitaria del Professorat d'E.G.B. de Sant Cugal

del Vallés.

Profesor de 1'Escola Universitaria del Professor:
d'£.6.8. de Sant Cugat del Vallés,

Profesor de la Facultad de Letras y Ciencias Hum
nas de la Universidad de Caen-Francia.

Profesor del Departamento de Matematicas de la U

wversidad de Quebec a Montreal-Canada.

Miembro del 1.M.i.P.A.E. Profesora de 1'Escola U

versitaria del Professorat d'E.G.B, de Sant Cuga
del Valles,

Profesor de |.N.B. - Bilbao.
tna experiencia sobre probabilidad y combinateri

‘pProfesor 1.N.B. '"Cardenal Herrera Cria' - Madrid

Miembro Y'Equipo 2001,
Integracién numérica con calculadora.

e ey i
R ; E: T R PR T R TR T e ST e



ADRECA POSTAL: Bellaterra-Barcclona - Telfs. 692 G2 00 - 652 11 66 ~ Teinx 52040

UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA
INSTITUT DE CIENCIES DE L'EDUCACIO

Ma. Rosa BORRAS

Ma. Dolors BUSQUETS

Ma. Antonia CANALS

Ramon CEMELY

Manuel COBARRO

Colectivo de Didactica de
la Matemdtica -~ Sevilla

Albert FABREGA
Primitivo GARCIA

Manuel GONZALEZ

GRUP ZERO

Grupo GAMMA - Madrid

Profesora 1.N.B. 'Boscan - Barcelona.
Hiembro del Seminaric Permanente de Filosofia.
Las paradojas ldgicas {practica interdisciplinar

Filosofia- Matémdt:uas}

Profescra de 1'Escola '"Pau Vila™ {I.M.1.P.A.E.}.
Aprenentatge de lbgica dins una globalitzacid

Profesora de 1'Escola Universitaria del Professo-
rat d'E.G.B. de Sant Cugat del Valles.

La Geometria al Parvulari i a la Primera Etapa
d'E.G.D.

Profesor ""C.N. Font d'en Fargues'' - Barcelona.
Miembro del Grup d'informatica-""Rosa Sensat''.
Las calculadoras en la E.G.B,

Profesor C.N. "Narciso Yepes'' - Centro Piloto dai
i.C.E. - Murcia. Miembro del grupo I1HDIMA,
Ensayc de educscion perscnalizada en Matemdticas
{2a. ctapa de E.G.B.J. ;

£l nimero entero en ta E.G.B.

Combinateoria,

Radicales y logaritmos.

Las calculadoras en 1a ensefianza de las Matemitic
en B.U.P.

Trigonometria.

Profesor 1.N.B. 'Boscan' - Barcelona.
Una introduccid al nombre i la funcié exponencial

Profesor 1.N. B "Santa Clara' - Santander.
Coordinacidn G B.-BUP,

Profesor 1.N.B. '"Manuel de falla'' - Puerto Real
(Cadiz). Miembro del Grupo Didictica de Matemitic
de Cadiz.

Recicltaje en geometria del profesorado de Ensefan

ledia.

Els nombres enters.
un exemp]e de metodologia per B.U.P. La funcid ex
Mencial

Limites con la cazlculadora de bolsiltlo.
3alculo de logaritmos en Lases 2 y 10 con la calc
Tadora de bolsillo. i
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Rafael HERNANDEZ- Profesor |.N.B. de Tafalla - Navarra
Producto escalar y Geometria métrica.

Jaume JORBA Profesor |.N.B. ''Joanot Martorell'' - Espluques de
Ltobregat (Barcelona). Miembro del Grup Zero.
Experiéncia interdisciplinar.

Aurea LIBORI Profesora Escuela Municipal "Pau Vila' (1.M.1.P.4,
El signo igual.

Manuel MARTIN "Profesor de 1 ,N.B, lsla de Ledn - San Fernando {cs
diz), Miembro del! Grupo Didictica de Matemiticas ¢
tadiz. .
Limite de sucesiones.

Juan Francisco MONTERO Profesor | .N.B. - Bilbao.

' Sugerencias para la proqramac32§ de las Matemdtice

al B.U.P.

Enrique RUBIALES Profesor de 1,N.B, de Aranjuez - Madrid.
las ra?cu}gﬁgfas en la ensefianza de las Matemidtice

Seminari del Vallgs -~ Prova inicial de coneixements a jer. de B.U.P.

Barcelona

Ricardo ZAMARRERO Profesor {.N.B. "Cardernal Herrera Oria't - Madrid.

Miembro Equipo 2001.
Limites Y resolucidn de ecuacicnes.
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COHFERENCIAS

Claude JAMVIER

Representaciones graficas en la ensefanza en alumnos de 6 a 15 afios.

Lengua: Francés {Conferencia plenaria)

Se trate de una presentacién de la utilizacion de las representaciones grific
dirigiendo esta utilizacidn en varias direcciones.

Matematicas y Bidlog?a.

Lengua: Francés (Conferencia plenaria)

Se presentaran experiencias realizadas con profecores de Ciencias Bioldgicas
medio, en el nivei de 12 afios utilizando tablas de nlmeros, graficas,... en u
estudio sobre el crecimiento de las plantas vy el papel nefasto de los pardsi-
tos.

e

Carmen GOMEZ GRANELL

Aprendizaje operatorio en Matematicas.

Lengua: Castellano {Conferencia plenaria)

Se expondradn en esta conferencia alcuna de las experiencias de aprendizaje qu
en el campo de las Matemiticas y mds concretamente de la representacidn grafi
det ndmero y las operaciones bisicas elementales, ha llevado a cabc el eguipce
delt .M. I.P,A.E, v que son un intento de alternativa a las formas tradicional
de Ensefianza de las Matemdticas gque se caractsrizan por la ausencia total de
= lacidn con la realidad, el aisiamiento de las demas materias, el desconocimic
to de los procesos y funcionamiento intelectual del nifio y el adolescente, et
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PONENCLIAS

Jesus AURRECOECHEA

Una experuencua sobre probabilidad v combtnator|a

Lengua: Castellano

Presentamos una experiencia como modelo metodolégico, Gtil para este tema, pert
quizd no generalizable a otros apartados de las Matemiticas. Pretendemos, en 1
neas generales, que los alumnos obtengan por si mismos resultados que permitan
generalizar conceptos que de otra forma requeririan un proceso largo de compre!
sién, o bien una concepcidn axiomdtica de ellos,

Agustin BLANCO RUIZ

Integracidon numérica con calculadora.

lengua: Castellano

Ejemplos ilustrativos de la integracidn numérica por los métedos de rectanguic
y de trapecios., Rapidez de la convergencia.

Ma. Rosa BORRAS / Eg}egrifylADER

Las paradojas idgicas.
Lengua: Catalan

El tema de las paradojas 16gicas que se plantea en la Historia de la Filosofia
en Grecia (Zenén de Elea, Carneddes,... etc.) constituye un tema profundo y de
actualidad conectado con el problema de la crisis de fundamentos de los siste-
mas formales axiomdticos. La experiencia didactica realizada consiste en expo-
ner el tratamiento especializado que tiene la cuestién (tratamiento matemético
de las paradojas de Zendn) para pasar luego a las paradojas modernas (expasi-
cién de la paradoja de Russell) y Tinalizar con la referencia a los limites de
los sistemas formales (Teorema de Gddel),
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Ma. Dolors BUSQUETS 1 PRAT

Lengua: Catalan

Presentacidén de un aprendizaje operatoric de 16gica matemitica dentro del marceo
de la globalizacién de materias que se lleva a cabo en E.G.B. partiendo de un t
ma elegido por les nifos, lo cual convierte a cada una de las materias escola~
res en instrumentos de trabajo para resolver necesidades planteadas.

La programacidn y realizacidén del aprendizaje debe incluir y respetar la evolu-

cién del nifio y por consiguiente de su pensamiento, sus intereses y el procesc
evolutivo y razonado de la construccidén de todo concepto.

Ma. Antonia QﬂﬂALS

La Geomstria al Parvutari i a la la, Etapa d'E.G.B.

r———————

Lengua: Catalan

Ramon CEMELI / Jordi ACHOH

Las caicu1ad0{gg_a i E;E:E:

Lengua: Castellano

tas calculadoras deben ser un elemento para la reflexién y el desarrollo heuris
tico de las matemdticas, no una simplificacidn del trabajo escolar.

Las miquinas mecanicas (antiguas de oficina} son dtiles para el aprendizaje de
los algoritmos de la multiplicacién y la divisidn iniciando de Torma intuitiva
en el lenguaje de la programacién.

L)
&

T IR T T P AR R FEE R e S e b e A o S e i R B SR Fi e

T T T T R TR TR R S



ADRECA POSTAL: Bellaterra-Barcelons « Telfs. 692 02 00 - 692 11 66 — Telex 52040

UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA
INSTITUT DE CIENCIES DE L’'EBUCACIO

Manuel CQ?ARRO GARCIA

Ensayo de educac:on personaltzada en HatemaLtcas (2a. Etapa de E.G.B.)

Lengua: Castellano

Se pretende dar respuesta a los problemas de falta de interes, comprension de
la matemitica, desajustes entre el profesor y el alumno, libros de texto y alu
no, desfase de ritmos de trabajo, desconex:onconlareai:dad Nuestra experienci
se centra en una metodologia activa, 'realista' y personal elaborando nuestro
propio material de trabajo. Por ahora solo tenemos conclusicnes provisionales.

El nimero enterc en ta E.G.B,

Lengua: Castellanco

T

Como llegar al concepto de nimero entero y todas las operacicnes gue se reali
zan en 7 de una forma intuitiva i progresiva, Programacidn de Z y operaciones
para 7° nive! con material elaborado por nosotros para una ensefianza personal
zada y activa {Es un -ejemplo concreto de la educacién personalizada).

i

Colectivo DIDACTICA DE LA_MATE@&TICE_?ELSEV1iLA

Radicales v logaritmos. Introduccidn con calculadora
Y g

Lengua: Castellarno
Expondra la ponencia: José Antonio ALONSO JIMENEZ

la utilizacidn de calculadoras con cuatro operaciones permite la introduccién
de nuevos algoritmos. Siguiendo intuitivamente el Teorema de Bolzano se constr
ye un algoritme para el calculo aproximado de los radicales y los radicales ds
finidos como operacnow inversa de las potencias. Ademds esta introduccidn pos!
bilita calcular con nimeros aproximados, errores, sucesiones y 1|m|tes- constt
cidén de tablas, graficas, exponenciales y logaritmicas

Combinatoria

Lengua: Castellano

Expondré‘la ponencia: Antonio ARANDA PLATA

Ofrecemos wna concepcidn del tema distintz a la usual con un enfoque metodold
gico basado en la resolucién de protlemas ordenados adecuadamente. No tenemos
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en cuenta el modelo conjuntista. Como punto de partida de la combinatoria pen-
sando que la formalizacidn de las aplicaciones es posterior a la numeracién.

Pretendemos salir del excesivo formalismo al que se llega reduciendo la teoria
variaciones permutaciones y combinaciones. La aplicacidén de los contenidos se

hace en base a los siguientes puntos:
1. Problemas generales de numeracidn.
2. Problemas de recuento por recurrencia.
3. Codificacidn,

h. Relacidn algebra-enumeracién.

Las calculadoras en la ensefanza de las Matemdticas al B.U.P.

Lengua: Castellano

Expondrd la ponencia: Antonioc MARTIN CAST!LLA

El uso de las calculadoras puede suponer un cambio sustancial en el enfogue dé

algunos temas de B.U.P. En esta ponencia trataremos por un lade de las nosibi-~
lidades didacticas que ofrece una calculadora de bolsillo cifigndonos en nuestr:
exposicidén a un aspecto concreto: '"la capacidad de conjetura que puede inducir
el manejo de calculadoras' y por otro lado, relataremos la experiencia y prove
to que actuaimente llevamocs a cabo con calculadoras programables. I

Trigonometria

Lengua: Castellano
Expondra la ponencia: Antonic PEREZ JIMENEZ

La idea que preside el tema consiste en plasmar el método cientifico en su de-
sarrollo, Se comienza con el Teorema de Tales, dado como axioma, previa justi®
cacidn. Se introducen las razones trigonométricas y se construyen tablas con
dos decimales, distinguidneo entre valores aproximados (obtenidos por medicidén
y valores exactos (obtenidos tebricamente). Mediante extensién de las razores
trigonométricas se introducen las funciones trigonométricas. £l tema continua
el estudio de la trigonometria plana para acabar con las principales desiguald
des trigonométricas y ecuaciones. Finalmente se confrontan los resultados obte
dos numéricamente con los resultados obtenidos por medicidn.

TR
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Albert FABREGA ENFEDAQUE

Una introduccid al ndmero e i la funcid exponencial

Lengua: Catalan’

A partir dtuna simplificacié de la llei de Hubble, es resol lleqtacid y'= vy

per aproximacions successives, En primer lloc, per X = 1, starriba al ndmero e,
després en general, s'obté la funcid ex. Pel cami s'exposa el concepte de limit
i e) . chlcul de limits. Finalment es torna a fer el mateix per la llei de desint;
gracid radioactiva. E] tema el van treballar els alumnes de 2n. de B.U.P. sobrs
un esquema que indica el procés a seguir.

Pr?mitivo GARCIA TERAN

Eg9rdinaci6n E.6.B. - B.U.P.

Lengua: Castellano

Presentacién de los documentos elaborados por los asistentes a las Jornadas so-
bre coordinacién diddctica (1.C.E. Universidad de Santander) que figuran en el

libro 'Coordinacidn didactica y sistema educativo' i.C.E. Universidad Santanaer
1979, Explicacidn de la organizacién, difusion y seguimiento de las conclusio-

nes sobre las programaciones propuestas. en dicho documento. Evaluacidn de una <
periencia alternativa a la programacién de los cursos de 2° y 3° de B.U.P. que

también figura en el documentc citade. i

Manue! GONZALEZ / Rafael HERNANDEZ

Reciclaje en Geometria del prcfg;oradp de Ensefianza Media,

Producto escalar y Geometria mética.

Lengua: Castellano
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GRUP ZERD - BARCELONA

Elsinombres enters

Lenéua: Catalan

Expondré l1a ponencia: Jordi DEULOFEU

Creiem que hem d'ensenyar les Matemitiques basant-nos en la resolucid de prob!
mes interessants, més o menys familiars als alumnes | que formen el suport cor
cret i intuitiu dels conceptes abstractes que els presenten. El tema Els nom-
bres enters té dues parts: el concepte | les cperacions. En 1'estudi del conce
te ens proposem que els alumnes arribin a distingir els dos aspectes: vanacid
(disminucid-augment) i estat (valor fix). Treballem també la representacid gri
fica i 1'ordenacid. Finalment estudiem les operacions de manera que, en acabai
aquest tema, els alumnes estiguin en cendicions d'abordar 1'adlgebra.

Un exemple de metodoloaia per B.U.P. La funcid exponencial.

lLengua: Catalan
Expondrd la ponencia: Daniel BOSCH
Exposicid d'una metodologia de la Matematica a B.U.P. centrada en la resolucis

de problemes que porten a la definicid de conceptes con la funcid exponencial
logaritmica.

Probabilidad al B.U.P,

Lengua: Castellano

GRUPO GAMMA

Limites con la caiculadora de bolsillo

lengua: Castellano
Expondrd la ponencia: Joquin PEREZ NAVARRO

Se propone el uso de la calculadora en el estudio de las indeterminaciones, o

47
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un enfoque que hace incapié en la experimentacién y elaboracidn de conjeturas

Calculo de }ogqritmqg_gp bases 2 y 10 con 1a calculadora de bolsillo.

Lengua: Castellano

Expondré la ponencia: Juan Manuel GARCIA DOZAGAVAT

Apoyéndonos en las propiedades de la funcién exponencial o de la funcidén loge
ritmo obtendremos un algoritmo para el cdlculo de logaritmos de niimeros racic

nales. A partir de dicho algoritmo haremos un organigrama para las calculador
de cuatro operaciones y otro para las programables.

Jaume JORBAS i BISBAL

P - - - .
Experiencia interdisciplinar,

Lengua: Catalan

Presentacid d'una experiéncia interdisciplinar gue s'esta realitzant a T'inst
tut Nacional de Batxillerat 'Joanot Martorell' diEsplugues de Ligbregat, a pr
mer de B.U.P. i en la qual hi ccl.laboren tots els seminaris que tenen assigsn
tures en aquest nivell.

Aurea LIBORI RAMOS

El signo igual

Liengua: Catalan

Experiencia que se estd llevando a cabo en la Escuela Municipal “Pau Vilat,
Centro Piloto del I.M.I.P.A.E., con alumnos de 5° de Bisica. Mediante esta ex
periencia se pretende que los alumnos lleguen por si mismos y- & traves de con
trucciones sucesivas, a: 1) la generalizacién del concepte de igualdad, como
preparacién a la resolucidn de ecuaciones v 2) a la utilizacidn correcta de !
propiedades de las estructuras de grupo y anillo.

Se exponen los sondeos realizados y los distintos ejercicios que canstituyen
aprendizaje, organizado éste a partiv de las respuestas de los nifios, que nos
indican en cada momento cual es su nivel evolutivo,

[
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Manuel MARTINEZ FERNANDEZ / Manuel GONZALEZ DAVILA

LT%ite de sucesiones

} J3 - . fs = .o = . L

Lengua: Castellano
il
Este irabajo consta de dos partes:

a) Aproximacién al concepto intuitivo de limite de una sucesidn mediante la ut
lizacién de una calculadora de belsillo: "Necesidad del uso de la calculadc
ra, Idea intuitiva de lTmite. CAlculo de limites. Errores de redondeo. Rapi
dez-de aproximacidon. Sucesiones no convergentes.

b) Formalizacién del concepto intuitivo: Necesidad de formalizacidn. Definicié

-~—-de lTmite {por entornos). Propiédades elenmentales. Importancia de la defini
cion dada. Crfitica de la formulacién clisica. Posibilidad de desarrollar u
investigacion a través del concepto de Itmite.

Juan Francisco MONTERC

Sugerencias para la programacidn de las matemadticas al B.U.P.
tengua: Castellano

Recorrido de algunos de los temas mis importantes en la programacidén del B.U,!
partiendo de la consideracién de las deficiencias de planteamiento en la orier
tacién habitual de la misma: Algebra, Geometria, Analisis.

En base al andlisis de los temas anteriores, se pueden proponer algunas posibi
lidades de cambio en el orden habitual de desarrollo de! programa oficial.

P — - -

las calculadores en la ensefanza de las matemiticas.

lengua: Castellano
£1 manejo de la calculadora en la clase para su utilizacién en la introducciér
de dertas cuestiones de los actuales programas de matemdticas de Bachillerato,

Ejemplos: Calculo de raices cuadradas, cibicas,... por medio de una férmula ji:
rativa, @ la que deberan llegar los alumnos. M2todo de Ruffini, Introduccién ¢
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lfmite de una funcién.

1 . - .- . - . -
A un nivel mds elevado, resolucidn de sistemas lineales de ecuaciones, calcule
aproximado de la raiz de una ecuacién y cilculo aproximado de una integral.

SEMINARI DEL VALLES.

Prova in cial de coneixements a ler. de B.U. P

Lengua: Catalan

Expondré la ponencia: Manuel UDINA / Pitar PINEDA

Es descriu una prova que s‘ha proposat a 500 alumnes de ter. de B.U.P. | es
planteja el problema de com fer aguest tipus de proves. Els ob;ect;us primars

eren coneixer el nivell dels alumnes de cara a la programacid del curs | d'una
valoracid critica dels programes d*E.G.B.

Ricardo ZAMARRERO FERNANDEZ

Limites y resolucidn de ecuaciones.
Lengua: Castellano
Breves ejempios de cdlculo de limites con calculadores y estudio del cdlzulo d

nimero con los diferentes algoritmos que conducen a €l. Resolucidn de ecuacic-
nes con calculadoras.

A5
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CEMELI SALA Ramon C.N. Font d'en Fargues
Margques Caldas de Montbui, 42 P. Font d'en Fargues s/n°
BARCELONA - 42 Barcelona - 32
COBARRO GARCIA Manuel C.N. Marciso Yepes

- Alfaro 10 3°iz. Avda. Antonete Galvez
Murcia Murcia
Colectivo Didactica de la Antonio Perez
Matematica Asuncién, 35 2°D
Sevilla : Sevilla - 11
FABREGA ENFEDAQUE Albert I1.N.B. Boscan
Nicano 6 1°la. Carretera de Esplugues, 40
Barcelona — 22 Barcelona - 34
GARCIA DOZAGARAT I.N.B. Quevedo
San Emilio, 7 3°¢C Arccs de Jalon s/n°
‘Madrid - 17 Madrid - 17
GARCIA TERAN Primitivo I.N.B. Santa Clara

Santa Clara -~ Santander

GOMEZ GRANELI Carmen IMIPAR
Pza. Pep Ventura, 1 Fuenflorida s/n°
Barcelcna - 17 Barcelona -~ 4
CONZALEZ DAVILA Manuel I.N.B., Manuel de Valla
Glorieta Ingeniexo Lanerva, 4 S5 A Alejandro s/n°
Cadiz Puerto Real C(Cadiz.
GRUP GAMMA Juan MANUEL GARCIA
Madrid San Emilio, 7 3°C

Madrid - 17

GRUP ZEROC I.C.E. Universitat Autcnoma o
Barcelona Barcelona. St. Antoni Ma. Cla

ret, 171 Barcelona.
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P

Relacién de inscritos a las Primeras Jornadas de Matematicas.

Lista de ponentes ~ ./ Comite Organizador

ALONSO JIMENEZ José Antonio.
Pza. Barraquer,ll 7°A.
Sevilla -9

ARANDA PLATA Antonio
5. Estanislao, R-1 8°iz.

Sevilla - 7
AURRECOECHEA Jesus

AZCARATE Carmen
Ecuador, 26 2°2a.

Barcelona - 29

BLANCO RUILZ Agustin
Avda. Ceneralisimo, 26 7°D
ALARCON (Madrid)

BORRAS BORRAS Ma. Rosa
Via Augusta, 114
BARCELONA

BUSQUETS IRRAT Ma. Dolors
Guillem Tell, 15-17. 3er. 2a,
BARCELONA - 6

CANALS Ma. Antonia

Barcelona

M 2 ST TR T YA T TR AT (M e e

Colectivo Didactica de la

Matematica de Sevilla.

C.D. de la Matematica de

Sevillia.

I.N.B. BILBAO.

F.F. Professorat d'E.G.B,
Sant Cugat del Valles.

{Barcelona)

I.N.B. "Cardenal Herrera
Oria". C/ Fermin Caballe
ro s/n°MADRID - 34

I.N.B, BOSCAN

C/ Esplugas s/n°
Rarcelona

Escola Pau Vila {IMIPAE}

Barcelona

E.F. Professorat a'E.G.B.
Sant Cugat del Valles

16




UNIVERSITAT AUTOROMA DE BARUCETONA
INSTITUT DE CIENCIES DE L'ERUCACIS

GRUPO CERO

Valencia.

HERNANDEZ GARCIA Rafael

JANIER CLAUDE

JORBA Jaume
Via Augusta 187 2°1la

Barcelona - 21

LIBORI RAMOS Aurea
Fabra y Puig, 313
BARCELONA ~ 31

MARTIN CASTILLA Antonio
Sta. Maria del Reposo 1€ 3A

Sevilia - B8

MARTIN FERMNANDEZ Manuel
José Leon de Carranza 14 12°A
Delfin - 8 Cadiz

MIALARET Gaston

MONTERO Juan PFrancisco
Avda. Basagoiti 75 Es. D 2°I1.
ALGORTA  Vizcaya

PEREZ JIMENEZ Antonio
Asuncidn 35 2°D

Sevilla - 11

Full 0% .o,

I.N.B. Tafalla

Tafalla (Navarra)

Centre Interdisciplinaire de
recherches sur l'apprentissage
et le développement en é&ducatic
Université du Québec a Montréal
Montréal Québec H3C 3P8

I.N.B. Joanot Martorell
Sant Mateu s/n°
ESPLUGUES- (Barcelona)

E. Municipal Pau Vila
Fuenfiorida s/n°
BARCELONA

Colectivo de Didactica de las

Matematicas - Sevilla.

I.N.BE, Isla de Leon
Avda. Carraca s/n°

San Fernando Cadiz.
Facultad de Letras y Cliencias
Humanas - Universidad de Caen

Francia.

I.N.B. Bilbao.

Colectivo Didactica de la

Matematica *'Sevilla

S
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INSTITUT Df CIENCIFS DE L BUCACIO

PEREZ NAVARRO Joagquin I.N.B. Quevedo

Ma. Auxiliadora 1 4°R Arcos de Jalon s/n°®
Madrid - 20 MADRID - 17

RUBIALES CAMINO Enrique I.N.B. de Aranijuez

Bravo Murillo, 23 Valeras, 12 '

Madrid - 3 Aranjuez - Madrid
ZAMARRENO FERNANDEZ Ricardo I.N.B. Cardenal Herrera Oria
‘Puerto Rico, 10 1°2 Fermin Caballero s/n°®
Madrid - 16 Madrid -34

YABAR MADINABEITIA Jos& Manuel E.F. Professorat d'E.G.B.
Fabra y Puig 63 2°4a, Sant Cugat del valles

Barcelona - 30 BARCELONA
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RELACION DE INSCRITOS A LAS
DE LAS MATEMATICAS"

ACHON MASANA, Jordi
BARCELONA

ADMETLLA MASERAS, Francisco

BARCELONA

AGUILAR VALENZUELA, Maria
BELLPUIG (Lleida)

AGUIRREGABIRIA MARIN, Eulalia

BARCELORNA

ALCALDE ESTEBAN, Manuel
CASTELLON DE LA PLANA

ANTSCHERL HAVLANGE, Michel
BARCELCONA

ANDICHN GASTON, Juan Antonio

TAFALLA (Mavarra)

APARICIO HELLIN, Herminia
BARCELONA

ARNATZ MORENO, Elena
BLANES (Girona)

ARTOLA, Concepcién

ATXER GOMA, Montserrat
BARCELONA

AZCARATE, Carmen
BARCELONA

AZUARA CASADAS, Ana
BARCELONA

BANOS MASIP, Pilar
BARCELONA

BAREA URIACA, David
BARCELONA

BARBERC SAMPEDRD, Carmen
MADRID

JORNADAS SOBRE EL APRENDIZAJE Y ENSENAMZA

""Cardena! Cisnaros"

F.N,B., "Emperador Carlos"
}.N.B. "Belipuig"
“Asuncién de Ntra, Sra."
E.U. Formacidn Prof. E.G.B.
I.N.B. "Rafsel Casanova'l

SANT BOI DE LLOBREGAT {Barcsiona)

l.N.B, Mixto n® 3
PAMPLONA (Navarrz)

1.N.B. ""Bianes"

I.N.B. "San Andres"
Escola UniversitériQ'de] Professorat d'E.G.B,
SANT CUGAT DEL VALLES (Barcelona)

I.N.B. ""Can Tunis'"
BARCELONA

"Garbi't

‘ESPLUGUES DE LLOBREGAT (Barcelona)

Escola Universitérig del Professorat d'E.G.B,
SANT CUGAT DEL VALLES {Barcelcna)

=
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UNIVERSITAT AUTONOMA, DE BARCELONA
INSTITUT DE CIENCIES DE L'EDUCACIO

BAYO SAMSQ, Jaume
BARCELONA

BELZUNCE MANCEBO, Antonio
MATARO {Barcelona)

BENACH, Dolors

BERENGUER CLARIA, Joaquim
SABADELL {Barcelona)

BERGADA MARIMON, Ramon Miguel
ROCALLAURA (Lleida)

BERIN!, Marta
BARCELGNA

BERNAT AGUSTI!, José Manuel
ALMAZORA {Castellén de 1a Plana)

BIBILONI MATOS, Lluis
BARCELONA

BILBAD BURUEL, Rosalia
PALMA DE MALLORCA (Balears)

BLANCH ESMERATS, Merce
MATADEPERA (Barcelona)

BLASCO ANDRES, Joan
TERRASSA {Barcelona)

BOADA PINADELL, Maite
BARCELONA

BRASO CAMPDERROS, Enric
ESPLUGUES DE LLOBREGAT {Barcelona)

BRECHA QUEROL, Concepcidn
GRANOLLERS (Rarcelona)

BRICHS TORELLO, Albert
BARCELONA

BOIX ESTRADA, Albert
BARCELONA

BORRAS, Eliseo
VALENCIA

BORRELL ALONSC, Jordi
BADALONA (Barcelona)

BOSCH, Daniel
BARCELONA

Full o s, A

-

"Blanquerna't
BARCELONA

{.N.B., '"Arenys de Mar"
ARENYS DE MAR {Barcelona)

"Grup Zero"

[.N.B. "Pau Vila

i.N.B. "Arblcies"

ARBUCIES (Girona)

"Grup Zero'!

Escuela Universitaria del Profesorado de £.45.B.
CASTELLON DE LA PLANA

Escola Universitaria del Professorat d'E.G.B.
SANT CUGAT DEL VALLES {Barcelcna)

1. .N.B. "Joan Alcover'!
Escola "Montcau ia Hola!
MATADEPERA (Barcelona)
Col.legi "Hific Jesis!
Academia Pinadell
BARCELONA

[.N.B. n° 1
CORNELLA DE LLOBREGAT {Barcelona)

Escuela Cerveto

F.N.B."Sant Josep de Calasang"
BARCELONA

i.N.B. "Valldemossa'

"Grupo Cero"

VALENCIA

Escola Jungfrau

i.N.B. "Sant Boi de Lliobregat"
SANT BOI DE LLOBREGAT (Barcelona)

e




Full n.

UNIVERSITAT ALUTONOMA DIE BARCELONA
INSTITUT DE CIENCIES DE L'EDUCACIO

BUJALANCE MORALES, José Rafael
SANT JOAN D'ESPI (Barceliona)

BUITRON GONZALEZ, LucTa
VALENCIA

BUSQUETS GUBAYU, Montserrat
BARCELONA '

CAMACHO GARCIA, Enrigue
MADRID

CANAL CASOLIVA, Josefina
BARCELONA

CANALS TOLOSA, Ma. Antonia
BARCELONA

CAMPAMA, Xavier
BARCELONA

CAPSADA BLANCH, Ramon
SABADELL (Barcelona)

CARBALLD MARTINEZ
SALAMANCA

CARBAY( MARTINEZ, Angel
SALAMANCA

CARDEROSO DOMINGO, José Ma.
MADRID

CARRILLO, Marisa
VALENCIA

CARRILLO GALLEGO, Dolores
MURCITA

CASADEVALL, Martd
CARDEDEU (Barcelona)

CASALS COLL, lgnasi

SANT ESTEVE DE PALAUTORDERA {Barna.)}

CASANOVAS CASANOVAS, Jaime.
PALMA DE MALLORCA (Balears)

CASELLAS, Esther
BARCELGNA

CASTILLO ARAMBURU, Ma.
SAN SEBASTIAN

Karmen

AP, "Gran Capitan'
SANT JOAN D'ESPI (Barcelona)

I.8.8., "Eduardo Primo"
CARLET (Valéncia)

Escola Tramontana'
BARCELONA

"Ntra. Sra, de las Mercedes"

Centre de Salut
RIPOLLET (Barcelona)

Escola Cooperativa Joanot Aiisanda"

SABADELL (Barcelona)

1.C.E. Universidad de Salamanca
SALAMANCA

1.C.E. Universidad de Salamanca
SALAMANCA

"Grupo Cero'
VALENCIA

Escuela Universitaria Profesorado de E.G.B.

"Grup Zero"
BARCELONA

Escola "Ginehrd"

tnspeccidn de Bachillerato

“Grup Zero'
BARCELONA

Escuela Universitaria Profesorado de E.G.B.

SAN SEBASTIAN

RN SRR
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UMIVERSITAT ADTONOMA DE BARCELONA
INSTITUT DE CIENCIES DE L’EDUCACIO

CENDROS FONOLLET, Josefina Escola Estel
BARCELONA BARCELONA
CERQAN PEREZ, Fernando Escuela Universitaria Profesorado E.G.E.
VALENCTA VALENCIA
CERVANTES, Carmen
BARCELONA
CERVELLO COLLAZOS, Teresa I.N.B. n°1
BARCELONA SANT BO! DE LLOBREGAT (Barcelona)
CERVERA GALLEMI, Raimon "E. Montagut"
VILAFRANCA DEL PENEDES (Barcelona)
CLAVERA ORTtZ, Magdalena I.N.B. '"Bellpuig"
fVARS D'URGELL (Lleida)
CLAVERIA PINA, Ma. Josefa C.N. "San Lufs Gonzalva"
LA LAGUNA(Sta. Cruz Tenerife)
COLOME PERICAS, Ma. Carme Escola Cervetd
CORRO D'AMUNT (Barcelona)
COMAS, Montserrat . MGrup Zero
BARCELONA
COMEMALE TISSEYRE, Martine Escola Sant Jordi
LA ROCA DEL VALLES (Barcelona) LA ROCA DEL VALLES {Barceiona)
COMPANY CRUSELLAS, Montservat Escuela Municipal ""Tramuntana''

TERRASSA (Barcelona)

BOMPOSTELA MURIZ, Benita

COMPTA CREUS, Albert I.N.B. "Torre Bard'f

BARCELONA

CONTRERAS PUJADAS, Mario Mireia Centre d'Estudis

MONTGAT (Barcelona)

CORBALAN YUSTE, Fernando Institute Mixte n° 10

ZARAGOZA ZARAGOZA

CORBERC, Ma. Victoria I.N.8. “Cerdanyolé“\

SANT CUGAT DEL VALLES (Barcelona) CERDANYOLA DEL VALLES (Barcelona)
CORCOBADO CARTES, Teresa Fscuela Formacidn Profesorado de £E.G.B.
CACERES

CORDOBA RODA, Luisa_ Colegio '"0ak House"

SANT CUGAT DEL VALLES (Barcelona)

CUADRADO GOMEZ, Ma., Victoria 1.8.B. '‘Pompeu Fabra"
MARTORELL(Barcelona) ,

CURTO SANCHEZ, Juan Antonio "Jaime Ferran Clua"

VALLDOREIX {Barcelcna)

1%
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pE LA CRUZ MARQUEZ, Francisco
CACERES-

DEULOFEU PIQUET, Jordi
BARCELONA

DOMENECH AGUILA, José Ramon
| GUALADA (Barcelona)

© OMINGO GARCIA, Josep Ma.

VILAGSAR DE DALT (Barcelona)

DRAGO PARLS, Leonor
BARCELONA '

EGEA, Miquel

‘SABADELL (Barcelona)

ESCRIBAND MART INEZ, Robert
BARCELONA

£scybe, Belen
ESTAFANELL, Joan
CARDEDEY (Barce1ona)

ESTAUN FERRER, Ma. Antonia
TERRASSA (Barcelona)

ESTEVE RUESCAS, Gema
SANT CUGAT DEL YALLES (Barcelona)

cSTRADA ROCA, Ma- Asuncidn

LLEIDA

ESTRUCH, Ma. Josep
BARCELONA

FABRA LASALVIA, Margarita
BARCELONA

FABREGAT, Cristina

FAY0S VALLES, Pitar

FERNANDEZ GARCHA; Angeles
SALAMANCA

FERNANDEZ LLEYDA, Elisa
SALOU (Tarragona)

FERNANDEZ moRAL, Emilio
LOGROND

FERNANDEZ SOLE, José
gARCELONA

- — ..—'.-.‘-'.'-J.:_,.-_'—'_-'a.-. -

Full n?. 5

"San Juan,Bautista”
Escola Universitaria professorat £.G.B.
SANT CUGAT DEL YALLES {Barcelona)

MNtra. Sréa. del rgsario’

g Vall del Tenes''
viLASSAR DE DALT (Barce?ona)

1.N.B. neornetla LY

¢.N. "Pau Casals"

¢.N. "WNtra. Sra. de Bellvitge”
L'HOSPITALET gEL LLOBREGAT (Barce1ona)
NGrup Zero"

BARCELONA

BGrup Zaro'
BARCELGNA

cscola Cooperativa 1 joanot Alisanda’
SARADELL {(Barcelona)

Colegio Alémén
ESPLUGUES DE LLOBREGAT (Barcelona}

Escola Universitéria del
LLEIDA

Centre de Salut
RIPOLLET (Barcelona}

1.N.B. Q°1
CORNELLA DE LLOBREGAT (Barcelona)

URrup Zero"
BARCELONA

{.N.B. nfernando Rojas'
SALAMANCA

1.N,.B. “Antonio Marti Franqués'

{ .N.B. 'Prixedes M, Sagasta'

¢

professorat d'£.6.8.



UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA
INSTITUT DE CIENCIES DE L'EDUCACIO

FERNANDIZ DELICADO, Bernardo
VILLARROBLEDO (Albacete)

FERRER, Bartolomé
MANRESA ({Barcelona)

FIGUERA GARRETA, José Ma.
BARCELONA

FI0L MORA, Ma. Lidisa
BARCELONA

FO1X TARRE, Rosa
BARCELONA

FONOLL SALVADOR, Joaquin
BARCELONA

FONSECA BOU, Cecilio
MANRESA {Barcelona)

FONT, Vicens
FONT CAMPDELACREU, Elisenda
BARCELONA

FORTUNY AYMENI, José Ma.
BARCELCNA

FRANCO GONZALEZ, Gumersinda
EL MASNOU (Barcelona)

GALAN PELAEZ, Eduardo
VALENCIA

GALI CAMRPUBI{, Francesc
ROSES {Girona)

GAL] LOPEZ, Ma. Pilar
BARCELONA

GARCIA DOZAGARAT, Juan Manuel
MADR1D

GARCiA FERRER, Maite
BARCELONA

GARCIA GRANADO, Emiliano
MADRID

GARC1A LUENGC, Miguel
EL MASNOU (Barcelona)

GAYA BONNIR, Miguel
BARCELOHA

GIBERT MOMBRO, Judith
BARCELONA

1.N.B. "Infanta lsabel"
BARCELONA

Escola Universitérig Professorat d'E.G.B.
SANT CUGAT DEL VALLES {Barceiona)

Escola Universitéri§ Professorat d'E.G.B.
SANT CUGAT DEL VALLES (Barcelona)

C.M. "Virgen del Mar®
BARCELONA

“Grup Zero"
BARCELONA

1.R.B.A.D.

Escola Universitérig Professorat d’E.G.B.
SANT CUGAT DEL YALLES (Barcaiona)

I.N.B. Mixto
EL MASNOU {Barcelona)

- - . N -
Escoia Universitaria Professorat d'E.G.B.

VALENCIA

I.N.B. n® 1

SANT BOI DE LLOBREGAT (Barcelona)

Colegio CELA

"Mireis C.E."

"Costa | Llobera"

bAES
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UMIVERSITAT AUTONOMA DE RARCELDNA
INSTITUT DE CIENCIES DE L'EDUCACIE

GIRD GRAMONA, Ma. Carmen
TARRAGONA

GISBERT GINER, Vicente
VALENCIA

GOMA NASARRE, Antoni
TORTOSA (Tarragona}

GOMEZ ALFONSO, Bernardo
VALENCIA

GOMIS, Elena
BARCELONA

GONZALEZ GARCIA, Soffa
LEON e

GONZALEZ GONZALEZ, Herminio
BARCELONA

GONZALEZ MARTINEZ, José& Ramon
LEON

GRAJAL ALONSO, Luis Antonio
LEON

‘GRANELL. TRENCO, Ramon Vicente
T VALENCIA '

GRASA ABAD, Fernando
BARCELONA

GRAU GASSO, Rosa
SANT CUGAT DEL VYALLES (Barcelona)

GREOLES COLL, Josep Ma.
BARCELONA

GRIFOLL SENTIS, José Ma,
BARCELONA

GROS EZQUERRA, Maria José
LLEIDA

GUALS SALA, Ma. Ester
BARCELONA

GUILERA ALMIRALL, Maria
BARCELONA

GUILLEN SOLER, Gregoria
VALENCIA

GUILLEN VILA, Ma. Coloma
BADALONA (Barcelona)

GUTIERREZ MONTSERRAT, Joan Maria
SANT CUGAT DEL VALLES (Barcelona)

rmt.m_"_”ﬁm

1.N.B. “Antonio Marti Franqués"
F.N.BE. '""Clot del Moro"
SAGUNTD (Valencia)

i.N.B. "Joaquin Bau'
Escola Universitaria Professorat d'E.G.B.
"Grup Zero''

BARCELONA

I'.N.B. "Ordofio II"
LEOM

C.N. “El1 Casalot®
t.N.B, "Juan del Enzina"
I.N.B.

CAMINO DE LA RIBERA (Leon)

Escyela Universitaria Professorat d'E.G.B.
VALENCIA

F.N.B. "Albenijz"
|.N.B. "Pau Vila"
SABADELL (Barcelona)

i.N,B. "valldemossa"
BARCELONA

I.N.B. n® 1
SANT BOI DE LLOBREGAT (Barcelona)

Escola Universitdria Frofessorat d'E.G.B.
LLEIDA

1.N.B. ""Pompeu Fabra"
BARCELOHNA

I.N.B. Mixto 2
L'HOSPITALET DE LLOBREGAT (Barcelona)

Escola Universitaria Professorat d'E.G.B.
VALENCIA

Escola "Pere Vergés"
BADALONA (Barcelcna)

Sanzorriao F.P.




UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA
[NSTITUT DE CIENCIES DE L’EDUCACIO

R Bo et

GUTJERREZ RODRIGUEZ, Angel
VALENCIA

'HERAS PABLO, HMa. del Carmen

CACERES

HERNANDEZ ALONSO, Eulogio.
SALAMANCA

HERNANDEZ GARCLA, José Manuel

SALAMANCA

HERNANDEZ SARDA, José Manuel

-SALAMANCA

HERNANDEZ GOMEZ, Joaquin
LOGRORO

HERNANGEZ MARTINEZ, Honorato
LEON -

HERRERD RU1Z, Francisco
MADRID

HOLGADD, Gloria
BARCELONA

HUERTA GONZALO, Ma. Jesis
MURC A

IBANEZ MARTINEZ, Ramon

L'HOSPITALET DEL LLOBREGAT {Barna)

iSLA ARENAS, Blanca
PAMPLONA

JANE RUMEU, Pepita
BARCELONA

JAUSET MARTI, Pilar
BARCELONA

JIMENEZ, Joaquim

BARCELONA

JIMENEZ LAPERA, Carlos
BARCELONA

JORBA, Jaume

JUAN RIVAYA K Francisco
CORDOBA

LAGARTOS RODRIGUEZ, Guillermo
LEON

LEIRA RODRIGUEZ, Antonio
SAHUN {Ledn)

Full m% . 5. SEnie

Escola Universithria Professorat d'£.G.B.
VALENCIA

£scuela Universitaria del Profesorado de £.6.B

CACERES

1.C.E. Universidad de Salamanca
SALAMANCA

1.C.E. Universidad de Salamanca
SALAMANCA

Instituto Politécnico

{.N.B. "Prixedes Mateo Sagasta'

LOGRORO

I.N.B. '""Juan del Enzina"
LEON

Centro Piloto I.C.E. Universidad de Murcia
Col;legi Casp

1.N.B. '"Ximénez de Rada"

Institucidon "Garbi'

I.N.B. "Valldemossa"

‘BARCELONA

Grupo Periddica Pura

1.N.B. n® 1

CORNELLA DE LLOBREGAT (Barcelona)
“Grup Zero'

Escuela Universitaria Profeéorado de E.G.B.
CORDOBA

I .N.M, "Ordofio 11"
LEON

F.N.B. ''Sahun''
SAHUN {Ledn)

T A E I T TR T T TR R AT P T T Lot o ks

4
el



UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA

INSTITUT DE CIENCIES DE L’EBUCALCIO

L1LLO BUEDO, José Antonio
MADRID

LOPEZ ARIAS, Rocio
BARCELONA

LUELMO VERDU, Maria Jesis
LEON

LLADO, Carles

SABADELL (Barce?ona)
LLOMBART IGLESIAS, Antoni
BARCELONA

LLONGUERAS AROLA, Ma. Dolors
SABADELL {(Barcelona) ‘

LLORENTE SITJAS, Pascual
BARCELONA

MALET TOMAS, Antoni

ESPLUGUES DE LLOBREGAT (Barcelona)

MARGALEF, Neus
BARCELONA

MARGINEDA ROMEU, Ma. Montserrat
BARCELONA

MARISO SIEIRO, Miguel Angel
BARCELONA

MART!, Carlos
BARCELONA

MARTIN MARTIN, Ma. Carmen
AL1CANTE

MARTINEZ DE ALBEN!Z SALAS, Javier
BARCELONA

MARTINEZ RECI0, Angel
CORDOBA

MASSA ESTEVE, Ma. Rosa
BARCELONA

MASSUET TRYADO, Ana Ma.
BARCELONA

MENENDEZ SUAREZ, Juan Manuel
LEON

MESTRES GAVARRG, Joan
BARCELONA

Full n9 .0,

Escuela de Adultos
MADRID

C.N, "Joan Maragall®

|.N.B., "Legio V11"

l.N.B.
SABADELL {Barcelona)

“1.N.B: n® 1

SANT BO| DE LLOBREGAT (Barcelona)

Col.legi Vedruna
TERRASSA (Barcelona)

Universitat Autonoma de Barcelona
BELLATERRA (Barcelona)

1.N.B.
SANT CUGAT DEL VALLES {Barcelona)

Colegio Aleman
ESPLUGUES DE LLOBREGAT (Barcelona)

1.0.B. "Miranda de Ebro"

I.N.B. "Franciscc Figueras Pacheco"

AL1CANTE

I.N.B. ''"Menéndez Pelayo!

Fscuela Universitaria Profesorado de E.G.B.

CORDCBA

}.N.B. "Valle Hebrdn" (Patronato Ribas)

BARCELONA

F.N.B L MAlbeniz!
BADALONA (Rarcelona)

{.N.B. “"Garcia Bellido)
ARMUNIA (Ledn)

inspeccitn de E.G.B.
BARCELONA

ryy
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UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA R TGS

INSTITUT DE CIENCIES DE L'EBUCACHD

MINANO. SANCHEZ, Antonio £.N.M. *San Juan Bautista'
MURCIA
MOLINERO URTASUM, Juan José Mireia C.E.

TIANA (Barcelona)

MOLLA MARTINEZ, Pascual |.N.B. ""Roser Pujadas'!
GRANOLLERS (Barcelona)

MORA, José Manuel
BARCELOMA

MORENO ANGULC, Pilar .M. 1L PLALE,
BARCELONA

MORENO DIAZ DE LA ESPINA Ma.Fernanda [.N.B. "Cardenal Lépez de Mendoza''

BURGGS BURGOS
MORENO, Paco "Grup Zero!

BEARCELONA
MORON MARTINEZ, Josefa P.N.B. "*Pau Vila"
BARCELONA SABADELL (Barcelona)
MOYANG BEMITO, Jesis Ma. 1.N.B. "Luts de Peguera’
BARCELONA : MANRESA {Barcelona)

MUJICA AICORYA, Margarita

MUROZ LUQUE, Isabel fscuela de Adultos
MADRID

MURO FIGUERES, Elens 1.N,B. '"Can Tunis''
BARCELONA BARCELONA

MUROZ GARCIA, José Gabriel

BILBAO

NUS ESCOLL, José Colegio SIL
BARCELONA

OLVA PASTORET, Joan
LA TALLABA (Girona}

OLIVERA OSUNA, Angeles €.N. "Joan Maragal}l"
ESPLUGUES DE LLOBREGAT (Barcelona)
OMS BAJENA, Pilar Escuela Universitaria Professorat d'E.G.B,
VALENCIA Universitat Laboral de Cheste
CHESTE (Valéncia)
ORENGA VARA, José |.N.B., V"B, Bidebieta"
SAN SEBASTIAN . SAN SEBASTIAN
ORERO CORTES, Juan Carlos Instituto de F.P.

BENICARLDO (Castelldn)

ORTIZ CAPILLA, Angeles
MADRID

. e B Zq
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UNIVERSITAT AUTONOMA DF BARCELONA
INSTTITUT DE CIENCIES DE U'EDUCACID

PALACIOS DE BURGDS, Ma. Jesis
SEGOVIA

PAREDES REGO, José
LUGO

PASCAL LOZANO, Joaguin lgnacio
PAMPLONA

PASCUAL BONIS, José Ramdn
PAMPLONA

PASCUAL SAMPERE, Ma. Rosa
BARCELONA -

PEREZ JIMENEZ, Ma. Jesis
BARCELONA B ‘

PERE? NAVARRO, Joaquin
MADR{ D

PEREZ SERRAND
CASTELLON DE LA PLANA

PEREZ éhftdﬁ} aosé'Enfiqué“
LEON

PERIS CERDA, Asuncidn.
CASTELLON DE LA PLANA

PETIT VILA, Maria
BARCELONA

PONS BALLARIN, Ricard
BARCELONA

PRIMO MARTINEZ, Angel
SALAMANCA

PUEYC MONREAL, Ma. José

PUIG ESPINOSA, Luis
VALENCIA

PUJOL CAPDEVILA, Jaume
SABADELL {Barcelona)

PUJADES, Lluis
BARCELONA

PACHES GAUARA, José
BARCELONA

QUINTANA ZAMORA, Alfred
BARCELONA

1

Full 09, ... 0.

Colegiv Fingoy
Escuela Universitaria Profesorado de E.G.B,
PAMPLONA -~ = 7

Escuela Universitaria Profesorado de E.G.B.
PAMPLONA

Escola ‘'Pere VergéS“-
BADALONA (Barcelona)

I.N.B. "Torras i Bages'"
L'HOSPITALET DE LLOBREGAT {Barcelona)

Escuela Universitaria Profesorado de £.G.8B.
CASTELLON DE LA PLANA

t.N.B. "Juan del Enzina'
Colegio Sagrado Corazdn
{.N.B. "Sant Josep de Calasang

BARCELGNA

Escola Universit%rig Professorat d*E.G.B.
SANT CUSAT DEL VALLES {Barcelona)

l1.C.E. Universidad de Szlamanca
SALAMANCA

Escola Universitaria Professorat d'E.G.B.
VALENCIA

I.N.B. "Egara'!
SABADELL {Barcelona)

t.N.B. "VYalle de Hebhrén"
BARCELONA

I.N.B. "Sant Josep de Calasang'
BARCELONA




UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELUNA
ENSTITUT DE CIENCIES DE L'EBUCACIO

RAJADELL SALVANS, Ma. Carmen
TERRASSA (Barcelona) ‘

RAS CLOSA, Montserrat
BADALONA (Barcelona)

RESTA CUEVAS, Antoni

ViLAFRANCA DEL PENEDES (Barcelona)

RIBA ROMEVA, Clara
BARCELONA

RICHART ZAPATA, Manuel
CARTAGENA {Murcia)

RIU CANAMARES, Angela
BARCELONA

RIVERA BARCINA, Rosa Ma.
BURGOS

RIVIERE GOMEZ, Vicente
MADRID

RI0S CAMACHG, Carmen
BARCELONA

RODRIGUEZ GiL, Xavier

SANT BO! DE LLOBREGAT {Barcelona)

ROBRIGUEZ VELA, ines
LEON

ROSAS RUIZ, Francisco
MADRID

ROMANS S{GUES, Joan
BARCELONA

ROMERO MOREND, Luisa Ma.
SEVILLA

ROS, Rosa Ma.
BARCELONA

ROVIRA CARBONELL, Maura
BARCELONA

RUIZ CALDERON, Ma. del Corpus

BARCELONA

RUPEREZ PADRCN, José Antonio
LA LAGUNA (Tenerife)

RIBERA MARIMON, Ramona
IGUALADA (Barcelona)

SADURNI CAMPS, Ma, Carmen
BARCELOMA

12

Full n%, -

Col.legi Tecnos

UMontagut'
1.N.B. ""Valle de Hebrén'
BARCELONA

C.N.M. “"Ntra. Sra. del Mar"
CARTAGENA (Murcia)

{.N.B. n® 2
CORNELLA OE LLOBREGAT (Barcelona)

1.N.B. "Cardenal Lépez de Mendoza'!
BURGOS

|.N.B. "Sant Andreu-Valldaura"
BARCELOHA

P.NLB., n® 3
SANT BOI DE LLOBREGAT {Barcelona)

Escuela Universitaria Profesorads de £.4.8.
LEOH

Colegic Nifio Jesds
BARCELONA

Escola Thau

{.H.B., "Teobaldo Power"
SANTA CRUZ DE TENERIFE

.N.B. VPV, V.V
IGUALADA (Barcelona)

[.N.B. "Maragall"
BARCELGNA .

34

T I Y T A A Y T T

e L peott i et el e g



CINIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA
r

INSTITUT DE CIENCIFES DE L'EDUCACIO

P

“'SALARA, Angel

VALENCITA

T SALAVERT, Maria

BARCELONA

SALES RUFIL, Josep

ESPLUGUES DE LLOBREGAT (Barcelona)

SALINAS GARCIA, José Luis
BARCELONA '

SANCHEZ BENITO, HMercedes
LOGRORNO

SANCHEZ, Aurora

SANCHO BIESA, Anna Ma.

‘BARCELONA

SANS CIURANA, Jaume
BARCELONA

SAN7 GOMEZ, Maria Jesls
LEON

SAURI PARDO DE ATIN, Ma.
BARCELONA

SEARA OJEA, Carlos
BARCELONA

SEGARRA NEIRA. Lluis
BARCELONA

'SEGU PADRON, Ma. Nieves
BARCELONA

SEGU] ASIN, Ma. del Pilar

‘BARCELONA

SENTIS VILALTA, Pilar
BARCELONA

SERIOL BARCELO, Jecaguim
BADALONA (Barcelona)

SERRA PUIG, Miquel
VALLDEMOSSA (Mallorca)

ST1ERRA VEGA, Ma. Teresa
LEON

SOLA ARMENGOL, Xavier
CASTELL D'ARO (Girona)

SOLA RUBIC, Antonio
SALOU (Tarragona)

tuiss

13

Fall o

"Grupo Cero
VALENCIA

lnstitugo Politécnico de F.P.
CORMELLA DE LLOBREGAT (Barcelona)

F.P. "Provengana"
L'HOSPITALET DE LLOBREGAT (Barcelana)

] .N.B. YEstella"
LOGRONQ

C.N. 'Sagrada Familia"
LA LLAGOSTA (Barcelona)

I.N.B. "Torras i Bages"
1. N.B. "Legio VII"
LEON

Colegio 0ak House
BARCELONA

1.N.B. Mixto n° &
€. "Anxaneta'

F.N.B. "Torre Bard*,

Colegio Jeslis-Maria:
BARCELONA

Escuels Municipal ""Tramuntana"
BARCELONA

HGrup Zero"
BARCELONA

institut de Formacid Professional
LLUCMAJOR (Mallorca)

1.N.B. "Legio VIIV
LEGN

{.H.B. "Blanes"
BLANES (Girona)

[.N.B. “"Antonic Marti Franqués''

T G R Y R TR i e
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UNIVERSITAT AUTONOMA DE BARCELONA
INSTITUT DE CIENCIES DE L'EDUCACIO

SOLER CALVET, Niria
EL MASNOU {Barcelona)

TABUENCA MATEO, Jaime !gnacio
MIRANDA DE EBRO {Burgos)

TANIGUCHI DIETRICH, Pablo
BARCELONA

TARRAGO GAR!, Joaquim

SANT BO! DE LLOBREGAT (Barcelona) .

TEJEDOR PEREZ,
BARCELONA

Roberto

TORMO SEVILLA, Ma. del Carmen

VALENCIA
TORNERD GOMEZ, Pilar
MURCIA

TRIAS CAPELLA, Rosa Ma.
BARCELONA

TRUJILLO ASCANIQ, Pedrc Eloy
LA LAGUNA (Tenerife)

UDINA, Manuel
BARCELONA

URRUTIA COBEAGA, Enrique
BILBAD

UTZET CI1VIT, Federico
BARCELONA

VALLES FANES, Eulalia
BARCELONA

VALLS AUBERT, Xavier
ESPLUGUES DE LLOBREGAT (Barcelona}

VALLS MOLINS, Ma. Naria

SANTA COLOMA DE GRAMENET (Barcelona)

VEIGA FERNANDEZ, Carmen da
MADRID

VERDOY BLANCO, Ana
TARRAGONA

VIEDMA MARTINEZ, Mercedes
TERRASSA (Barcelona)

VICENTE GONZALEZ, Ma. del Carmen
PLENCIA (Vizcaya)

L .N.B. "Masnou"
EL MASNOU (Barcelona)

|.8.B. "Miranda"
1.N.B. "Eugeni d'Ors"
BADALONA (Barcelona)

1.N.B, r® 1
SANT BO! DE LLOBREGAT {Barcelona)

Escola Tramuntana

i.N.B. "Carlet"
CARLET (Valéncia)

1.C.E. Universidad de Murcia
MURC A

Col.legi Casp
BARCELONA

C.N. Guimar
GUIMAR (Tenerife)

Ngrup Zero'
BARCELONA

Instituto San lgnacio

1.H.B. "Mercd Rodoreda'!

|'HOSPITALET DE LLOBREGAT (Barcelona)

1.N.V. "Valldemossa'!
BARCELONA

Escola Universitaria Professorat d'e.6.8.

SANT CUGAT DEL VALLES (Barcelona)

v'Companyia de Maria'!
1.N.B. "Egara"
TERRASSA (Barcelona)

i.N.B,
PLENCIA {Vizcaya)

1




UNIVERSITAT ALTONOMA DE BARCELONA

INSFITUT DE CIENCIES DE L'EDUCACIO

VICENTE MATILLA, Ma. del Pilar
LEON

VIGATA BRUFAU, Juan
BARCELONA

VILANOVA CLE, Concepcidn
BANYOLES {Girona)

XAMDO, Sebastian
BARCELONA

ZATDIN VILLARRUBIA, Pino
BARCELONA

R T AT Y

Full n®

F.N.B, ""Ordofio 1i"

inspeccion de E.G.E.
BARCELONA

Cultural '"Casa Nostra'

[.N.B. '"Valie de Hebron'!
BEARCELONA

. 15 " ey
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1ﬁﬂVERﬂTATAUTONOMADEBARCELONA
1NSTn1erEanNCIEsDE;:EDUCACK)

Nl o - pRIMERAS JORNADAS

SOBRE APRENDIZAIE . .

RSN

y ENSEXANZA DE LAS MATEHATICAS

.-.—.......-..-...._-—-..-__..__--».‘.—.-_n....—......—-..-...-..-....-..-.-._.—_-_..__._-.—-.....-

§§Eosicion permanente_de material andiovisual

- parad 1a- ensefianzd de 1ac matemétbicas

..—....-.-.-.‘._.....-._..-.—.__-._..—-..-.-..-._.._,--—...-._.-.—..__..._._—._.._

‘Simultaneando las ponencias gue se€ realizarén durantes

: estas jornadaS'(diaS'7, 8 vy 91, 8€ desarrollaré una expo

: sicidn de_material didactieo ¢n imagen fija ¥ cine a la
que podrén asistir'éuando 10 deseen todas las personas
que ostén inscritas.

mgggves, 7 de Mayo

_ﬂgﬁana,;il,SDJh.: ponald en. el pais de 1as‘Matem§tiqg§,

pPals o e

[=]
<
o
u
wn
¥
o
LA
v
=

15 mm. (30 minj

Maﬁana,-lZ,BO het

pjercicio 16Gico a_prggﬁgito-de los
‘coches, 16 mm. (20 min)

Mafana,; 13,00 h.
Tarder 3,30-h.
Tarde‘ —4;00 h-

Nocidn de orden, 16 M. (20 min}

e

gimetria, 16 mm. (15 min)

- n.V. sobre.-la ensefanza de 1=z estadis~

tica (diapositivas), (1% min)

Tarde, 4,30 h.: Introéucqién a la ley winomial, 16 Tom.
(30 min)

Tarde, 5,00 h.

R o (30.-min)—

Llgebra Y Teoria de conjuntos, 5-8,

.

Pt

.Tarde, 5,30 h.: Codificaciogggry_Simeggga. 1a., parte.

16 mm. (30 min}

- Todasvlas peliculas se pasarén en version original,

- E1 viernes; gy el sdbado, g continuardn 1las proyeccio”

nes de peliculas; £l horario S€ anunciard aportunamente.

~ Se proyectaré también la coleccién de diapositivas
correspondiente a 1a.exposici6n ruatematicas en 12 realida
celebracda en ja Escuela Normal de gant Cugat. Las horas

y el lugar S€ Jdarin a CONocer previamente.

it L B st orpr L

3
5

% ‘._'_!‘:'X'!'".
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POSICION DE LIBROS DE TEXTOLEXPOSICION DE CALCULADORASLPROYECCION DE MATERTAT
DIOVISUALLEXPOSICION DE LIBROS DE TEXTOLEXPOSICION DE CALCULADORASE PROYECCION
MATERTAL AUDTOVISUALLEXPOSICION DE LIBROS DE TEXTOLEXPOSICION DE CALCULADORAS

éﬁ'Exposicion de libros de texto

Durante los dias 7,8 v 9 de mayo existird en el
AULA 8 una exposicién permanente de libros de

texto de Matemdticas para EGB y BUP.

Durante los dias 7 y 8 de mayo existird en el
AULA 8 una exp051016n de calculadoras y micro-
ordenadores.
Hewlett~-Packard realizard una explicacidn de las
pogibilidades de las mdquinas que expondrd los dias
T- Jjueves -~ 3h. 30min. AULA 8
8~ viernes -~ 5h. AULA 8

'%Pr veccidn de material asudiovisual

R

Durante los dias de las jornzdag se prOygctaréh pelfculas
diddcticas sobre matemdticas asi como proyeccién de diapo-
sitivas y transparencias. Dentro del apartado de proyeccidn
de diaposivivas queremos resaltar la proyeccidn de una
coleccidén sobre la exposicién "MATEMATICA NELLA REALTAW
realizada por Emma Castelruovo en la Escola de Formacid

— del professorat d"EGB de Sant Cugat del Vallds.

CENCION~ PARA MAYOR INFORMACTON SOBRE ESTAS ACTIVIDADES MIRAR EL PROGRAMA
JE APARECERA EN CARTELES CADA DIA-ATENCION-PARA MAYOR INFORMACION SOBRE HSTAS
JTIVIDADES MIRAR EL PROGRAMA QUE APARECERA EN CARTELES CADA DIA.-. ATENCION
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graphs generally overlooked

LUVFent programme practices
i Lo

Euu-v’ e s NM; 'Q'.

In a recent research project (JANVIER }19781), we have sludied the process

of interpreting cartesian graphs representing situations. This work
has revealed '‘a fair numbey of reading skills .and curriculum aspects concerning

and to which this paper is devoted.

The gross incompetence of secondary 1evei pupils at reading and
understandinggraphs ié a well known fact from science and mathematics
teachers. A recent survey made in England by D. KERSLAKE at the

The

secondary

level has ' impressions.

questionnaive used in KERSLAKE [1977] involved essentially graphs covered

by sc.ool programmes. It showed basically that pupils only master the
point by point technique of reading and plotting graphs (which is actually

emphasised at school).

In other words, they can perform T )\ =

the simple mechanical eye motions ;

(helped by their fingers perhaps!) ! '

suggested by the'picture'appearing e
. i |t :
on the right —t— f g r—b—i-
_';"g_“—l'\-;—‘@———l = :
{ L= T
o i __: H : ] :.
4L | LOR
:' ! 1 ] i 1 Z
? Pl 3
NN 7
N S s S i o T i s

r
!

But, as soon as decimals or fractions are involved the facility
drops sharply. Clearly questions dealing with rate of chaﬁge,.gradient,
density of the real numbers, as expected, t0 be quite

difficult.

equations turned out,

In our research project, apart from locking for the skilils involved

in graphical competence, we equally attempted tc find out programme deficiencies

responsible for pupils' difficulties. We devised about 12 tasks w1tn which
we interviewed twenty pupils: 7 in 1° year, 7 in 3 dyear and 6 in 4 year
(secondary level). Written versions of the tasks were used as pre- and

post-tests in a teaching experiment,
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Early in our.research,}it appeared that complex cartesian graphs,
mely: those not made of iine segments or obtained from an equation
(example on the right) are essentially absent from proérqmmes and
consequently, with them a large number of relevant graphical features
particularly iwportant in Science.’
] ; ®
‘Aft%r a few months of investigathn, the notion of graphical global

features was defined as g_partigplariti"pf a praph that is connected or-

related to an interval, or that has to be apprehended by more than a point-

by-point process. Here is the list we used:

1. maximum and winimum :

2. intervals over which a function increases (decreases)

3. intervals over which a variable (or the image of a given function)
is less than, greater than, or equal to a given constant (plateau)

4. drops and rizes of curves between two plateaux or two extreme points

(measure and comparison)

5. the family cf curves obtained by translating a given curve "upwards',
“downwards" or sideways and the consequences of such translations

6. discontinuities

7. patterns giving rise to cycles

8. steady rates of change (involving comparison znd measure)

9. the nature of changes in unon-steady rates of change (comparison and measure)

10. symmetry
11. extrapolation, interpolation, (asymptotes)
12. dispersion of a graph and differences in. shape measured by area

13. many curves on the same graph (in that case the curves may exhibit seversl

global features listed above)

As a matter of fact, a close and recent (1980} examination of several

British and Americal series of textbooks revealed that:

1) the sketching of graph is rarely asked of.the pupils;

2) they generally plet a graph from a table and are asked questions which
they could as easily tackled from the table;

3) from 1) and 2), we see that graphs are used more like tables than for
what they are with all the aspects they can display:

4) - graphs are also plotted from equations but continuous graphs made by
recording devices are absent. |
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9. Growtn Curves (wriffen version) Aﬁgé %K%mﬁg%
Q'~f.ll[f"!Ei--fi_i:'j;-;l

L Weight (avem\c}el
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- l. The average weight of boys at age 9. is

,,_..,p,rsc,tq-c-o--n_o_'o-..

2. The average welght of girls at age 17 is

_ao.i-'q’--'-.....a-u-.

3.  From what age __dd the boys on average weigh

_ECTe than S5 ki.‘logrammos" R .;‘;."......r.-.

GC'V'COIIQCI.I-..

4. From what zge do th g:,rlfa on averagn wgigh T -

mﬂre than 20 kiJ.o"rammes‘> e D

5. “When (at what ages) 45 the gisls weigi g
“more than tzle mys‘.?iii- R -..7_7.‘.....‘I-..‘I.O’Q‘OI.-.-..‘I."...-‘

6. iB_y,how_n;arzy kilogrammes does the avarage welght of girls increase

between age 3 ang age 8? ~ e

7. At what age do the girls put on

Yeight post rapidly?
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We shall now present a few results obtained from the first two
graphs we used during the iqterviéws,-namaly: the two examples we

have shown.
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GROWIH CURVES
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Reading strategies

g Nt E:‘%f ;
e Toge®

Grid-reading

To evaluate the increase or drop of a variable over an interval (see
question & on "weight curves" and most guestions in "vending machine"
there are several methods available. The pupil, after twe readings,
éan make an arifhmetic difference between two weights or he can measure
the difference représented by a segment on the weight axis. A third
method consists of '
measuring the "increase segment"

right on the graph usiﬁg the

grid as reference and without
i Hv*ﬂfﬁ&ﬁﬁf
going back to the axis.

Obviously we did not teach. H_;,f”f{:f“"“’."
anygne 2 method in the

explanation.

We observed no signs of anyone availing themselves of the third strategy.
Several pupils, using the second one, ran into graduation trouble using

the square as one unit,

Relative and non-systematic reading

Interpretation requires that pupils have an overall picture of the gitunation
depicted on a graph. In a few tasks, we asked of the pupils the "story

the graph tells". We then observed that relative-reading, more precisely

a description previded in relative terms such as:more, less, very wuch, most...
could be achieved by a few. Clearly. School encourages "absolute" reading
and also systematic reading which is also due to pupils' personalities.
Systematic reading is carried out from left to right and the eyes does not

at first scan what appears to be prominent. We did not ask any story on the
“erowth curves." But the "vending machine'" problem has provided us with

interesting examples.

Interpolation, scales and types of paper.

Many pupils needed help to subdivide the square inteo five equal parts in
order to read correctly. We noticed in our tasks in general that pupils
meet varicus troubles because of the way the axes are scaled (subdivisions)

and graduated (the marking numbers). In both cases, the pupils must fill in

"a gap using a rule mere or less readily available from the scale or the

graduation. Although this "mental completion" would perhaps turn out to be

relatively simple when the pupils work only on one axis, the situation is 43
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VENDING MACHINE

WERDIN G STEAIECES & HEHNIQDES

4

%L

In this task, probably because of the. fact thal ouc sgquare is o unil

Grid-reading.

wide, the pupils throughout the answering to the first question learnt

either to associate a quantity to a segment on to read the amount of

‘a drop using directly the squares of the grid. In other words, the

became what we like to call grid-readers. As ycu see grid-reading is
a technique allowing an exact and quick reading of several global

features.

Relative and non-systematic reading

First, we have an example of a perfect systematic absolute style of reading

BAR "From 8 till 9.30 there are 40 litres in the nmachine.
At half-past nine, the workers start to drink. They .
drink....er...35.5...4.5 litres. Aftervards they
don't drink t11L...er 12. And then at 1.30, there is
16.5 litres in the machine. So, they drank (a calculation)

19 litres..."

Let us give two more examples and ask you to imagine the full double spectrum

of the stories.

CRA: (MON-SYSTEMATIC, RELATIVE) "It drops quite a lot from 12 117 1. 30.

But in the morning it does not drop so much...”

JAM: (SEMI-SYSTEMATIC, ABSOLUTE) "There is 40 litres in the morning
‘and there is 14 at the end.” (The rest goes on with absolute

values. )

Interpolation, scales and types cf paper,

Clearly, the "growth curves" single out that we should In class use

graphs with a wider variety of scales and graduations on both axes.

The "vending machine™ problem tells us more. Each horizontal line’
representing a multiple of five (0,5,10,...) was darker (does not show
there), but there were no such dayk vertical lines. As a result, pupils
experienced difficulties they could not overcome even using their fingers.
They asked (most of them) for a ruler and used plastic cassette boxes

to keep the "right vertical lines". This observation indicate® that we
also rarely use (perhaps never) in marhematics graph papers with a variety
of darker line patterns which help the reading and even simplify and

promote grid reading.
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A N N 5 :
LONCILUSIONS

A) Let us summarize firstly the cortext of this paper.

1. We have seen that compl-
o et

'ﬁxaphgfﬁﬂgol ing global fedtuxes

- 4. e
gt 1 grandit il Y R

are alwost -absent from today's waLhemaLics programmes.

2. We have attributed this zbsence to the fact that graphs are
too exclusively connected with tables and equations: Some
sketching. activities should appear more frequently, present
programmes do not gec beyond plotting exercices.

" 3. gggmﬁﬁ £§re&diﬁg strategieo are not developed eariy enough
at the secondary level, namely: grid-reading and relative

.reading.

4. Grid reading and relative reading insure a better understanding

w (or interpretation) of graphs representing situations.

5. Interpolation in. readfng should be mcre*emphasi;g% and we
suggested also the frequent use of various scales and

graduations on the same graph.
6. The types of paper with various grids of darker iines which
facilitate the reading are frequently used in science and

should be utilised move often in mathematics textbooks.

B) Let us go a few steps further.

1} As far as teaching methods are concerned’

the idea of deing a

stair case angi?a+§
2 Ty

of cqmplex_gr;pas

turned out to be very

productive in our teaching

experiments, Tt stresses many

details regarding the “fluctuations"

of a variable and should be ygegd

by teachers. FJP%

L
28

2) Many dmportant mathematical ideas such as: gradient, derivative,
differential, rate of change, integral are implicitly contained
iﬁ'cartesian:graphs. We telieve that an early contact with those
ideas in graphical ﬁérnm'establishes;§ good intuitive background,

for.a futyve uoxs, forwal epproach.f "

rt
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TRAHSLATION PROCESSES 1N mﬂTHEMAT]CS EDUCATION
Claude Janvier

Dept. of Mathematics, Université du Québec & Montréal, Qué. Canada

in addition to the usual (but too often overlooked) geometrical figures which

in many respects are-abstract, 'the repertoire' of modes of representation is
extensive: Yenn diagrams, tree diagrams, Cayley tables, arrow graphs, flow
diagrams, cartesian graphs... as weIIAas letters, numerals in various positions,
-brackets;... (Bell, A.W., 1876). Even from a pedagogical point of view, most
text-books today make use of a wide (if not wild) variety of diagrams and
pictures meant to promote understanding. Everyone certainly agrees that the

use of symbolism in mathematics thinking is fundamental.

However, particular uses of symbolism appear generally to be overlooked,
namely: the translation processes. By a translation process, we mean the
psychologigal processes involved in going from one mode of representation to

another, for example: from an equation-to a graph.

In recent years, Lesh (1979) points their importance in real problem solving
and Burton, L. (1979) in an inventory of problem-sclving skills mentions the
notion of transiation in her list. Burkhardt,-H.*'(197]) stresses their crucial
role in mathematical modelling. Bell, M. {1379) identifies this fondamental
component of mathemstical competence. Bessot, A. and Richard, F. {(1973)
conducted a rescarch on tree diagrams and graphs. It is nct easy to
repertoriate the literature dealing with translation processes since quite of ten
the idea is tackled indirectly. For instance, researchers concerned with the
notions of models, intuiti§e ﬁode]s (for example, see Fischbein, 1977)
implicitly touch upon this question. ‘ :

We personaly got interested in this toplic in a recent research project dealing

with'the ""Interpretation of cartesian araphs representing situations' {Janvier,

C. 1978),

We have selected seven podinis on which we shall brieflu revont our

 findings in this paper. Duning owr Lakk, we shall Ll thate most

~ points with examples and we invite the participants to share their
expeitence.

% To whom we extend our thanks for the idea. X _ v

i
]
i
+
]
<
¢
bty
e

T T T T T e T P T e S Yy S e e

E P , Siar e UE I e pois g e T
X o e SO D FL I e i M i e SR T
4 S i)



1. The question of civing names

If we limit the modes of representation of variables to four, namely: verba!
description, table, graph and formula (equation), we can represent translation

processes in the context of handling variables by a 4X4 table.

TRANSLATION PROCESSES

i e S
TF Situations, i ) L
I . Verbhal Tables .Graphs ... |Formulae..
From Description
_..Situations _i
_ Verbal Sketching |Modelling
Description J
' Tables Reading ir Fitting f
. ' e Curve
Graphs Interprgtatlon Reading Off Fitting
= Formulae Parameter Computing Sketching
Recognition

The reader most probably feels a little uneasy about how a few cells were
filled in, or about the names given to a few processes. He is kindly invited
to fill those cells from scratch and discover the source of his hesitation. In
facf% the quasi?impossibility of defining (at least uniquely) a few processes
Jir{;;§”¥}oﬁ-tﬁé_flf-aéffﬁéd context in which a particular translstion is
achicved. Despite this ]imitafion, this array is very useful in that it gives
a total picture of the question and helps us to single out and illustrate a

variety of its aspects. . 7 g

e

The reader has noted that we did not fill the diagonal. In fact, such

processes exist which we couid call transpesition.

2. Direct or indirect?
Let us simply look at a sub-table for the time being (setting aside the

verbal description, sometimes of situaticn).

.’4
>
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TRANSLATIOY PROCESSES

To Situations,
Verbal © | Tables Graphs ~  |Formulae' '

From Description L ' )

. 1 i
Situaticns
Verbal
Description
Tables | Fitting

h Curve'

iGzaphs 1Fitting
Formulae

e o

m.I

As you notice, a few arrows are now added to account for alternative ways to
achieve translations. More precisely, these arrows indicate that the
translation '"'table *» formula' is often carried out as "table g;aph > formuta"
and "formula =+ graph”_as Nformula * table * graph”. Actually indirect
processes are substantia}ly different than direct ones. A study of several

mathematics programs has showed that they exclusively develop the indirect

version of many processes of the tables, Could we do otherwise? Yould it be
& o omlleo |a
worthwhile?

\
L

3. The source and target paradigm

w. A translation involves two modes of representation. For the modes equation
and graph, for instance, we have the translations: "graph * equation' and
"equation > graph'. To achieve directly {(and correctly) a given transiaticn,

one has to transform the source "target-wise' or, in other words, to look at

it from a “"target point of view'" and derive the results. For instance a graph

has to be examined equation-wise (with respect to its equational features).
This simple comment suggests teaching strategies as well as points to the

importance of the inverse process (which we prefer to call complementary) which

_is symmetrically located with respect to the diagonal. In fact; our research

suggested that processes were best developed in (symmetric} pairs, in our
case: '"graph * verbal deséription“ {interpretation) and “vérba] description
“* graph’' (sketching). This principle is already applied by those teaching
methods of foreign language which stress '"listening' and "talking'' in language

laboratory.

*
w




L, The role of language

We have just stated that the source has to be examined 'target-wise' but our

research results equally show that in the process language or words play a

central role.

Actually, we noted that verbal tegs were given to the relevant

elements and the execution of the process was carried out through an efficient

Handling of those verbal tags.

In a wey, source ans target were verbally

simplified. Even in a !'graphicail context', the speech appeared to be essential.

5. Application to the teachina of music

Clearly, this type'of'analysis can be applied to other areas of mathematics

(proportion, arithmetic operations...} and other domains of education. We

shall take very easy examples of a process

related to a single note.

involved in music, namely some

We shall distinguish four modes of representaticn

of a single note: the sound (vibratioq in the air), the act of playing it

(position of'finggf(s), body...), the name of the note (ex.: A or La) and its

written symbol on the staff. We can consider then all the questions posed so

far en the fo]low{ng tabie,

TRANSLATION PRGCESSES

]

Symbol on

To Vibrating Pléyed note Name of
note (action) note staff
fFrom
Vibrating Play by Tell name
note ear of 2 note

Played note
{action)

Name of
note

Symbo! on
staff

Read. music

a) You see that we have not given names to all cells!

b) Play by ear:'vibrating note {heard) + played note (act?on)”is'a direct

process. For many, the process [s often impossible or scmetimes achieved
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indirectly: ""wibrating note * name o! & note * played note'’,
¢} Traditional teaching method stresses the process ''name of note > played
rote' while the Suzuki method is based on the process ‘'vilrating (heard)
1

note * played note {action)

d) Lock at how inverse processes are interrelated!

6. More complex thinking processes in mathematics education

This section states opinions rather than research observations.

We believe that the study of generalisation, abstraction, proof,

symbolisation... could be made more meaningful if they were considered as made

" out of basic translation processes.

The study of intuiticn should equally gain from using the "translation process''’
framework. We believe with Fischbein that intuition are based cn schemas,
_verbal déescriptions... which are implicitly used in action. We think ‘that the
development of intuition is often related to the development of processes )

which are subsumed and later called into play.

7. Translation processes and curriculum designs

Using the idea of translation processes inveclving variables, we carried
*
out in our Ph.D, dissertation (Janvier, 1978} ‘a comparison between two
mathematics programs which proved most_interesting as for the imgprovements it

___suggested. Translation processes for other topics could be used fruitfuily.

CODA (only to be discussed next year)
Lately, we have been studying the question from different points of view.
__To answer the question: "Is there anything behind all those modes of
-representatioh?“, we are inquiring about answers semiology {science of
meaning} could give. Also, since each mode has iégfgﬁt}}nsic level of
complexity, we wonde; how the theory of information and the idea of entrepy

could help out.

e

* .
Subsidised copies can be obtained from the author for $10.00.

-
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Par M Ci ude Janwer profeaseur de dsﬁautﬁque des mathemdt:ques a

PUQAM.

- Les enseignants en sciences des niveaux secondaire

et collégial dénoncent régulizrement Vincompétence de
leurs eleves en mathématiques. M&me ceux qui songent
a rempiacer las équations par les graphiques ne sont
guére plus enchantés, « Les étudiants ne savent pas lire
tes graphigques » entend-on censtamment d'enseignants
désenchantés, Hl convient, tout de méme, de souligner
que lutilisation plus généralisée de graphiques carté-
siens dans enseignermeant das sciences estune tendan-
ce plutdt récente. Qu'on se reporle & un passé encore
récent (15 & 20 ans) pour censtater Pexclusivité de la
formuie et del'éguation cu de la description verbale dans
Fétude de phénoménes ol une « explicaticn » graphique
aurait pu simplilier la présentation. Malgré un recourt
plus systérnatique aux graphiquses cartésiens dans les
manuels de science daujourd’hui, peut-on alfirmer
capendant gue ia situation s'améliore ?

LA RECHERCHE DONNE RAISON AUX ENSEIGNANTS
EN SCIENCES.

"~ Une étude, effectuée en Angleterre par D. Kerslake
Voir (1) auprés d'environ 1400 élaves des niveaux
secondaira* 11, )1, IV et dont les résuitals sont, dans les
grandss lignes, confirmees par des travaux parsonneis,
montre &'quel point les élaves ont das difficuttés avec las
graphiques cartésisns. Notons gue, dans 'ensembie, tes
taux de réussite {pourcentage de bonnas réponses) des
trois niveaux pour chaque question, dlitferent rarementde
plus de 10%, les éleves de secondaire i| étani occasion-
nellement meilleurs.

Lecture point par. point
Le- seul type dexercice que les éleves mailrisent
varitablement {taux de réussite 90-25%) est celui qui
consiste & fire un graphigue point par point, ou bien a
porier un point dans un systéme d'axes. Cependant, i faut
“que le probléme metie en jeu des variables familiéres ou
. encore gue le graphique représente un phenoméne
simple, car si le point est donné {ou exige) sous forme de
couple, les inversions peuvent atigindre jusqu'a 33%. Les
laux de réussite {tr) dans ce type de probiéme mais

* 'école primaire en Anglsterre commence 3 5 ans et dure € ans.

impliquant des nombres décimaux sont aussi de beau-
coup inférieurs a 290%.

Equation, pente, droite

Les questions reliées & ces notions ont das Lr. lamen-
tables. Par exernple, porler des points dans le plan
cartésien a partir d'une équationtelle quey =2x + 3 aun
Lr. de 40% (en sec. IV) et 25% (les aulres). Trouver des
€quations simples a partirde graphiguss (au programme,
en Angleterre)auntr.deb% (x+y=2)420% (y = 2x). Les
relations entre, d'une par, la notion da pente at, d'autre
pari, les triangles semblables ou le parallélisme donnent
des tr. de 5% & 10%. ' ’

interprétation

Maineureusement, Idée de taux de variation d'unes.
variable n'est pas véritablement abordée dans le quas-
tionnaire. Lorsque {on demande d'écrire '« histoire rela-
tée» par un graphique, il arrive fréquemment gue les
éleves confondent les vartables el se jaissent disiraire
par divers facteurs. Par exemplg, les &léves interpritent
souvent lg graphique suivant, qui denne la distance
parcourue en fonclion du temps, de la manigre suivants
« On mcnte une monfagne, on dascend et ¢n remonta ».,

A DisTANCE

GRAPHIQUE 1

&
[ /’

/

Sur cetle question en particulier, D. Kerslake conclut :
Dans l'ensembile, plus ofeléves ont une conception fausse de

ce graphique qu'une bonne.

TEMPS

A

i Lorsguun seul pourcentage est fourni, il s'agit du pourcentage médian
{arrongdi a 5%) lorsque I'écart enire les 1rois niveaux est moins ge 105,
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On peut dong affirmer, & partir de ces résuliats, queles
critiques formulées par les enseignants sont tout & fait
fondées surtoul si 'on considére que i'étude, dont on
vienlt de présenter les résultats, se restreint & ce qui
appartient aux programmes de mathématiques des
piveaux inférieurs 4 secondaire V. Un travail de recherche,
réalisé récemment {voir [2]), nous a permis de constater
qu'il existe une inadéquation manifeste entre les pro-
grammes de mathématiques (parlout a travers te monde)
et I'utilisation que I'on fait des graphiques cartésiens en
sciences. :

LES GRAPHIQUES CARTESIENS ET LES SCIENGES

Les types de graphiaues.

Uélude des graphiques en mathématiques se résume,
" en pratique, aux représentations des équations et fonc-
tions - avant secondaire V,équations de la droite et de la
parabole ; en seconcaire V, fonctions expenentielles,
logarithmiques et trigonométriques (surtout). Bien
entendu, on aborde 16t au niveau secondaire les dia-
grammes circulaires (pie-chart), les diagrammes abatons
et les diagrammes & lignes brisées (trend graph ou line
graph). Cependant, on ignore les représentations de
variables continues, comme le graphique suivant gui n'a
sa place nulte part ab niveau secondaire en mathémati-
ques. :

af T
Bk P
21T GRaPHIQU
Ll e —
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. Quel est le poids moyen des gargons Egés de 9 aps?

2. Quel-esz le polds moyen das filles 3gdes de AT GDFT ereromceeesasnanas
3. A quel Gge les gargons ont-ils un poids moyea ’
P e e A P T e R
4. A guel 3ge les filles Dnt—el-les ua molids moyen
supériear B 20 ky? teiaimrerssasenass

5. Quand les filles pesent-elles plus que les BATGONS? censcunsecnmmaneny
b e combien de kg le poids moyen des filles avgmente-t—£1
entre 1 ¢t 8 ans? '

7. Quand les gargons gagnent-ile duw poids le pius
rapidement?

Nous avons désigné sous levocable de complexe Ces
graphiques ne représentant pas une équation simpie ou
encore n'élant pas constitués de segments de groite.

Caractéristiques globales : habiletés et activités qui
y sont rattachées.

Notre élude nous a égelement permis de constater

que, m&@me dans le cas de représentations graphiques
de fonctions plus avancées {en secondaire V), les pro-
grammes de mathématiques, dans 'ensemble, negligent
dans leur contenu ce que nous avons appele les caracte-

ristiques graphiques globales. Nous designons, par cetle.

expression, ces caractéristiques qui sontratfachées a un
intervalle ou bien qui exigent, pour &tre appréhendées, un
provessus qui dépasse le «point-parpoint» ou, plus
précisément, une perception ponctuelle. En voici une
liste abrégeée . .
B intervalle de croissance
maximum et minimurn

@ intervalle ol une variable est plus grande qu'une
constante donnée '

cycles et péricdicité

taux de variation constant

changefﬁem dans un taux de varations
interpolation, extrapolation

plusieurs courbes sur un méme graphigue

EES@AN

Ces élémanis peuvent, cocasionnellement, appardilre
au programme mais, rarement, donnent-ils lieu 2 des
activités d'ordre graphique.

A chaque caractéristique globale correspond un
cartain nombre d' habiietés telies : évaluer, « approximar»,
délecter, comparer... habiletés courarmment ulilisées
dans linterprélation de graphigues. Par exempie, dans
les courbes de croissance des eniants préseniées ci-
contre, on compare deux courbes : on peuttrouver quand
les filles pesent plus que les gargons en moyenne, quand
le poids moyen des gar¢ons augmente de iacon cons-
1ante, quand a lieu la poussée de croissance chez les
fitles... :

De pius, la liste’ des aclivités mathématiques {des
programmes) rattachées au tangage graphique est
excessivement limilée. Signalons quelques omissions
graves. Tracer direciementi (el non pas peint-par-point, e
anglais :.sketch) le graphique d'une fonction dont on
connaitla formule, ou bien e graphigue d'un phéncmene
décrit verbalement ne fait quetrés rarement l'objet d'exer-
cices (en général, jamais). Egalement, on ne demande
jamais aux éleves de trouver direclement, réguation
correspondant & un graphique fourni, trés rarement, de
décrire en mots une relaiion enire variables présentée
graphiquement.




Techniques de lecture.

- Le genre de graphiques utilisé en sciences comporie
des graduations et des échetles auxquelles les cours de
mathematiques n'ont pas rendu les &laves familiers. En
effet, d'ordinaire en mathématiques, les axes sontgradués
simplement (une division égale une unité) et ies écheiles
sur les deux axes sontles mémes. Les deux axes sonttrop
souvent presentés sans quadrillage et rarement ce quar
drillage, quand il apparait, comporte-i-il des lignes pius

epaisses pour factliter la lecture. Non seulement, alors, ia

grande majorité des étudiants que nous avons interrogés
{Sec. I, 11 et V) utilisent-ils une lechnique de lecture
« point-par-point» mais, de plus, ils doivent revenir aux
axes pour évaluer abscisse ou ordonnée plutot que
d'uliliser efficacement le quadriliage (comme pour
évaluer les accroissements, par exempie). Rares sont
égalemeniiesétudiantsquiIisentd'embléeungraphique
en termes relatifs (en utilisant les mols ; plus, mains,
beaucoup..), l'enseignament leg préparant plutdt & lire
chague point et & fournir une valeur.

UN PLAN D'ACTION

Cette énumération de faiblesses chez les élaves go
veut plus une mise au point de !a situation qu'une
recrimination & 'endroit des enseignanis de mathémati-

ques. Bien entendu, nous croyons qu'a la fois program-.

mes el méthodes d'enseignement en mathématiques
devraient s'ajuster. Cependant, nous sommes d'avis que
ce sont les enseignants en sciences qui auront & faire fe
plus gros pas pour remédier a Ia situztion. lis ne peuvent,
a cet egard, adopler une altitude zitentiste face aux
enseignants de mathématiques car Faporentissage d'ha-
biietés graphiques décrites ci-dessus ne peut se {aire
qu'a partir d'un cadre expérimental donnant tn sens aux
syrnbolisations graphiques.

Soyons plus explicites avec deux exemples. Il existe,
bien slr, des régles (ou recettes) pour trowver les échsiles &

* utiliser pour constuire un grachique approprié ou encore

pour fafre passer une courbe par une série ge points. Mais,
tant etaussilongtemps que I'Studiant n'aura DAas donnéun
sens a expression « graphique approprié » et & la « courba
mayenne» qu'il race, la régle risque de s'évanouir. Qui
d'entre nous, dailleurs, utilise autre chose gue son Hon
sens ? Ces deux bates noires de lulilisation des graphi-
ques en scienges retévent plus de la compréhension que
de l'application aveugle de regles mystérieuses.

UNE APPROCHE « LANGUE PARLEE »,

La fin de cet article relate quelques expériences
d'enseignement ¢ue nous avons teniées en 1978, avec
des enseignants en sciences de Bingham {Angleterra).
Nous travaillons présentement dans le méme esprit &
fecole Pierre Brosseau de Brossarg. Ces expeériences se

sont déroulées au niveau secondairel dans des classes
de « Combined Science», un cours multidisciplinaire aui
ressemble & «Introduction aux Sciences Physigues»
mais auquel se mélent écologie et technologie. Uappro-
che utilisée est essentiellernent expérimentale, comme
on le constatera dans la description des experiences.

Fonderments théoriques et pédagogiques. _
On se rappelle guautant linterprétation de graphi-
ques gue le tracé approximatif (sketching) de graphiques
représentant une situation reposent fondamentalement
sur 'élablissement et Marticulation de correspondances
eatre des caractéristiques graphiques giobales et les
particuiarités situationnelles qui leur sont associées.
Nous avons précisémeant retenu une approche i 'ensei-
gnement des ‘graphiques qui permaet, aux &tudiants,
d'établir de telles correspondances. Nous avons done
lenté de créer un environnement riche qui leur permette
de «parler» un langage graphique chargé de sens. Notre
tache consiste donc a imiter te processus d'acquisition
d'une langue maternelle qui se déroule en méme temps
queladécouverie par'enfant de son miliau. Comme le dit
le pédagogue Decroly dans [3]: N
«la mére, sans aveir recours & zucune méthode
consacrée, avec 'aide de fentourage de I'enfant
-apprend a celui-citoutes les difficuliés de i tangue
8ans songer a analyser ou i sérier las CXErCices,
elle se fail peu & peu comprendre et imiter. »

Description générale de 'aporache

Lesleconssedéroulentdars unlaboratoire descience
équipé de rétroprojecteurs, Les éldves sont divisés par
groupes de treis environ. Chague équipe ast munie d'un
aceétale spécialermneant préparé pour chague expérience. Plus
précisément, on retrouve imprimés sur chaque acétate
un guadriilage ainsi que des échelles surchague axe qui
sont appropriées a l'expérience (il N2 ki -mancue que ia
courbe). Les équipes partent chacune syr Facéiate iag
résultats de leur expérience {une série de poinis) avec
des crayons fautres & encre soluble de coulewrs différentas.
Quand 'expérience est terminés (et les Gourbes complé-
tées), if devient alors possibie de comparer les courbes
obtenues par superposition de 2, 3 4_. acetates selon le
cas. C'est ainsi que 'on peut facilernent faire ressortir les
differences et les ressembiances des courbes qui sont
atlribuées, soit aux jois scientiffques €N cause oy aux
conditions initiaies différentes, ou encore aux erreurs
commises durant 'expérience. .

Objectifs .
Notre approche fournit aux éiéves de nombreuses
occasions de saisir les graphiques dans leur totafits, de
percevoir faurs caractéristiques giobales en fonction da
particularités du phénomeéne étudié. Elle favorise cgale
ment ces mouvements d'aller-retour entre le graphique et
lasituation. Onyretrouve doncles conditionsappropriées
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quiconduisent au développement des habiletés retiges a
finterprétation, au tracé et a la lecture de graphiques
représentant des phénomeénes. Soulignons également
que, sans poser 'epineux prebleéme du choix des echel-
les,la méthode favarise untravail riche et efficace sur des
graphiques significatiis.

Mais, tout comme pour I'apprentissage d'une langue
maternelle; 'eleve en arrive simultanément & une meit-

leure connaissance de son milieu au fur et & mesure que-

ses possibiliiés d'exprassion s'affinent. Notre approche
vise dong, également, & permetire-aux éiéves de décou-
vrir et d'approfondir les lois ou faits scientifiques reliés a
l‘expéri’ence en cours. Comme e souligne e scientifique
russe N.M. Bergerdans [4]{noustraduisons delanglais) :

« L'utilité de la méthode graphique pour lensei-
_gnement de la ‘physique est. en général, bien
“connue-Grace 2 son utilisation, les relations fonc-
licnnelles entre fes paramétres physigues peuvent
&tre visualisées, le laux de variation d'une variable
en feoction d'une autre peut ére estime el l'essence
méme de concepts physiques peutétre expliquée. »

Bien entendu, pour nous, cet énonceé s ‘applique aux
sciences en géngrat et non seulement & la physique.

Finalement, ces expériences favorisent aussi le déve-

lopement de nombreuses habiiités de manipulation.

propres au travail en laboratoire.

_TROIS EXEMPLES

Méme si le champ apparait vaste, le choix d'expé-
riences appropriées peuts'avérer délicatcaril faut s’as-
surer qu'elles nous fournissent une bonne vari¢ié de
graphiques, gu'eliessuscitenil'intéréides éleves eigue
les raisonnements sous-jacents scient a leur portée.

A -

"Il est tout d'abord possible d'utiliser une expérience
dans laquelie ondemande déja aux éleves delracerun
graphique. On peut alors y appliquer la technique des
acetates aprés s'étre assuré gue fon oblient une « bonne »
famille de courbes. C'est un peu ie cas pour I'expé-
rience qui consiste a examiner la température de ia

~-naphlatine qu'on fait passer de Vétat liquide a état
sotide. {(2® exemple) H est quelquefois possible de
regrouper diverses petites activités de manipulation
pout faire une expérience sans grande prétention scienti-
figue mais qui s'avere stimulante et rentable pour les
éleves. Cest le cas quand on porte Peau & ebullition
(1er exempie). On peut aussi laisser libre cours 4 son
—imaginaticn et découvrir comment il est difficile de
prévoir 'enthousiasme des éleves en leur proposant
d'observer comment varie |a hauteur d'un liquide dans
un récipient de forme étrange lorsqu'en e rempiit.
(trogszeme exemple) Nous avons égatement, dans nos
expériences, proposé aux éleves de faire refroidir de

l'eau bouillanie en faisant varier ie conlenant et ils ont
aussi mesuré commeni varie la longueur de toules

sorles d'élastiques en y suspendant des masses de
100q.

Faire bouillir de 'eau
Description générale

- Chaque groups recoit un bécher rempli de 250 mi
d’'eau. On fait chauller cetlle eau et on lit e thermomeétre
2 loutes les 30 secondes. Lorsque c'est la premiére
expérience, Fenseignant porte quelgues points fictils
sur acélate projeté grace au réiro-projecteur. Quel-
ques éleves sontinvités a {aire de méme. L'enseignant
previent les €léves qu'itlautsepréparer avant d'allumer
le bec Bunsen, ne pas retirer lethermomeétre pour lire et
biasser réguligrement. ‘

Discussion et analyse

- Selontoutevraisemblance, les courbes auronttoutes
une forme semblable, 4 savoir elles montent toutes
pour, enfin, plafcnner progressivement vers 100°. Voici
trois des courbeas obtenues,

A

TEMPERATURE (eC) ,
oo+ - —_‘_-—'—"‘?:},;._F_,_-E::-—-—“. —
90 +
80—+ s
704 NOIR ~“FOURPRE
60 1 ﬁ”hf ‘
50 GRAPHIQUE 3
40 J /ROUGE
30 a//
20 -
10+ TEMPS (min)
4+

0O 1 2 3 4 5 B 7 8 9°10

Evidemment, le plateau & environ 1002 ne passe pas
inapergu. Ce fait peut entrainer plusieurs sujels de
discussions ieis que : la vaporisation, le changement
d'état, te role de la pression atmosphérigue (aipinisme,
machine & vapeur) calibration des thermomeires.. Les
guelgues « plateaux » Gui « oscitlent » peuvent étre cri-
1iqués. Aremarauer que plusieurs greupes par« wishiul
thinking », en inclinant l& thermométre ou autrement,
peuvent lire jusgu’ a 1030 pour tinalement se rabattre &
1009, 101°.

Uinclinaison de la montée atlire zussi Pattention.
Evidernment. on a 12 un des objets de discussions les
plus importants car o'est a ce moment Gue se construit
1a notion de taux de varigtion. Pour misux faire voir celte
idée, on peul «&iudier» ie graphigue a laide d'un
escalier {technique de fescalier) en montrant que les
marches sont d'zbord de la méme hauteur et gu'a la fin
elies deviennent de plus en pius petiies jusqu'au piatea.

B




GRAPHIQUE 4 .
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~Les éléves peuvent découvrir que 1a pente de la
section droite dépend de la chaleur de la flamme
utitisée (tous les groupes ont 250 mf). L'utilisation d'une
régle en plastique transparente permel de « rectitier» les
courbes qui- comportent inévitablement quelgues
bosses. On peutalors migux cornpareries«inciinaisons »,

Hy a toujours les courbes spéciales dont il faut
s'occuper : celles qui n'ont pas de plateay, celles gui
comportent des erreurs flagrantes de lecture de thermo-
metre (lecture en retard, thermomatre retiré de leau). En
general, Fenseignant aura ferméa leg yeux sur gusiques
erreurs dans le déroulement pour obtenir gueiques
Courbss « intéressantes ». ‘

Faire refroidir de Ja naphtatine fondue
Description générale

Chaque groupe d'élaves receit una éprouvatie con-
tenant déja une quantiié de naghtaline {differente pour
chague équips). Ils font chauffer cetie Bprouvelie dans
un bécher contenant de leau amenée ébuliftion.
Lenseignant leur indigue, tout ’abord, comment procé-
‘der et présente les acélates si nécessaire, Il faut éviter
que ia naphtaline entre en contact avec Ia flartmme : elle

peut s'enflammer. Lorsque Ia naphtaline est fondue, on’

tetire 'éprouvette et l'on note la température toutes les
trente secondes. En plus de porier ces résultats sur
facélate, on indique, 2 coté de chaque point: L, Sou /s,
selon que lasubstance est liquide, sclidecu tes deux, Ala
fin de l'expérience, on n'essaie pas de retirer la thermo-
‘mélre de la naphtaline solide.

Discussions et analyse

La superposition de quelques acétates permet de
Caractériser chacune des courbes obtenues. Elles
descendent toutes pendant un moment, restentau méme
niveau (ou & peu prés} pendant un instant et puis
redescendent. Commeta ditun éléve: « Elles sonttoules

i P N T i I
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collées tes unes surles autres entre une et trois minutes »
{pour un choix particulier de courbes). Voict quelques

courbes.
TEMP,
=P ‘ * GRAPHIQUE 5
gg 4+ 0
™
85.1
80 |
755
70
65 |
60 |
55 .
50 1 \\._\“M-t
45 | \:?;P
40 g
35 - TEMPS (min)
A1 —— —l'—l—l—f' 1—‘—"4—[ —'—r'hJ
012345_678910

Quelques questions surgissent naturellement. Pour-

quoi les plateaux sontils A la méme hauteur ? Pourquei
certains plateaux sonit-ils longs, d'autres couris ? Quelles
sont les éprouvettes qui se sont refroidies le plus rapide-
ment? Serefroidissent-etles toutes de la méme manigre 7
Icl, # est possible de faire une étude de gquelques courbes
en utitisant la fechnigue de f'escalior : les marches davien-
nent de moins en moins hautes. Parmi ias quelgues cas
spéciaux, ily en aura sans doute qui auront oublié leur
« L»el« S» Evidemment, le professeur trouve ici un cadre
idéal pour expliquer la notion de point de fusion. Mais il
ne faut pas cublier que celle idée est trés absiraite, Les
eléves voient plus, dans cette expérience, un « point de
solidification ». Cetiz expérience s'avirs tras intéressante
pour fenseignant car elie jui permet de constater
comment les concepts de chaleur, de température et
d'énergie sont abstraits et conflictusls et elle lui permet

aussi d'en observer ies premigrs développement!s chesz -

les éleves.

Remplissage de bouiellies*

. P - v
Description ganérale -~

Chaque groupe recoit différentes bouteiltes et deux
acetates. Surun acéiaie,iipréditI_acourbederemplissage

et sur le second, il vérilie en remplissant 12 bouteille de
guantités égales de 50 m! df'eay, Pour plus de précision,

fes éleves utilisent un cylindre gradué el une pipetie. -

Avant de lancer les groupes & Paction, Fenseignant met
les éléves sur ia bonne piste en ragant la courbe de
remplissage d'un bécher. Aprés avoir poné sur l'acétate
queiquss points qui sont alignés, tout le monde prévoit
que la courbe sera une droite. Quand Fenseignant
demande de prédire ia courbe da remplissage d'un
bécher & section plus grande, les opinions sont alors

* Celte expérience est inspirés dy programme LOW.G,, voir [3).
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partagées, «Ca monte plus vite, parce que c'est plus
gros » entend-on chez plusieurs. Aprés quelques com-
mentaires, tout le monde est vite cenvaincu que e
graphique « monie droit » et moins vile que tout & I'heure.
C'est alors que chaaue éguipe démarre l'expérience. Elie
a en main difiérentes bouteilles. -

GRAPHIQUE 6 |

““Voigi qguelques prédictiohs formulées pourleitacende

{orme conique (Erlenmeyer) avec lequel on commence. )

- A HAUTEUR (o),
20 + '

19 4

154
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A6 1 o

156 -
14

131
12 +
J1 1

LC.

GRAPHIQUE 7
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Comme on Ie coﬂs*ate plusieurs équipes ne peuvent
se départir d'une prédiction linéaire, peu importe laforme
de la bouteille. Mais it y a pig, quelques équipes refusent
deformuierane prédiction car les éléves ne veulent pas

dessiner de mauvais graphiques ni faire des erreurs. |l
faut un certain temps pour les convaincre.

Analyse et comparaison

la technique de l'escalierioue un réle trés important
dans l'analyse des graphigues oblenus.

/ang!eme\
évasement - __J Feay monts de

plus en plus

lentemnent

GRAPHIQUE 8

I'eau monte de plus
en plus
rapidement

En plus de comparer ies prédictions et les graphiques
obtenus, on compare les prédictions entre elies. Trés .
rapidement, se dégage lidée qu'il faul comparer les
tormes beatcoup plus que la hauvteur des graphiques,

Commentaires généraux sur les expériences

1t faut prévoir plus dune période de 50 minutes pour
réaliser ce genre dexpérience. Deux périodes jumelées
fournissent asser detemps pourcremplir » les acélates &

rganiser une discussion fructueuse. Dans cerlains cas,
on peut relancer l'expérience aprés une premlere dis-
cussion comime avec les bouteiiles cu les élastiques
quon étire. Les éléves peuvent &lre alors invilés &
apporter leurs bouleilles et leurs élasliques.

Lors des premiers essais, il est apparu rapidement
que, malgré Fintérét des éieves, il manguait une pariici-
pation personnelle exigeant un minimum de refiexion;
bref, une occasion de faire une synthése des connais-
sances acquises dans la discussion. Nous avons donc
congu une série d'exsrcices de synthase qui accompa-

4 HAUTEUR .
i {  GRAPHIQUE 9 i
i | BOUTEILLE X
i " BOUTEILLEA ||
L e -’ :‘“"
e BOUTEILLE
g i ;
T 5 |
i VO LUM E {cm2y
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_gnechagueexpérience. Nous croyons que ces exercices
sont nécessaires alapproche décrite précédemment En
voici un tres intéressant mais qui s'est avéré trop difficile
pour la majorité des éléves de douze ans. {graphigue &)
Ce graphique donne la courbe de remplissage de la
bouteille X dont ia forme est fournie & droite. Il donng
aussi la courbe de remplissage d'une autre bouteille 1 la
bouteille A. Trouvez le volume &t 1a hauleur de chaque
bouleille. Tracez la forme de la bouteille A par-dessus i
dessin de la bouteille X,

EVALUATIQN DE LA « TECHN%QUE DES ACETATE.,; »——

. Soulignons tout d’abord que 'efficacité de a «techni-
que » dépend du niveau de préparation des enseignants
ainsi gue de larégularité avec laquelle elle est utilisee. En
pratique, la préparation matérielle des acétates requiert
du temps. Par ailleurs, une gestion efficace des activités
des eéquipas exige une bonne connaissance préalable

“du genre de graphigues que 'on peut obtenir. En eftet,
comme toute ia discussion porte sur les graphigues
obtenus, elle sera d'autant plus rentable gue Yon dispo-
sera d'une collection «intéressanie », ta question est de
savoir ce gqu'est une collection «intéressante », car elle
permet & Fenseignant de fermer les yeux sur cerlaines
erreurs expérimentales typiques et elle lui permet égaie-
rmant de planifier un scénario de présentation des acéta-
tes lors de la discussion, scénario qui est oin d'élre
unique. Le déroulement de la présentation peut méme
permettre de calmer les groupes tes plus turbulents, sion
recourt au bon moment a leur acdtate. La discussion
entre collegues permet de se familiariser plus rapide
ment avec la famille des courbes poteﬂtielles et les

-raisons de leurs bizamreries,

Méme si l'approche fut expérimentée par des ensei-.

gnants qui tutiisaient pour ia premiére fois et dune
manitre ponclueile (expériences concenirees sur quel-
ques semaines), I'expérimentation futun succés. Drabord,
en ce qui concarne 'utilisation des graphiques, la classe
“expérimentale &4 bien des égards a fait des progres
significatits par rapport a la classe temoin, démantrés par
des pré-tests et post-tests. |l nous estappary cependant
que l'approche purement langue pariée aurait avantage &
étre complétée par un «compiément grammiatical» qui
pourraii &tre présenté dans ies cours de mathématiques.

En utilisant les graphigues complexes construits en

sciences et d'autres développés dans leurs classes (quok
que le contexte est moins propice  la construction de
graphiques significatifs), les enseignanis de rathémati-
ques pourraient insister sur les ha shiletés de lecture st
d'interprétation. It nous apparau nécessairg, entre autres,
qu'its développent d'une maniére grammaticale le voca-
bulaire aulant frangais guegraphiquerealiéalacroissance
el a la variation de variables.

L'évaluation informelle des enseignants fut trés posi-
tive. Aux dernigres nouvelles, les acétates &taienttoujours
utilisés & Bingham. Les réactions furent a la fois de
satisfaction et d'élonnement: satisfaction devant I'intérat
et l'enthousiasme soulevés chez les élevas, et étonne-
mient face & la possibilité dontils disposent de capter et
garder V'attention des éleves. Uenthousiasme s'explique
bien car les acétates sont « personnalisés » {an ce sens,
ils finissent par porter le nom du chef d'équips) et les
discussions portent sur 'es faits el gestes das éigves.

" Nous avons analysé davantage les conséguences
pédagogiques de celle possibilite de capter 'attention
des jeunes. Sans rentrer dans les détails des théories
psycho-pédagogiques  sousjacenias (consulter [2],
chapitre 14), nous indiquercns brievement en quoi la
recours aux acétates favorise énormément le déveiop-
pement de concepts scientifigues. Premizrement, en
désignant du doigl ou autrement certaines caractéristi-
ques graphigues, 'enseignant peutramener dans 'esprit
des enfants des actions antérieuras, peutieurfaire revivre
des épisodes importants de expérience. Ceci se fait
efficacement car le lien existant entre pariicularités
graphiques et épisodes s'sst révélé fort. I peut donc
misux maintenir fa réflexion sur ces actions aniérieures
en «s'accrochant » aux graphiques. Que Fon pense aux
plateaux dans l'expérience de la naphtaline. Les bouts
plats raménent a la mémoire ces instanis ol fa tempéra-
ture ne bouge pas et maintiennentces moments & l'espril.
!l nous est apparu clairement gu'aucune référence

_verbale & cet épiscde ne pourraitlarendre aussi présente

etstable dans l'esprit des enfants. Deuxieémement, P'étuda
des ressemblances et différences permet une absirac-
fion graduelle de la situalion puisque Tensaignant
dispose, en quelque sorte, d'un ensermble varie dexpé-
riences & parir dugue! il peut enrichir le suppon expéri-
menizal de chacun. il est donc a méme d'élargir ia base
expérimentale & partir de laguelle chacun des éléves
consiruit ses abstractions. :

CONCL' 'b!ON

U'analyse dela complexité des habiletés requisss pour
une uklisation efficace du langage graphique confie

-dong aux enseignants en sciences un rdle primordial

pBoUrson apprentnsqcxge qui, chez les enfants, doit sefaire
paraliélement & la découverte smentiﬂque de leur milieu
et au développement de leur pensée.

Certes‘ plusisurs lecteurs auront eu l'impression qu'a
Foccasion les besoins de lenseignement das sciences
ont pu étre amplifies et que T'expression «graphiques
utilisés » aurait pu se dire« graphiques utilisables » Nous
esparons, en ce sens, avoir bienmis enreliefllefait quetes
graphiques sont utilisés, non seulement pour ransmettre
de linformation, mais gu'ils definissent une fagon de
connatre que ni le mot, ni Yéqualion ne sauwaient com-
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pletement remplacer. Le rble des graphigues comme
movyen ellicace et concis de transmettre de finformation
est souvent privilegié, au détriment de son rdle comme
forme particuliere de connaissance. Nous souhailons. que
cel arlicle serve 2 illustrer ce fait chez les enseignants et
didacticiens tant en mathématigues gqu'en sciences.

Si fes graphigues sont une forme particuligre de
connaissance en sciences, NCUS Croyons que, pour les
mathématiques, ils peuvent servira construire des concepts
tres complexes, comme, par exemple, les notions de
fonction, de pente, de dérivée, de taux de variation, de
variance.. qui, plus fard, seront préseniées d'une maniére
formelie. Tel qu'explicité en [2] (chapitre 14}, nous consi-
dérons gue les graphiques pauvent servir de supports
intuitifs & une utilisation efficace de concepts mathé-
matiques dans un contexie abstrait relié ou non ala
resoluuon de prablémes..

Nous proposons cette approche aux enseignants en
mathématiques et en sciences, sachant gu'elie vise des
objectifs complémentaires et les assurant de notre col-
laboration la plus entiére.
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LE PETIT

... Des expériences faciles et instructives
pour les jeunes et les moins jeunes

LE PETIT DEBROUILLARD
- LE PETIT DEBROUILLARD
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Fabriquer du blanc avec des couleurs. Elever des mz
de magie? Non, fours ge sciencel

66 des mellleures expériences du professeur Scientifix,
réalisables avec un éguipement que 'on peut puiser 8 méme les
ressources domestiques, sans explosion ni halo de fumée. .,

66 {acons de développer Vesprit d'abservation du jeune, son sens
critique et son golt de "expérimeniation.
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expone 7
2'1x% . Andlogament tindrem

A 1'intectf hud hi ha un tipu: de bactirina, ancmenala %i
Bscherichia Coli, encarreg.da de sintetitzur lu vitamina K
( antihemovrlgica ). Aquesta bactdria, quan estd en un cultiu

en condicions apropiades, duplica la seva concentrecid cada 20.
mimtse.
Suposer que cn teaim wia suspensié en un 1fquid amb una

concentrocid dtan milid de bhaebdeion puricmx. Al cap dhon
porfoda dy 20 wionbo T concanberoeld padom proevorre guo TG
de 2 wiliong, i al cap fe dog perfiodes de 4 miliong. En canvi,
20 minuts abons la concentracid era només de mi; nilid, i dog
perfodes. abuns 4 ' wn quart de milié.

a) Completa la taula segillent considerant els vulers nepetiug

de la x com a perfodes pavuats.

x {temps expressat

en nombre de perfodes) -4 3 -2 ~1 0 1 2
y (concentracid en ni- 2 1 2

lions ge bactéries

per cm -

b) Representa la funcid corresponent a la- taula anterior.
Aqdﬂst grafic el necessitarem durant tot el tema; és per

aixd que cal fer-lo b4 (millor en paper mil.lim uﬂat).

agafa per unitats. 4 cm en 1'elx dfordenades i 2 en el d'abscis~

SeSs o

¢) Intentarem %rdbfr ara la férmula d'aquesta funcié. Observa
els valors de x positius de la tauls i veuridis que la funcio
corresponent és una progressid geométriqao Quina ég la buse
d'aguesta funcié? Escriu la seva férmila:

py— g 'Y

d) Si obuerves la taula f{-1)s % . Si volem nanitenir per als

nts negatius la férmula £{x)= 2%, haurem de convenir que

X - lectura 2 la taula segons la férmula.
0 £(0)= 1 | 29

-1 £(-1)= % __ 1= %

-2 £(~2)= 1/4 o2 1/4

-3 £(-3)= 1/8 ) 573~ 1/6




' ] ran inierds
. ma B.l te un gran ange
La funcio exponencial estudiada al probim_n B; rtssié?’adis%iﬂws
& ° N ; 3 J b
practic. En efecte, si construin la taula que ens dona la p
] : e ' .
algades x, podrem wtilitzar-la a !mrc‘.c:fs-J \at de Patmosféra (i prescinding
. A0 : %
ix1, concixent b nres ¢n un punt 4o i
Aixi, coneixent la pressio . inhir) podrem, migjanga
. . . ; 2 yoden indhir) poc >
R e R (e Z rat r‘:.éfifsi al nivell de la mar.
‘ acrat,
g talsrer (s a del punt cons i "aleada
arometre, saber l'algad | . cctament Palgada,
un b Els altinetres barométrics son aparells que donen ds_ra_cilﬂ:t.n iy
Els ¢ & reciAT Acompleixen
- nt-se en la pressio, £ e
o : al nivell de la mar, basa n A nistes.
e fa navepgacid aéria i son moit utilitzats pels C"CFE'S‘:’ oy
Y rtant en ia “E4 ] eveopl a. Es trac
lmPOH ltimetres associen, doncs, a ‘cada pressid una algad 2 ésla o
is alt : , I o e A 3
fa funcio inversa de la luncié exponencial, I_"ua t-c:L. Iari;:mvés
‘.(-1 que la de la funcid exponencial, perd ”Cg!} a‘a Et el eaclous daian
h - AQ1x'esta funcio, lanomenarem Juncio logaritmica. En inversa sera la
L1 base 0,9; la seva inve
5 nsiderant, la funcio exponencial era de base 0,9; la s
§ CO s : N .
> i s i, s’escrin
i |[funcid fogaritmica de base 0,9 S

i

x = y=logyx

: itme de b e X.
i es Hlegeixs p es ¢l logariime de base 0,9 de ST S
Aquesta funcid déna I'algada ¥ que correspor

g _ . -
:') Compleia la tanla i dibuixa da graficy corresponent .
0 123 1,
. { 10 en atmosf) I 0,66 0.73 0,81 0,90 1,00 1,14
x {pressi .

-

fog o & (alyada cn kin) l -

i . i0 inferior 2 0,5 atmosferes? .

. s o era Ia pressio inf cr .
: et o al#ada S } . Wi angan! una finx
)?L u::lsl cas, (i€ sentit unir efs punts dedp gralfice mitjang

b) kn ag , _ .

continna? Justifica la resposta.

L]

e

; ¢} Quin és ¢ domini d'aquesta Tuncig?
: d) Pot ésser nulin la pressid atmosfeéricy?

A quing aleads?
Es important que rem

Vet ot
- N . ‘o
Arquis que latmosfera ng Susk Gxactamem en
aquesta descripeis, puix que si fos aixi, no s'acabaria mai. Iy qual cosa no
-COrIespon a a realipay, Aixd que fom SErVIr no oy IRaame 11y mode] mate.
matic aproxiniag.- Minie ]

MWW@WW«@@@%

Hem dit que [a fun
cial, en ¢ sentit que la seva tauia és la mateixa, pero llepida
Volem saber i, Sempre que flegim g taula d'una funicig yy

= i nova funcio, 12 seva inversa. Pey aixo, veiem

rom———

¢io logariimica és la inversa dc |

4 funcid exponen

a Iinreves.,
reves, s'obte ung
primer. alguns excmples,

B.2

Al nostre pais. mesurem |a temperatura ¢cn graus
{C° per al punt do fusio del glagi 1000
SCBUT que saps que en Eallres
una escala diferen, Fescala IF
Cs pren fgual a4 312 gra Faiguy Sagala igoal o 212
graus, iecs divideix |

aquests dos punts en 180
iguals; cadascuna d'elles &5 | Erau Fahrenhe,

centigrads o Celsiug
per al punt d'chullicit de Faigua), pere
paisos, com,per c_xcmplcf Anglaterra, 7.y
abirenheit, en I3 qual ef punt de rusic de
us i ¢l punt debullicio de
inicrvai.comprés entre

[ wlae

purts
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a) Sabries dir quin és el valor de la temperatura normal del cos huma en
graus Fahrenheit? ,

b) Si les temperatures extremes del dia 23 de Novembre van ser a Girona
de 14° C la maxima i de —4° C la minima, quins son aquests valors a Pes-
cala Falrenheit?

¢) Dibuixadg grafica de la funcié

! X ——me y
on x ¢s el valor de la temperatura en graus centigrads i y aquest mateix
valor en graus Fahrenheit.

d) Quina és la formula d’aquesta funcid?

¢} Suposa% que tens un amic anglés que Uescriu dient que ha estat malalt
amb temperatures de 100° F. Ha estat greu la seva malaltia?

f) La temperatura necessaria per a la combustié del paper és de 451° F (re-
cordes la peblicula titulada «Fahrenheit 451»‘.’)Quin ¢s agquest valor ex-
pressat en graus centigrads?

g) T’hauras adonat que per calcular el valor de la temperatura en praug cen-
tigrads des del seu valor e graus Fahrenheit, n'hi ha prou w=zo llegir a
Uinreves la taula de la funcié 1. Recordant el concepte de funciog creus que
Ttegint 1a taula a Vinreves ens donara una funcio? Per qué? Escriu la nova
taula. N

h) Dibuixadz grafi'e d’aquesta neva funcio, que anomenarem 2!, i com-
paratly ambda g-aficy fetg a Papartat ¢). Quina relacid hi ha entre els
pendents d’ambdues rectes? En'quins puats tallen P'eix? Observes alguna
simetria?

B.3
a) FFes una taula de valors per a les funcions reals de variable real:
b o f(x)=2x+1 g(x)=x2-2
els \LLS .
DR ) e e

b} Observa si en ambdos casos en {legir 1a taula a Plinrevés s'obté una funcis.,
Explica-ho. o

¢) Quin és el domini de la funcid 7 1 el de la seva inversa? Quin es¢f con-
junt imatge de 71 ¢l de la seva inversa?

d)Que passa amb a funcié g? '

¢) Escriu alguns elements del graf de [ els corresponents del praf de 1a seva

inversal % i
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ALXTLLEINSO,
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wétodo de lon reciinsulos,-

e - A - : - s . o 3 -
wiemple 1.-21 caso mis simple es aguel en cue f£h) €8s constante. 31 provlsma

es trivial, i
D = i ., of & w !
Lienplo 2.~ufa zkx)n?/k. “ntonces 5
A
, -~ * . T
es el drca sellzlado en fie.1.Bu ezte CLEO

4:
Be calcula el grea del renor recténauio que 7

contiene total

m
.__1

(D
3

nie 3 B y el érea de1

recténgulo totzlmenie contenide en R;

pues {£ig,2) s1=e'5< R =5

Y el méxine erydr comstido es 01125, 4

de pedrisz reitersr el proceso parsa obtansr

En la prd joticn, para sbrevisr, ne se -

suelen caleular laz dos sucz slones; asi no

Ze.pude ootar el errcy; pero poisacs con

ne A - . o =3 G <l e = =
Blderar erxscvue las cifrzs ghis se repiler—

g
s o T
tasbién 2o hawdn lag o ue
O res cuwlosguiera,
VPpTTT b e G B 5 T T R T T g T R Wiy TR E O T T T T ey Sl I %
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Aa resbin 1ulos de allurs @l

“gLoAl.“ra.OBJGsta'Qrea nediants 1a unidn de

winiso vsloT a3l subintervilo paso: asly pura Ty 14 rootdnonlos, tenenos

horizontel 3 ' — Ff—v—fw
i = 2] DR
v} Caloulawos £{x) - e SR
g) Sunanes szte valoXr €n 1o memorid k Xn:'xn*’&xL;,J
) Sumemos Ax & % Js si el nusvo Va- %A 5

1o €5 menort Qua el final gzl intervalo

& inbegracidn, volvenos al paso a.)

fal}

e) £n caso contrario pultiplicenos o1 conbenido 48 1a msworla PO Ax, Beie
bs gl valor bus 50200

Eata aDEOAlH“Cléﬂ e povr dafectoy puse lo8 ePLoOLSs cgmeti&os pulshsd sxCceE0 80D
menores QU tos comebidos poT Jafecto, ¥ cue f{z} es conveEss

é‘

intesrs Tacifn pro: renaid.e Djemplo d.—
Pare nejorarl lg aproris .acidn hey
gue awiental el ne de rectdnmulos;

esto aunente el tismpo 38 cilenlo.

SRR , o ) -—-l.—--—"'—______,_-———'_'_'_*—_,__—-—-.— e —— st
Venos = avitsr ed Lz nolestia pro- ¢ T
. . e, 6 2z
foestsER 01 procese 4% la £ig D J
T
pars caloulal ﬁ\:gggnqxd;_ gsegm el suguena (Orgem vizcana) 1§ PTOCS cdonos 1NCTENSl-

tando 1a variable mienbtras % < T pues, 20X acUmUlECIOD dz STTOYES podrie geurTic
ue % no fuese mmea

s

J‘T
T 231141592654 7 o104

Proaramanio

intersss gumentar 8in nis el val
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Chimmancs (02, @ary n=), as 01320440743, Fora ebtsuer utne cprodisecidn ong

por el métode as low rectungules hubleranss torlde gus dar a n un valor superior
i s LTI RS A e
& CLoTl. =073 n2t1z8, A= 0'3321355003 {azroxinacidn por szceuo).

s e e | ST . b e v T
Bl orzunisraas asoclalo & sste procsso seria

TR ‘
Ko | Jlay] = 2 | = | Srow

perg con la syuda de la caleulzlora es ;

trivial comprober quz Xim X =l
= X—»Q
Podenos definir .

gt)():%t b ’}-C: M= 2 j A: ép(#)n.’l‘ﬂ( J ;

x
*
-
*
4
v
7]

0 1 15 X

cuzlouisre de los ndtodos antarioves obiensmes A = 11465880345

+

concelinisntos

Hota.— & agusllos gue

o
o
£
P—;g .
o
n
Lo
o
=
=
(6]
L4
O
a5
j-}
£

podré parscer dupropic el bucls del Oriuni:Tama 2,pero se

su extro-

setiracture 42 contrel DD ~ WHILE - DO A= lo py

-

aito nival,
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EL NDEERD e 1 LA FUNGCIO EXPUNENCIAL

e

Temas L'expansid del lUnivers.
ra

Referdncis:r "Investigacidn y Ciencia" .- Dctubre del 1976,
j ;
|

Problema: Llei de Hubble.

‘"Hubble demostrd que la velocidad con que una galaxia se

aleja es proporcional 3 su distancio de nosolios,....”

Hipdtesi dlestudi (Model tedric simplificat):
1p _ Y
e} Les galaxies son punts,

b) La nostra galaxis esth Ffixa i es pren de refsréncin,

{En realitat aixd &s igual. L'expansid no t6 centre)

c} Lo gslaxis A s'sllunys de nosaltres en 1finia recta
. i sempre en la mateixa diraccib.
i d} No tenim en compte cap altrs influkneia sobre el mil-
\& viment rde A, {p.d, Torges gravitatories).
e~
\\][éaliacnnﬁtant de proporcinnalitat entre la distdncia
o {d) i la velocitat {v) es 1. Per tani, d = v, Vegou
la nota,
\\\ [i; En lfinstant ds posarcel rellotge en marxa (t=0), 1la
el galaxia A asth & 1 ﬁf nosaltres i Eﬂ.s;va veloci-

m.
T ~
tat £s5 ge 1 m/ség. i-’ 5);V(0)5?4 ;

—_ ' i
_— . .4/"'—"—" .
Mota: Ln vealitat la red &5 Ja séguent: Uns galaxia a

10 milions d'anys-llum, s'allunye s 3170 km/seg., que -

en termes de metrss Toren:

o | 99

TR, SR T e s e

SO el s et i e e B e e ey e i o ik v
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1 any-llun &80 sprox. 4400030
= A . - o b
0 kwmdeng = 27,100 w/sey

: <L : ol B
0 wilions dianys-1Yam 580 2pron. B40GH .10 MEC IO,
= &

puey tact, a 1 m. de disthncia {si squesia cituacid fas

v

porsiblel la velocitat a que s'aeliunyaria fora de

el U ¥ ; T o w1 )
YT 407/94868,007 % (177945083 .,107° 7 que €5 aptox.

~-19 . _— = .
1610777 mfceg & 0,00000000050CHDN00NOLE o/ sey.

lLa selocid gue s (& servir a la‘practica fs de ITunSseg
per rada milid dfonys-1lum.
Moterial:
Paper milimetrat.
Reyla.

. Calcoculadnra, {fn toits alc ¢

g'ha Tet cervivr la calrouladors

q0
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PRIMERA FASL (F-1).-(3UCCESSIONG; LINITD L EL sican 2)

- Vo

."‘3

HRecordal

m seber 2 quina disilncia vz trobaxra A & ja 73 del X

T

?
i
a
s

ey

etV

D'acord amb el model d = (

g =1 m. iv =.1m/seg.

Miipde: Aproximseicog _UL”?“clJéu.

e =

i gn 1'instont inicial (t=04,

Canm .
S T

*

o e = —, A T Py — BN _\_—'_._'_,__,.,--"'"_'_'_ _\_"‘"—-._..__,
( Suposem que gl canvi " de velocitst nooes Ta de ferma conti~ Sy
nua,  sing que durant intervals de tumps regulars ~cads cop whks curise
|15 velocitat es manté constant i al pessax al sggitent interval es

produeix un salt i la velocital es reajusts i pren =1 valsr igual

al de la distdncia a la qua 8BS troba en squell instant

e ————

e

p—
I E——————— =

*

Primera aproximacid (3~i},«

« e

{ el primer segon 1a veloeitat {v) &8s constont i wval

1 m/seg . L seg = 1 o

La distincia (d) = la gque es tyobard serh doncy de 2 W

{de 0 seg
‘a 1 seg)

e

T (TR

ey g ol

Veisu

‘33\

N
=

?‘i-"
e

=

ﬁ:

|

P
IM/ GG,

-l

5 o 1m : 1 misey

1 nﬂ;“? d%gﬂl{l“z m 2 w/sey

la figuva 1, per n=l.
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Figurs L. n=l.

Segona aproximacid (A-2).-

Durant el primer mig ssgon v &s constant i val 1 m/seg.

B 7 .
. Durent el seglient mig sszgon v Es constant i el seu valoer &s igual
a la Histéncia a la gue.es trobe A al acebar el primer mig segon,
o t 5 d v
i 0 ’f,l m 1 m/sug
: -~
{de 0 a _..-"""Ff o
)/ 1 . 1/2:1/2 45 In ¢ 3/ 2m=141/2 1+d/2
e 1/2 seq) .
| ; o
{de 1/2 : o ' : sy
& 1 seg) 1 (141/2).172 =93 1¢3/24{1312/72).1/2= 1141/2)
W1 o
= (131/72)° (veisu %)

£y 131/24(242/2),1/2 = 1.{142/2)40/2.{141/2) {141/2).0141/2) =

0 o {1

= (&+l/2)2 .(es treu {(1+)}/2) factor comd)

Veieu figura 2. n=2.
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Figura 2. n=2,

Terceras aproxinaci (A-3) .«

Nurant el

Nurant el 2

tery de ssgan v Bs constant i

el

/s Z

primer terg de segon v &s constant i vel 1 m/scy.

SpL Valor

ual a la distdncia & que es Lleoba A a8 is fi ded

Burant el ‘tercer terg de segon v 85 consiant 1 el seu valor &3
s . i ® . 1 . - \ s . 3 SO ]
igual o 1a distencin a la que ey troba A a la fi del 2 LEYL OE -
sggan,
i ' & d v
) i -
]
G o ,,f“’”l i1 )
= o ,,-"'“"J - E
{de D = 1/3) 1/3 1.1/3=0/3 oy 4170 1+1/3

{de 1/3 a 2/3} 2/3

{de 2/3 a 1) 1

(1):

e (l+lf3)2

141/34{221/3) .

(141/3)7, 173851
= (el

/=304 343/ 3.0 24

F

D L e R

bl i

3

o

o
(131/3) . 54/3=51%51/3+( 1+

H

1/3),3/ 0=

-*{i'tl/j) ‘:o.!..-‘i:'?:‘:

4
5

§ .i.*;':g; i)

) 2
tiel/ N

{1}

(2) j
' i
Vo{l4i/2) =

i~

$1/3) Toctor comi)

TRTTE ny - TET e e Sl e o R



agi

4

(2): (142/3)%91/3.001/9) %« (207312 (141/3) w (142/2)

(es treu (i+1/3}2 factor comfl)

Fe% la grifics. -

/

Querts sproximecil (#-4).~ CLxercici.

Seguint els models anteriors, ara has d'sstar en condicions

de fer la tauls corresponent. Fes tambg la grafica.

Quinta aproximscid {(A=5).- Exercici. Vaisu figurs 5. n=5,

v
5“4 b 3“” b
4
TW
t ’ i
S 3 ' : ¢ 3 :
o Wl b ,,?% 3 lr*'w:
1 . N p-n;l i
¥ ) I 4 ] 1 y
s i ] 1
Coo ' T“': ; 5
//m l: L J/w 1 fﬂ U
. r i 1 1 y [g/ "'“"'; 1 1 ] i
- vt f P . : I
! I b : [
Co I
oy VO F L
S b -
o A5 0 s t

\

t
] FgUI‘EJ 54 n = 5c

! Generalitzacifs

En l'estadi A-30 gel procés, quines foren la disibncis i3 1a
velocitat aproximades! gl term= de 1 ssyon? (Figure n=50),

I en :)l'estadi A-1007

I en els estadis A-<1000, A-10,000, A-loe,000 i A=Y, 000,06607

En general en l'estedi A~n del prochs {r s un nombre enter

a

Guslsevol), quines sén Ia distinei

[

i la velocitet eproximades?

. n
(La respocts &2 {1:3/nm17),

A4
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CHlcal:

Amb 1lajut de la galculadera fes una recopilacid de les dades
obtirgudes semblant a lo seguent. {Recorda gque volem saber lo dise

tdncia a la gue es iroberd A 8l terme de ) segan) .

P
\\ o Distdneia sproximads al cap de 1 segon:
“CJ Estadi
\\J [n) l 2 3 uif.}lﬂc_.lUDgDDE] o.-a‘-y'o‘a;.] ﬂfiliu)D LR R S
N —— - TR W — [r= P, AN T
’S-v‘u’ SO N * 4 'Mﬂkﬂ?—“\‘
\ D?@iﬁ?iik 2 | 2,25 2,31 ... f2,maedesl Lol |3 7062004 ) e,
s . G’!g _‘LJA a l’»i’h_{{; (=84 /

// [ eten b /-/2—, Car k. 0//.«:;,55 ”rs . N 1
t\Aﬁ?ﬁllSl: C[L 8} (_! “'éf—\,_, , Z‘/ f\{_ /(?,). 5 —&‘_ ; 3
e o {Loardon -”/6 LALL ﬂC\( ,Lnﬂq, e By 2

Lalculs tants valors sutcmssius de ls disthncis com et siguin ? fgié%
LT
il

,:a_fr_ ’.{f‘:fl— f:»"

| necessaris per poder cantestar emb certa segurstat les ssguents e A
: F o

b e
% T * - oeser? P&
questions: it
T gk
- : . ZHEt S Ly
—. 1) La successi€ de distdincies, &3 creixent?. Es dir, cada terme (/%%j

ar T Py
i

in

oo

*

Es més gran o igual que Y'antaricr?).

v}

d

™I
L
™
-
o
4]
&

menifast alguna mena diestabilitat en els digits
dels termss de lso successi&?,

3) Dirias que el procfs reslitzat per caloculer las disthncois

73

Bs Tinit (o eigui gque arriba un woment en gue as es not seqguir) o
bE que pel contrari put continuar indefinidament?. {Prescindein de
las dificuliats prdctiques, es iracta només da si en tonrfa es po-
sgible seguir indefinidament),

4} s evidant que en principi podem celcoular d per qus fgg‘g$

enter n, i1, per tant, per tois sls enters, i ja gue hi han infinits

enters tindrem une sutcessid infinita dz distiinciss {formada per una

. . 8§ R @ : . 2
quantitat infinits de nombres): fstis dlacnrd amb aquests afirmncis?,

Intents explicar-la més pg,

* TR SR L RS ST SR R P T R e R D PRI R T
R T R TR TSR e e e S R S TR BT T ! 4 s 2 L T ki P
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5) Prova do posasr en evidineia la Lendbncia de la successib,

ts a dir, ele nombres de la succesis,

winat?, Creus que en algdn moment pass

6) Si creus que.ls successié s'ascosta B un hombrs

proposa un nhgm per agquest nombre. {£s

.,&@K&f ﬁ}ﬁ} Procura prec
UV

L

&

-

T

sentar-lo, de la mateixa mafinfa que el nom de

aran de 37.

stocoeten a

un valor detfnre

CoNCIet,

a dir, un gi{nmbol per repre-

es ).

7) Com et sembla més convenient nomenar & la relscidé entre -

aquest nombre 1 la successib?, Per exemple, es

el resultat de la sucteasid, g el 1fmit de la successid,

tnnd%nc;a, o la BEva fIOﬁtPra, ] e] seu eunfi

relacif egntre aguest ncmbre i la successié.

titol del nostre mBtode: aproximaciocns succes

podrie dir gue és

L B B )

Recorda

sives,

ner

o l=a

=21x8

9} Yuin serd finalment el res ultat del nostre problema?,

——

P T M T R TR

sigui, & quina distdncis ee ‘troba A &)

cap de 1 segon?,

sar.al mixim en que consisteix exactament la

2l

0

5%

A s B S

IS st e S

A

o e

TR BT TSR



SEGONA FASE {F=2). LA FUNCI® EXFONENCIEL

" T S R e Y

~ Volem gabey 2 quina digtdncia gs frobarh A a la fi de t secons.

{ t &s umlvalor dals temps arbitrari).
, Ve
a o | : ) q
Repasa i1a part entericr Fsl, per adonar-te de que si en lloc de

- ) £
. P N ‘
1l segon hi posem t segons, obienim les seguents taules:

(si cal completa el que segueix amb les teves notes i observacions)

p\""_l_-_ [ T
1 s d v
- 0 (¢ 1 1
(de O a t) % 1,t=t l¢t 14t
A.,.;gm ro
13 e d v
0 0 1 1
{(8e 0 2 £/2) t/2 1.4/2=1/2 134/2 14t/2
(de t/2 a t) & | {(1+t/2).t/2 |1st/24014t/27.8/2= ;
' 5 (1+t/2)°
={14t/2)
p\“‘g ‘a -
t 8 d v
N 0) 0 1 1
{de. D a t/3) t/3 t/3 L4t/ 16t/3
(de £/3 a 23/3) 2¢/3 {(14t/3). 473 1at/240008/3) .4/ 3= (141/3)2
) ={14t/3) %

. 3 M
{de 24/3 & t} ¢ (1417232, ¢/ (14¢/3) %0 {2+4/212, £/ 3=
s {241/3)°

A d Wdin o ot b
B i

(13873 ¥

T T Y : IR : T B o T B o T A, e T T T M S Py



- Yorns a fer ava la generaliizacid que hem fet a la 1% faese.
Resposta: {1pt/n)h
- £n la primera fase s'haurd establert amb precisidé el significat

de YMexpressid: Cliw (13" = e
1 o—»od

,“/
-
s

- Fent (s de la claculadore, i per t=10, asequra®t de que:
1im {lat/m)P 2 e
n-» e
Observe la seglent taula per d = - (1410/m)7

- e

n | 3 ! 2 I 3 .{....,,4 100, Pﬂﬂ.i....!l neg Doun4......,.
o ; I " : r s i ’ !
d ! ll l ° 36 ’8193? ® & b 0 22615}&55?& ﬂart¢' ? ()?J Jﬁ‘ﬁ.% ® 8 % 0¥ Fe
« De la mateixs maners comprovs quas
) _ /4
l i m {l + _ .1 _ )W, (% =
W . -1 '-"Baﬁﬁ y n/t )

-

e

: . . i ] 110
Dbserva 1z seguent taula per d = {1 2 i ynfl

.Jg.,..iliﬂﬂ )

s}

B(s
« 0 3 d 64 ddb e
R .

| |
ﬁlli'27D9[ 1,43] 1,5528) ..., IE;Y 71 R E 7% £1:1-11: 5 AU
- Adons't de ques
- (atfn1™ = (las 25t
n/t

i de que, per tant:

1 im (at/m = 1 im ((1 s + y/Ht

T

n =30 1 =P OO n/t

i js que t &s un valor constant que no varla quean n verfla, resule

te que en aquest ces la nostre succegsid s'zcusis al valor:

et
Per tant, la distdncias-a la qus ez trobe i1a galoxia A a la fi
t * L

=

de t segons €s d = & 1 le soeva velscital 8s tembi v = et

T Y I R, I W I A W R T ik R e ey SO

A0C

T T T P T e P TP, e s oy
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A pontinuacid slindica el procfe a sequic ~igual &l anterior.
. R 4
per obteniy L'sxpraseid d'unn altra ilei ficics.

Repeteix, seguint les indicacions 1 els chleouls fets abans, tot

el cami i desenvolupa’l amb detall.

+
i

i :
Lledi de desintearacild radiosctiva.-
| .
La velocitat de desintegracié dfuna subestlncia vediactive Es
proporcional al nombre dihtoms presents en la substincia o cada -

instsnt determinat.

e

S'intenta trobar el nombres d'Btoms que queden a Ya Ti d'un
tembs't. Fes-ho en dues etapes. Cerca primer {F-1} els Btoms quu
resten a la fi de } segon, i després (F-2) el cas general, €& a dir,
ale &toms que resten a la fi de t segons,

Notacif:

No £ pl nombre inicial dikioms.
—— , !

¥ - s =2l nombre d'Btowms que resten 3 la ¥i de 1 segons,

»

1

NamN el nombre d'Bioms desintegrats aen el tsups

o

tat.

[N

k &3 la constant de proporcional

v s la velocitat de desintegracid {(nombre d'3ioms de-
sin%agrats pel segonl.,

_ Fel .« Riowms que resten a la fi des 1 segon,

De le mateixn mansra que abans, considarse successivament -

aquast segon dividit en instants de temps cada cap més peiits.

tewps | sioms presents | Btoms desinig~ Btoms gue resten
instant anterior grtas {v.t)
- - e
0 K {
o 0 Hy
N ‘ “kLH =N {1k
l I‘EO ktﬁo NQ k’hﬂ—“‘ﬂ' ‘l 1'\7)

i e e At e TR B e R T R A T 5 e P T T Ty T



teaps

1/2

Hioms presents
instant antevior

e L —

Btons deEsinte-.
grats {v.t)

dtoms que resten

0

1/2. k.0
B

1/ 2ok N A 1ak/2)

s

Hc

2
Noe{1-k/2)

R T M T AR M

En general, obtindrels que els Ytoums que resten a la fi de 1 segon

{el dividir en intervals de temps de longit

i per tant:

o 4]
Y ...‘K’r{‘\
s(l ¥ )

N=l3jim M. (1ak/n)"

3 Wt £ .
Reposa la part final anterior i veurds quzs
g “‘k
N = hn. &

Fe2.« Rtoms que resten a la Fi de ¢ SEQOnNS,

Torna a fer el mateix amb un temps t. Arribschs

M =1 31 mN
N —hao

Q¢(l«k.t/h}ﬂ

ud 1/n)

sfing

a gua:

i per tent obtindrBe 1s llei de desintegraci rercada que &s:

i =N, &
: D

ST

e R T R T T VR T AT
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{ibsprvacinng Tingles

Er als dos prablenos hen obhingut;

X

&
—
Li
Hi
.
=6

\l’
Ty
an
h]
bl
= .
L
&
H
Ay
-
ot
o~
=

o ki k conrstanis).
i i

e | e . .

Rormalsent en Fisica la vewiable indzpandeni snl ser el temna,

A

o

ioes repvesentas per t, Do matesdtiques, uns notecif usval popr e
anuesta variable €5 la lletza x,

T Aixi, les snteriors exprescions es converteixen en

(L]

¢

De forma semblant, l'altre varisble {disthnrcia {d) i nombre -
d'stoms (ﬁ)} s en Flsics se 85l escriure aob diverses Llztres sae
gone gl Tandmen que s'satioul sstudisnt. ¥n matewWiiques ss corcant
desigrar-la per is lielra y.

Tenim fFinalwmant:

H]
m.

1) v
. 2) v ahM . og

Acsbem snb dues grhfiques d'squestes Funcicns, Yent notar el te-
gdents ;

-

En els nostres exemples, ls x erz 2l fewns 4. |

o
AN
e
w
ot
o
i
=
e}
=
c'i

pot ser negatiu, lee grhfigues en els nostros problemes S5t8M & L8 -

-

part pozitiva ds la x {linie continual, Ars b&,31a x potl represeniar
altrous variableg~agpart dol tesas- gue fposen ser negatives ionoy s
art en gecwtsl, les gehfioues de 1s pard negative we Lo x (Lirses

13

A trogos) tosné serd vhlidn,

A03

RS - R T TR TR T T gt T P Lol Sigaitd T e
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LlMFTES DE

el . - e = —-
B PR mkees s A i 1 by = Ao VI

P
(=T

D Camz

1.—Aprcximacién al concepto intultivo de 1fmite de una sucesifn medianta
le utilizacidén de la cslculadora de bolsilleo.

—

2. ~-Formalizacidn del concepto inmtuitivo.

1,= La necesidad del uso de celculadorss para una introduccién intuitiva del
concepto de limites €2 urna sucesidn,ohedsce el nlvel _concratn en que Sg Ene

M~

cuentran la mayorla de los alumncs de 2% de BUP, El méteodo riguros

s(fcrmal)

de entradae, la meyoria no lo captan, segln nos consta por nuestra sxperion-

cia.

Se comenzarfa con ejemplos elementeles usuales, y a continuacidén,coms con-
secuencia del uso de czlcouledoras,se eborderfan oroblemes del cédlculo deg 1i-
mlites que en un desarrollo riguroso{formsl] serien muy complejos,por ejd.:

Vi

n

1 1
2 - 1,4142236
.3 1,4422495
& 1,41421356
_1o 1,2559254
a1 1,1171419
84 1,0541635
154 1,0332000
3698, 1,0022410
_ o, 1,0000136
10 1,0000018
10° 1,0000002
3. 108 1,0000001
3,9. 108 1,0000001

a.10° 1

. 1

£

1im W =]

N 00

(Se ha utilizsdo le celculadora Casio £ —29)

r

=las teclas usadas han sidor n

=sg ha utilizado 1 g cla EXP para introduciy

valores como 3,939,107,

- ps e sefigler le poce informacidn ous se {iem
con vaiorss de n peouefios; vy el hecho ds qun
la celculadore a pertir da un cisrto valor ds
n toma como valor de Yn  uno.

Con estos eslercicios practicos el elunm
adguiere la idea de 1imite como ndmero el oue
eg sproximen los términos de la sucesidn y adg:
més plerde el mieds s eborder un problema de
cdiculo de iimites,see cuel ses su complejlddd,
por ejemplo: '

< 1 . ]
(1} 1im n[\/ 8 4= _2]== = (2) iim \;‘ 5ra 1 Ve 4 an2 “3_!_.}.3;
fi-y =0 rv#ca
n : 2
n . inlén dond
(3) 1im w—mm =0 (a)14m - ( 1) =2
necs nlp nweo In m
Lgs problemas (2} v {4) son buenos ejémaleé pera gpravechar la
memoria de lo clan uleﬁarc[rpnmrid sumativa) Prevismente al prualenc[S)
se Lftroducirfa el ndasre ¢ rmedicnte la caolouladora: o= 31"[ L «;m“ 718281, ..

Ry oo

A0S



Con estas pricticas

cajcu1md0“°seu% interezante trabajar cusssicnes ACLTOM

de 1e~onqbotﬁ0io adnl teccho c¢if rau),agl como a la vista de las
blas ae vaiores,hacer comparaciones enfre distintas

cuanto a ravidez de cD”OﬁlQDC7OU°

]

Hu;}C AXEINNS el abren u..luv.jb del ue =0 de lasg

(_]_e r:\'-’\r‘o pc &4

f=)

Tae

SUCESiones en

Parbién es importante hacer ejenplos de sucesiones que no son
convertewtes,para evitar la idea confusa de que toda sucesion es

convergenie.

Ej. lim sen n

Nerod

Lim(~1)"
pal-ta]

¥

lim{-2)"
Tieb g

lim cos m
N 0

Para finalizar este apartado veamos un ejemplo interesanie:

n ., 1/
L L
2 0,5
s B Ol S
4 0,25
5 0,2
6 0,166..
T 00,1428,
8" 0,125
g9  0,111..
210 0,1
11 0,0909.

12 050833e
13 00,0765,

14 0,0714.
15  0,0666.,
16 0,0625
~ 17 0,0588.
18 0,055..
19  0,0526,
20 0,05
25 0,04

€ e
L )

L -4 L

- Nota.-Es imporiante en este

%&%gn2(1 - o8 %)'= &

( Casio £x-20,7=3,1416)
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s & &9 ¢ 9

L

LN 2

¢ o0t ¥ & D

o4 oo

C o & &0 Q&

L Y N A

LT - 2

eglmlo voar valores de n Doqaenoa

pucs pera valores grandes; ¢osl/n, la calculadora tomaria como 1

(error de redondeo) y

y perecerls CTL0n oomenLe gue el linite es5 cero.

=D O e

por tanto l-cosl/n=0,zsi como n (meou1)

(grados) cos 1/n 1 ~ cosl/n n2ﬁlwcosﬁ}
57,295645  0,5403@4, 0,459696 0,459696
28,647822  0,877583 0,122417 0,489668
19,098546  0,944957 0,055043 0,495387
14,323911  0,968913 0.,031.087 0,497392
11,459129 0,980067 0,019933 0,498325
9,549270  0,986143 _0,013857 0,498852
8,165089  0,98981% ,010187 0,489163
7,161955  0,992198 0,007802 0,499328
6,366182  0,993834 0,006165 05495365
5:729564  0,995004 0,004996 0,499600
5,208689  0,995871 0,004125% 0, 499609
4,T746352 0,996530 0,003470 0,499680
4,407352  0,997043 0,002957 0,499733
4,092542  0,997450 0,002550 0,499800
3,819705  0,997779 0,002221 0,499725
3,580977 0,998048 0,001952 0,499712
3,370330 0,998270 0,001730 0, 499970
3,183088  0,998457 0,001543 0,499932
3,015555  0,998615 0,001385 0,499985
2,864782  ©,998750 0,001250 0,5 S
2,2918258  0,99%200 0,000800 0,5 A
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Sohre los inconvenientes del uso de calculudoxas ¥y 1a necesidadg 3
de una fermalizacidn, vedse la nota 7,

2.~ Es una buena acasidn ahcra para explicear ai glunne la cuestidn ds lauformaw
14zacion ® en Matemdticas.la necesidad de formalizer la definiclén intuitive de |
1f{mite de una sucesidn,coms ndmero el ogue s aproximen los términos de la sucssidn.
Es decir, cue el alumno no sdlo sepa una definicidn formel,sinc que comprenda cue
significa la Tormalizacibn en Matemdticas,.

En el curso de 29 de BUP sélo se puede intentar una primers aproximacién a es-

ta idea.be suglers le lectura de:N Bourbeki, Elementos de historia de 1es Haternd~
tica. Al 18,pags,aﬁn33(nn““Aﬁ de verdsd en Metematicas).

Se pretends consegulr cue los elumnos comprendan y trabajen la siguiente
definicitn de limite de sucesiones:

n1im(e.n).5= 1" s5ii"Cade entornao ds 1 posse todos los términos de la sucesiéin
exepto un ndmero finiteo"

0 bien: "En cada entorne de 1 esten todos los tfrminos de la sucesidn a partir
de uno ded j

Pera introducir esta definicidn hebria cue definir antes sl concepito de entor-
no de un n® 1.Esto se pueds heter simnlemente coso un intervalo sgbierto oue contis—~
ne a 1.51 se va ‘a trabajsr la definicitn cldsica Y€MD Hn e¢iN ,.,.etc., es wejor
utilizar en vez de entornos, entornos simetricos de centro 8 y radio £ , definién-
dolos como intevelos del tipo {(1-& ,1&€) ExD  L.Es decir: E{1, € }=(1-g,1L &) &»0,

" Por supuasto, se acmnaeja la representecidn de todo lo ocue se hace en la recta
real.Conviens insistir en ls ides bésica de que no hay ningln entorno mas paecuens
que todos los demds.91 lo hublera ;bestaria comprobar le definicidn con €1 y no con
todo entorno,

Para introducir Fa definicidn dada gnteriormente se sconsejs trabajar con un
ejemplo'de sucesiéﬁv%onvnrgente {ml}n vy otro de sucesidn convergente (4} y haceyr
observar que LA DIFERENCGIA entre sllas se pueds formalizer a través del irErumento
dal entozno.la sucesién l/n-cumple gsa definicidn con 1=0 y [-1) o le cumple con
ningdn ndmerc.Se acbnseja repetir este tico de ejmplos formados por pares de suco-
siones, ung convergentes vy la oira no.

Le primera'dirsccién pera trabsjar con la definicidén dada seris demostraglas
propiedades elemnteles degl concepto introducido;esto ess

(1)unicidad. d=l 1fmite.,

(2)w90t5016ﬁ de las sucpsicnes convergentes.

{a)una sucesifn convergente con infinitos términos positivos e infinltos negativos
tiene 1imite cero.

{&)Si una sucesifn converge a un n° positivo entonces Lodos los términns de la
sucesidn son positives excepto un nimero finito.

(Svai e z‘b ¥y convergen; entonces ILWLE ) < le(b )

{(6)3i a /‘b £C_convergen y 1lim a =ldm © © ,EntDWuE" llz(anlﬂlim{bn)=liqun}.

Q

= n
(?)Lada suﬁe 162 creciente y ascotnda tierns 1limite.

Py

Lae prosigdedes 1,8 y 6 son una hugna ocasidn para introducir el concepto de demos—
troecidn por reduceldn al ebsurdo.les demostrecicnes de todas estas propiedades cnon
mucho més clarss con ila definlcldn dada gue con la clédsico,y en cursos buenos. e
puedan demostrer una o dos como cjemplos v dejer el resto & 10s alunnos,o bien ecne-
rer & que ellos mismes ias demusstren y desarrollen.,
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Se stonseja formuler sstzs propniadades bajo el tftulo de TEOREMAS ¥ habituer
de este forme al slumno a la ides te teorema como “algo" cue se necesita. dewostrar
y a la idea da DEFINICION come "elgo" cue se nsmesita precisar,

La segunda direceidn en cue se puede trabajer con esta definicién pretends
coma objetivo gue 21 elumno comprenta la importancise de la definicidn dada, ena
lizando los resultados que se obtendrfan si en esa definicidn se suprimieran o
modificeran algunos términos.Estas cuestiones se puaden plantear en forma da gjer=
cicios para los elumnos,Eja: '

"

]Supmﬁgamoq aug acentemas le siguiente definicién de i{mite:lim{a )=a si
cualauler interualo abierto ous contEﬂga ‘@l nlmero a,contiens infinitgs térini—~
nos de la suceqidﬂ Demostrar cue con esta definicidn el 1fmits de una sucesidn
podrfa no ser dinico y que habria sucesiohes convergentes oue no estarfian acota-
das.iSe cumpliris con esta definicidn la propiedad (3)

2}& Jué sucesiones tendrian 1Imite con la sigulente definicién? ‘in(a ﬂ=L 51
cualaquier intervmlo(aniprto o carra dh) oue contenga g L contiene a todas los puntos

de la sucesidn oxcepto un n? finito. . . - B e P L N T
3Jie8ué sucesiones serfen convergentes si suprimimos en la definicidn de 1{mite
la expresidn”excepto un ndmero fahitc” o “a partir de unc dado"?.

4):Qué sucesiones tendrfsn mits con la siguiente definicibn: lim{a J-L i
~ . ! n
EXISTE un entorno de L que contlene a todos los puntos de la sucesifn encepto
un ntmers finito?,Considersse el entorno A=(-co L 00),

w- Se treta shors de llegar a lefirauiscidn clésica;pera 8110 ©s neceserio @
primer lugar trebajar con entornos simetricos.S5i en le definicidn dada sg he
heblado simplemente de entornos, es nacesarin uemmstrar primeramente que la o
finicidn que se obtiene al escribir entorno simetricc en iuger ds entorno es
pauivelente a la dada.Ello ss hard en la idea de cuz todo entorns ds L contime
un entorno simetrico de L.51 se quiere obviar esto, 1o dnico que hay pue hacer
es poner directamente en la definicidn deda entornos simetricos,A continuacidn
e%tableber{pmr gjemplo, mediante dihujos s) la igualdad:

{Leg Lt €)= {y[ fxalf< 8}
y explicer le definicidn:

B Vv Er0 3'%@1@4: I la~tl<e  Voza

como ebrevigtura de

; ' ‘ E{L, €) ;
v E(L, € ) jan , a € (L, €) ﬁ'n:ano

o
gue es una reformulacidn.de la definieidn dade,

Este es una ocasidn para heblar del doncepto de distancie entre numorus reales
como: d(d b]~ ]a~b

De todfs formos somos pertidarios de e ELIMINACION TOTAL de eete lenguais
en 22 do BUP y limitorse a la definicidn por entornos.Es preciso hacer notor aw
la definicidn de limite do sucesionss es una definicidn TOPCLOGICA(y que por ty
to no necesita el concento de distancia).Al introducie le distancia lo dnico o
se hece es reformuler la definicidn pere el caso de espacios WMETRICOS, pero
NO SE ANADE f\JA UL..L"L' RESPECTO A LA JOEA DELINITE v poara el alunng results ML /’/0?

cho més diffc Ll
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NOTAS

1), Somos partidarios ds introducir el concepto de 1imite de sucesioness en 29 &
BUP y dejar todam la teorfa de funciones pere 3% de BUP,

2). No_es necesario intreducir pare la definicidn-—m entornas ningdn estuddo de
2 oy 3 QS5 3 y y -
desigualdades que son, gensralmente,dificiles de mans jar ogera el alumno.

3),Las Gnices propiededes oue.bo se pusden demostrar con la definicidn por entoe
nos son 1as algebraicas:lim[an$ bn]nlim(e l$1im(b‘} ete, . ..Somos partidarios
ds razonarles de una forma intuitiva a partir de Eas propiedades de® y no

realizer ninguna demostraocidn rigurosda,que de hechg, s1 s8 hacen,casi nadie en-
tiends,

4)LExistB la pusibilidad para curscs o slumnos buenos,de deserroller una invecH

gacidn & través del concepto de 1Imlte de sucesiocnes.Por ejemplaosdafiniy puntc‘m
de qdherencia de A,como punto qu es limite de una sucesidn formade por elemenios
de A y demostrar propledades relativas a la sdherencia, '

5)iNo hemos tratado intensamente gl _nroblers de Joe=ifmitns infinitos,pero surgm
naturalmente con la celculedora en casos como: Yim{nj, 1ime;T: etc,..;

La definici6n dada,en el caso l=0o0;sigus siendo vélida sin mas cus definir
previamentes '

"Entorno de & 60 =Intervelo del tipo (a;l—f-‘ﬁ}
Entorne de «o¢ = " “ " {"'}-’3;«633-

4

__Basterfa,;si-no de oulers introducir estas dsfinicionss,con la idea intuitiw
que seg obtiene con la calculadora,

6)Todo este procescha side ensayvado con resultados positivos, excepto la
direccidn 2% .(pg. 4)de la cual les alumnos deducen que sole hay una nocién
de convergencia en R, y nc que cada "tipo de entornos”prceduce una, Para
evitar este se aconseja observar que el hecho de que los entornos sean
intervalos abiertos ng es lo determinante e investigar, per tanto, que
cecurrirfa si en lugar de ellos se tomara otra familia de ecenjuntos que
conviene tomar con unas minimas condiciones de refularidad, parecidas

a las que cumplen. tos intervalos. Por ejemplo: 1) Que 1a interseccidn

de wos elemenios de 1a famitia esté en elia,(Técnicamente esto significa
que la familia es una bhase de una cierta topologia y poxr tanto 1a conver
gencia es la misma tomando ccmo entornos los elementos de la familia

y no todos los de la topologfa, como ccurre con los intervales respecto

a la topologia natural de R}. 2)Que dadecs afb, exista A, B de la familie
tales que AAB:=§ y a€A, b&B. Esta es la condicidn utilizada en la mayorifa
de las demostraciones enunciadas en la pdgina 3, e implica que el espacio
es de HAUSSDORF., Es initeresante también trabajar con familias que no Cume-
plan 2) para observapfue ocurtre entonces con ia unicidad del 1imite,

Se trata de gue el alumno comprenda que 1a nocidén de convergencia es una
nocidén tepolégica, es decir que depende directamente de la familia de
entornos con que se trabaje y no de las propiedades algebraicas del con
junto base,BEsto no se consigue si directamente se {rabaja con la distancia
que utiliza propiedadeé algebraicas, de hecho, es mucho mds fdcil trabajar
con entornos que con la distancia.Algunas de las nociones de convergencia
de los ejefcicios de la pg. 4, se¢ obtienen con determinadas topologias:
discreta, indiscreta. Se pueden plantear otras: cofinita, ete,

Guizds con todo esto se podrfia intentar lograr que el alumno tuviera una
comprensidén mds profunda de R, Se puede tambidn continvar en la linca de
la nota 4) estudiandoc por ejemplo los compactes en cada topologfa.Tanto
compactos come oiro concepto deberian definirse a través de sucesiones,
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CALCULADORAS BN LA nNSENANZA DI LAS HATELATICAS

Colective de Diddctica de las Katemdticas de Sevilla

£1 uso ce las calculadoras en clase pusgds suponer un cambio sustancial en el
enfogue de algunos temas del B.ULP. .
CE1 aﬁjetc de'nuegtra ponencila es:
| 1,-Ver las pasibilidades'didécticas gue ofrece una calculadora de
holsillo, cifiendonos solo a un especto concreto:" la capacidad

da cdnjetura que puede inducir el mansjo de calculadoras”™ .

2.~ Relatar la experiencia y provectos que actualments llevamos a

cabo con calculadoras programables.

—

l.- Las calculadoras de bolsillo, pensameos qus pueden y deben utilizarse, en-
tre otros, en los siguientes temas:

= EL nbmero real.

- Estadistica v probabilidad,

~ Funciones exponencial y leogaritmica.

- Estudis de sucesiocnes{ sobre todo de recurrencia ), funciones y
calcule de limites.En particular, cdlculo del ndmero y del
ndmers e ., = '

- Integrales definidas.
- Cdlculo aproximado de raices.

Cuestiones como: cbiener la raiz seplima de 34, logl3 , resoclver una ccuacldn
ctibica etc. no son faciles de abordar en B.U.P.. Sin embargo resulta relativa-
mente sencillo con el smpleo de ura calculadora. Nuestro objetivo no es el ﬁram_
tar los aspectes antesicrmente enumerados, sino cue centraremos nuestra atencidn
en un aspecto: "con la calculadora se pusden realizar conjeturas®.

‘Veremos & continuvacidn un ejemplo tal y comd se experimentd en clase.

A los slumnos se les pidid calcular:

\./2#/";_%’14'?- V2 4.0
la respuesta fuvé rapida: es imposible, hay infinitos sumandost, infinitas raices

no se puede hacer...
Vamos a caloular aproximaciones cada vez mnejores, escribimos en la pizarra:

A4={€ ;o A= VIV A3;21+¢2+{? P A N X LT Y

;Cuantos radicales tendrd An?- ftendrd n radicales,respondan sin dificulzad.
Calecular A,y A, empleandos la calculadora. Calculer, ahora ;Q? 3

Vamos a organizar el trabajo:
Sugerimes que escriban enm su cuaderno las teclas que han de pulsar,cen

L

e
el fin de hacerle de forma sistemdtica.
Log alumnes habran escrite

2V + 2=V, +2=Y T
) e (¥) se repite hasta ebtener
noenemos en la vigarra el erganigrams siete raices
e T i e e S T o T ™ o T AR T T P T, o ST VI ST, e R T R (RN



e /

~Vea'nosla ahora de otra manera: llamemos

f}wﬁjthh:>

poncio 2 en
la calculadara

"P_ ey

;;;“x\ i]
sumo 2

exgrewta "“a T

ralces!

extrai

LJ’.

s e R ]
o]
=t
)
4
8]
-4
i

S——

anoto el nfmeroc.
obhtenido

Calcular, ahora A4° .. Sabeis ya- cuanto vale z+u V2+- ? La respuesta
’-.-ﬂv -
no se hace esperar, unos respondsen cue es 2 y otrcs quz 1,9.7ras  ver quo 2= 1,59
se les haco saber que la respussta es sorrectayy que 1o quz acaban de decir es
una CONJETURA acerca del valor de la exprusmén ?ﬁ“1r

2““\ &+"

Observar que nuestro nGmero se puede escribir asf: m= V2+m

si resolvemos la ecuacibn obtendremos mrs 2iM D wmtom a0 W ;;W-:Zl;

_.el resultado obteonido coincide conlo gue habiamos supnesto. o anterior prusha

T

la conjetura.

Proponemos a continuacidn que se cacule: ‘l.fG+ 6+ \/G + \‘

se les deja hacer 8 los slumnos y despues de usar sy calculadora responcen qus

vale 3. Proharlo ahora.

— =
Se les propone: \41+“*2+911 = 4

Al poner: Ji0+ V2o+Vzo s algunos alumnos sin usar la calculadora res-

panden que debe de valers.
Parece gue los alumnocs han descubierto algo, comprobsmoslo ; Quédeberemos poner
. . [}
para obtenerré 7:y para obtener 10 7. Respuesta obienida:
' s ————— B
8= VEE+Vaz+ Vot~ . 5 462 Vo4 40+ Vo -\

los alumnos, en efecto, han descobierto una ley. Les pedimos,por (ltimo que

enuncien la ley descubierta., Serd: J?(Eh4)+ Qf(F-4)+uT =

“~8e acaba de hacer una sequnda conjetura adn wds compleja que la primera. Probaria
‘ Ja g

Se podria , ahorag egpecular acerca de exprasionss como
‘H>\“ \r'H ; \[3+',"5+f3+.: Y &4 4\,/%*;' fE-} S-H

los valores qus deboran chtenerson:

Vi v L agi3033 5.
Hf’5+\/a¢rx\ 27'302736
{E¥3a+ﬁq£L 25648582 ...

JE4y5a o= =299 42 ¥ A5

1"
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fad

Los ndmoros obtenidos como son?. Parcoce que son irrecionales

¢ Encontrails, ahora, la lesy general 7. . A simple vista no ss v&, como en los
casos anteriores. Fero , preclsamente lo realizado antericrmonte nos dd pié

para escribir: R
Ja+Ja&d 4ua+u-=ﬁ

VoK = x » asx:z ¥ 9 xtox-aze ; uego %

siendo a natural

o e

'Hemqs, pubs , encontrado una ley general* \/CH \/a-l-\?._ L;_ﬂf'

Podemos analizar esto resultado:
L.~ 81 1+ da es cuvadrado perfecto e impar obtenemos valores naturales: 2, 3,

4, 5 etc, Veamoslo: A ho e ]\a-n!a-n”&'f
a z 2
25 & 3
44 12 4
(2p- 4% Ipcp-4) 11

2.~ 8511 4e es cuadrads perfecte par obisnemos velores Traccionarios:

etc.ﬁ Veamnslo: he| o Yo sva H’mut
4 [314 32 o
i |45/ 511
5“? 251y 2
(2‘7)2 Lptd p4d

4 2

3.~ 85 1 4 4a no ss cuadrads perfecto obtensmos nOmeros irracionales.

El ejemplo expuesis tiene jpor objetive fundamental llevar al alwmoe

& situacienes gue le permitan inducir férmulas (hacer cenjeturas),que

el intuye y que déspues deben ser probadas.Este heche crsemes gue es imp
tante,porgue,entre stras cosas,hace ver un agspecto de la Hatemaitica gue
ademds se ha repetideo a lo large de la Historia:Se estd ftrabajando en
un determinado problema.Se intuye unzs ley.Se hacen mds comprobaciones
gue refuerzan o rechazan la cenjetura.Se prueba ¢ refuta esa ley gue la
convierten en un teoremaz ¢ punte de partida de una nueva conjetura.

Al

TR T T TR T e TR e sy M T e T BAE L T £ ; T R T T 0 M T 4T *ww.-m*%



¢ CALCULADORAS PROGRAMABLES

Actualmente (Curso 80-81l).,el Seminaric de Matemdticas del I.B. de
Dog Hermanas (Seviila),imparte,como EATP de 2%,un curse sobre pro-
gramacidén con una calculadora programable,con intencién de combinuar
el préximo curso en 32.El progrema establecido{en estudio)contiene
esencialmente los siguientes puntos:

12 parte:MANEJO DE LA CALCULADORA

22 parte: PROGRAHMACION:
~Idea de prograna(organigrama,algoritmo)
«Progran® sencillos
~Progremas con bucles
-Programas con ccendicienantes
=Subrutinas
=Programas con indicadores
-Programacidn de algunocs juegoes

i

Pensamos que las calculaderas programables posecn,entre otras,las
siguientes posibilidadess
~La calculadors como objete,.Introduccidn a la prorram301én
~Revalorizacién de los métodos aproximativoes,
~Necesidad de encontrar el algoritme (o Idrmula) adecvwado pars
el programa.lo cual reguiere una profundizacidn en el problem:
g programar,
=Necesidad del rigor léglco y secuencial en la elaboracidn de
Wi prograna o
~Simulacién de situaciones {Probabilidades, juegos)
Otras posibiiidades:
~Utilizacidn por el profesor (preparar v corregir egerc*c1os;
~Utilizacidén por el cemtro (estudio estadistice de las evalua—
¢liones)

Proyectos:ElL mundo de la compubacién formaz parte de la cultura actual
v cada vez con mds implicaciones,Pensamos gue la enseflanza no debe ser
ajena a este hecho.Por ello,¥ por lo expuesto anteriormente.un grupo
de profesores nos hemos reunidos{l3.3.81) y hemos llegado al acuerdo
de realizar en algunos institutos de la provincia de Sevilla,y pars
el préximo curso,una serie de experiencias con calculadoras programa-
bles {de d;stlntes tipos) o miniordenadores,gue nos permite obfener
unza fundsmentada opinddn sobre el tema. _
Las experiencias,gue serdn coordinadas por la jinspeccidén, podrisn
realizarse segun logs siguientes puntos: .
1.~-Informacidn de otras experiencias y trabajos,asi come bibliogra-
fia sobre el Tema.
2.~-Elaboracidén y estudio de un programa o programas concretos a
partir de unas hipdtesis previas.
3.~La puesta en préctica de esos prograemas se podrian realizar:
afmediante cursillos
bficomo programa integrado en EATP
¢)eomo cufla metodoldgica dentro de Los programas
4.-Andlisis de dichas experiencizs y verificacion de las hipdtesis,

= Slbhin et i it s L e S i T R 9 T g e e GRS e ui e A
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CONBINATORLA

La presante conunicacidn os un resumen del dacumen-
to de trabajo claborads por nusstze grups (Didéctica de la NMatemftica, dd
ssvilla) en el que analizamcs iss principales aspectos de la Combinatoe-
ria a nivel de Bachillerete, expreesmos nusstras cpiniones saﬁfa oonts=
nidos, métodos y‘ebjetivas y las concretamos en los ?rablemﬂs comgntades

que aparecen en sl misma,

Contenidog,=

Creemos senvenients cambiar el enfogus que se le visne dane

"do al tema de Combinateria, nou s6ls on ol wméteds oino tembién en los

contenidos: fstos caen, coms gran parte de la Matemftice ds nuestrc Dae
chillerato, dentre de un esquematisme cue es necesario romper, Reducir
la teorfa a las variacienss; pesrmutsciones y cembinacionss es condusir
al alumnp por un camine estreche y limitado por el formulismo. Este es
1o que ss hace en los planteamientca cifsicos, incluyende la fermuilacién
conjuntista, donde ios ar&blunas giran en topno a situmclionss esitersobie
padas. Noestres incluimoes problemas come el 1.1, gue son prebleomes de
combinateria pera que ne ebedscen a ninguna de las recebas vsuales.

£1 contenido del tena 14 degarrellanns en estos cuatro

puntaos:

3.~ Prablemas genesrales do enumeracién, ne nescesariemsnte ti{picas, con

lss gus se rompe =1 esterectipo y sa sisntan las bases sebis las qua
etmarcsmee directamsnte al tamaa |

2.~ Problemas dz recuente per recurrencia; con lss que guersmos sxgli-
eitar que la recurrencia es una técnice mfs ds recuentng, y une ds les
sbjetivos centrales del tema. ..

3.~ Codificacifn,que eiempre sstd implicita en la combinateria, bien
de una manera simbdlica ¢ come una verdadera "traduc€ién® del preble-
ma a2 un lsnguaje cifrads cuyas"palabras® ls identifican dentro de ls
tasria.lsste seoundo aspacte praporciona enormes pesibilidades de desaw
rrallat wétodos muy gencilloes de racuents o incluse de obtener algunas
#érmulas.

é;udﬂlgehraiZacién de ia‘ehumazaciﬁng obteniends polinomios enumsrado-

res de subconiuntoz;, para cencluir con el Binonio. de Newken.
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ALGEBRA
Polinomios _lﬁf

fintodelogfa,
proponemos  un dessrrolle de le Combinateria que, en 1«

neas genarzles, siga osts azgﬂnSQraﬁas

ENUSERADT M - : —

E’ -
T 1 L-r H'""'--.._
I B -
Enumeracidn = -
—— . técn;mas recurrantes I
R o > F
pss;b;l*ﬁades de anumeracidn )

__‘_r_____#_,__
r_Jk_;__ﬁ L?dant ficac&
Recuento -
diracﬁg
TR W A A W N A W R R AT (0 AT T PN E P O O 0 ST A Y 40, T P - U D A A A T T AR N O
ﬂﬁaﬁéﬁa

o

ngﬂi?icaaiﬁn

Racuxrenciéwl

] 2w am A I AT T L S 20 ol 5D

& _ “mhhmhh‘hég Pelinemios |
anumaradareai |_.de re§m§Q§4.

}Sinﬂmim do Namtéﬁj

[ S

Distinguimas tres elapas claramsnie difersne
siédaa en gl praceso de aprendizajet una etapa en la que predeoming la
snumeracifn {£~1): una segunda stapa en la que sl aspecte central son
las técnicas de recuente (E~2) y una tercera etapa (£-3) en la gue se
introducen tfcnicas slgebrficas o

Cresmos gque hay que partir de la enumeracifng
esto es, de la erganizacién y obtencién de todas las posibilidades. A
continuscién s2 irém proponiends problsmas cada vez més sistembbicos y
en los quse el nlimere de posibilidades ses ya 1o suficientementa slavads
cope para gue los alumnos vaan la posibilidad de explicitar un ndtode a
partir del cuzl se abtenosn todas las snumeracicnes. S8 cencretasrd ene
tonces 1z técrica de fijaciln de elemsntos,

Al mismo tiempe gue se reslizan estos problee

mas ge llewars = los slumnes a distinguir cases dentro de la snumeraciéa
(idantificacifn)s reseticifn o ne de los elsmentes, si se tiens on cusne

ta ¢ ns 8l srden, si se toman & no todoe los elemontes,



La etape E«2 sstablecs en én momente, parts de
ia sistemftica dal cflculs cowbinatories problemss snflegos a los de la
@ltima fase llevan a definir msdiasnts un Brosess racurranté;'Ias,?ﬁmen
las de las variacisnes con repeticidn, lss variacionas eidinarias, las

permutaciones erdinarias § las combinscionss. Asi per ejemplo, con

' problemas cems el 2.1 ss pone en svidsnoia que -Uﬁ o™ 8 vs 5 "¢ llegendo
' g R
asf{ a inducir de forua empirica la expresifn de G& n‘ o
$

‘Trae estos problemas, en los quo ya 8o debs
haber comenzade a hablar de cndifinaciﬁns se paga a un blequs en el gue
se trata ésta de Forma directa. Los Preblemas 2.2 , 2,3 , 2.4 5 2,5 sen
buenos ejomplos do la utilizacifin de distintos chdiges, los cuales permi-
ten sbtener las ffrmulas de las permutaciocnss y combinacienes con repeti-
cién. En cuanto & la stapa E~3, ontss de ohiener el
desarrells del Binomis de Newton, proponemes la utilizacién de polinomiss

BhuReraderes, cemo se indics en los problemas del blogus J.

hjetivos.= Es ebjstive didéciice ceniral la utilfzaclidn ds nétodos
s recurrentes, qus ss unen a lazs-técnicas de eﬁamaxasién ¥ de recuenhe.
Asf misme se favorsce le adquisicién de una cierta dectreza en procesas

de idsntificacifn vy codificacibn.

it

Problenas

l.l.= Un cemionere quisre ir de Ssvilla & Bordn sigulendo siempre sl
sentids que indican las flechas en &l plano adjunte. Describe Lodas las

-zutas gque pueds hacer sl canioneze.

Sevilla . ‘ . - ;.
> Alecals de Guadeiras ‘—‘_\_\“‘\—_
\ ﬁ:’;ﬁ == El Arshal

Das Hermanas -

/-‘——-_

\l . P Utrera /q_-‘)l\

Les Palacios =

Mordn

1.2,= Se quiere formar un dominé de colores con fichas triangulares
{tridngulos equildteras). Sa dispens de tres colares. Forma btodas las

Pichas poesibles,



Zelew= Un 9rupao ds trabaig pratande Crganizar un B8istema dg Sefiales con

bﬁndaras-trinalares(trea-?zanjas h@rizantalms d9l misng tamgﬁw)« Dispge

-en de gnis ealorpas uarday‘azalﬁ rajo, amarilig, Negre vy blanece,

a),&Cuﬁntas bandaras Cendesy @ la primers franja e} coler vordep

b} &Cqéntas'banéaras habrd an ﬁ@ﬁai?‘.‘

) ¢Ludntas bandopas A% tendrén el colep emaritlse

2.2.mfﬁavgrupm de 11 Personga Gulere ir de excirsifn, Cono medio de trang

porte tisnen ung nokg (éms-pe:sanas}, un cecha paguesiis (cuatrg FaTaonas)

Y un cechs grangs {cincs ROrsenas}. ins cudntas WANAras se pusdel tistria

buiz todas 1a¢ PEXSONas on lgg vehfculne?
2.3 Enypl laberingg de ia éigura, éde culntas maneras_distintas se
Puede ir-dasda'glhas%a L sigudends e} sentide de 14 flacha?

B iy F B J

2:4,a F3 Tesultads Fimél 48 un partido ss du 5 ooles g 3 a faver fdel

Cequipn lnaalé'éﬁs'euénﬁaa nEneras distintas ge Pudu produets 9588 rge
sultadsy &

265w §g tieng % wenedas ¥ 5 aleancfys diatinﬁaag ¢ Do cufintan Mansrgs

,psdrfan'distxiﬁmizéa las mensdas an-laa~alnaﬁa£as-;ansids:anﬁs QUE alpite

‘nas alcancfas ﬁadimraanUHﬁar vac{aa?

Sele= Dusarrellap el produchy {x%ai)“ €x+ﬁ2).(xéa3}.(x+aé}

- EX costicients gy xgrnas anumezarias'Schanjnn%as dag ezealaa29a3§a¢

de orden dopy
3;2.u-Hamar:ai=a en ol ejercicio anteriopy w
' Y. Ahora el Cosficiante gy P i28 da el numpgyq da subcon juntos de

B eon . 4ep 8lemontos < 5 g .

[ )



THTRODUCCTION DEL CONCEPTO DI DYSTANCIA Y PRODUCTO ESCALAR MEDLIANTE
LA FOIMA UDAHRATIC& LORGITUE Dif UN VECTOnR,

ino de los problemas centirales de la ensenanza de la Geometr{a clemental esg
»} paso de la Geometria Vectorial o Afin a la Geometrfa Euclidea, es deecir
& jntroduccidn del conecepto de distantia en el Plano,

)1 método usualmente empleado para desarrollar la Geometrfa Af{n, consiste
)n 1a construccidn del Espacio vectorial W de los vectores fijos del planoc

» después el plano Afin sobre ¢é1, Sin entrar a discutlirlo ahora, lo que no
:abe duda es que la maycria de las definiciones y conceptos gue allf se 1n
;reducen son aceptados por el alumno como "naturales®, bien por su vtiliza
1ién en TFdsica ( Operaciones entre vectores...,) bien por su visualizacidn
rrdfica sencilla‘(bases coordenadas, ecuaciones de la recta,...). De este
i0do la Leometria aparece como lo que es; como algo "natural' y hasta cierto
unto experlmenidl En una palabra ; Se ven las razones de todas las reglas
lel juego. | =

'or el contrario,para initroducir el concepto de distancia el método usuali-
1ente empleado es hablar priemro del Producto escalar: Un concepio que¢ no
umple ninguno de los requisitof anteriores: Es una operacidén "extrafia®
v w es un nlmero real) con algunas propiedades diffciles de aceptar o
risualizar (v.v>0) y sobre todo, se pierde el "tono" llevado hasta ese mo
iento, pues para el alumno "ya empiezan a aparecer cosas raras". No se pueden
1egdr las enormes ventajas de este enfogue,pero hay que eliminar sus incon
renientes pedagdgicos.Le que debemos pretender es construir toda. .a Gege-
ietria elemental a base de saltos lo més peguernios posible y tratando siempre
le justificarlos al méximo, Lo que creemos es que hay que evitar las defini
xiones por "Heal decreto” y "porque yz se verd enel futuro lo Gtil que e““
y por otra parte los engafios con premeditacidn y alevesia "porgue los mucha
hos no lo entenderie de otra forma",Si como decia H, Lebesgue: "La tnica
mmsefianza que un profesor puede dar es pensar delante de los alumnos", nohos
jueda mas remedio gue hacerlo BIEN,delante de ellos,; lo que implica sgu par-
»icipacidn con claridad y rigor (rlgor de pensamiento, no necesariamente ds
»xposicidén). En dei1nitiv° , con Eespeio a4 su capacidad intveleciual en formablénq

i1 método que propenemos pretende solucionar estos inconvenientes , llegando
11 produwto escalar y & la distancia, sin que aparcezcan cosas (exceqivamenbe-
-aras, Suponemos gue el alumno opera minimamente en el Piano Vegtorla;,( L
sicamente el concepto de base y coordenadas )

.0 gue se pretende ahora es encontrar una férmula de MEDIR longitudes de vee
.oreg, Es decir definir L{v}) (lon igitud de un vecior). Es "natural que L{v)
rumpla 3 propiedades: 1) L(v)c,R@FZ) L{v)>0 w# 0 3) L{Av) =l L(v),-

*or 1) debemos asociar a un vector v un numerc real, la tinica relacidn que
1ay hasta ahora entre Wy R es el empleo de coordenadas, Supongamos gue v
:iene de coordenadas (x,y) respecto de la base ky gﬁs Se trata entonces de
lefinir L{(x,y). Naturalmente buscamos la funcidn mds sencilla que cumpla 1as
wropiedades Yy para ello buscamos con polinomios. Los polinomios ctes no sif
ren por l}3 de 3) se deduce que L{-v) = L(v} y por ello tampoco gsirven los
le primer grado, Probamos con un pelinomio de grado 2 (sin términos lineales
yor lo mismo de antes}. L{x,y) = ax®  bxy + cy®

Ay)= L{1,0) = a>0; ignalmente ¢ >0, Ademds si (m,y) # (0,0), entonces
(X,y)~ ax{+bxy-+»y280§bDlscr¢m1nate £0e> 4dac =% 0,
>or tanto a, b,cdeben cumplir ay 0, 4ac mb:>0 (esto in ?lica e> 0),

so0lo faita conprohar a0, L M )-y) Xaxt +¥bxy + Aleyt
: 18 L{x,y) = Iy (axts bxy 4+ cy®) . Por tanto
romo longitud de un vector sirve =18 funcién : "
L{v) = |y ax* L bxy +~ eyt -, L{v) se suele denotar HVJ o
Gtese ihien virfas e
Sy L) = aUEs bRy el = alxle bRy s clvl.

: v A=
31 se quiere tratar esto, la forma seria dibujar circunferencias: LV lii‘} 5&
‘n el caso primero apaveeen cgpicas en 21 segundo cuadrados (rowhos),
‘or tanto, dada una baqe{v . Vbﬁé una norm& es wuna funcidn |{W-———->R tal
e si v =(x,y ST e T
(7)1 2 Unit*lﬁy+cyi (1) 153
T ewcmp1o més sencillo 88, Ly 7 QRE €8 und norma gue se pgcuv definlx en

TR T A T T Y T T O \...w-—,:a———m— iz o qr'--r—-""“ RSO Wt T LAY f-arz?t'n*""w'"‘w"vv" s r'nr‘ Ty e T v A —-‘---.‘ Wv,-g.m—,..mm,,wg
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s precigo ipsisilir , cara al alumno, en que hay infinitas normas (intini-
zs formas de medir longitudes) y que desde el punto de visia matemdtico no
1dy ninguna privilegiada, {In cfecto todas las detfinidas cumplen la desiguale-
tad  triangular y sen per tanto normas en sentido totpoldgice}, aunque algu

ias den rcsult&de que chocan & la "intujcidn ¥isica", por ejemplo:

Vi r? ol

== 2 !Jx’ Ly b -

‘1?* 5 entoneﬁslhfﬂ: 1 y‘”lfﬂri {Por esto es preferible
lamar norma en lugar de longitud} .

recisamente comprendey gue la aparente "anormalidad® de estos resultados 5
tebe a que se tiene una forma prefijada de medir { gue se¢ podria rcmresenfndL
somo Ly W¥N2VUREt ) eg distinguir lo que es accesorio de lo que es cseneial,
1s decir CCMPRENDER, Hay gue tener en cuenta que al decir gue los dos vecto
‘e8 no puecen medir igual, se esta 1mp1£ciiamenue diciendo "respecto a la
jedida fisica). Pero es que esta es una mds y no tiene nada de especial ded

te el punto de vista matendtico., En general la unidad de médida que resultia

j0 es una unidad de longitud fisica, 0 dicho de otra forma sno  hay manera de
lecir que la unidad de longitud de un eje es igual a la unidad de longitud

iel otro, Ademds el hecho de que haya infinitas "longitudes" plantea una i
*erencia clara con lo Afin donde solo hay una forma de sumar vectores, ete.
is decir solo hay una geometria afin del plano Yy hay infinitas euelideas
wingue todas ellas las estudiemos conjuntamente, Cada concepto intrcducidoe
lepende pues, de la norma (o del producto escalar)intpducida. La métrica nc
131 algo inherente al plane sino algo gue afladimos para estudiarlo. Con la
rocidén de ortogonalidad ocurre igual: hay infin wites,y 1a nocidn natural de
23 s0lo un ejemplo de ellas, El alumno debe comparar esta situacidn - con

.a nocién de paralelismo en el Plano Afin,

-~ ‘\-4-'
i

11 problema gue se plantea ahora es la introduccidn del concepto de producto

scalar a partir de lo hecho., Perno es preciso insistir en que el producto
asealar no es una idea natural sino un cencepto algebraico gue simplifica
:normemente los cdlculos. Por tanto es a la hora de operar, donde deberd
iparecer. En general, las consideraciones geométiricas debe n servir para cols
:ar el problema en una buena situaciin y los cdlcules para acabar de resole
rerlo.

‘ndicamocs a continuacidn varios métodos pos1b’eb con algunas de sus venizjas
: inconvenientes, Estos métodos se pue en clasificar en dos tipoes; unos, con
lucen,sin hablar antes de producio escalar,a la existencia de haqeq donde 1 a

iorma’ se expresa como HPHE [xZT 42 (Métodos Wltimes) y por otra,los
iue intrcoduc—2n antes el producto escalar, a partir del cual se pucde con

;inuar con el desarrollo tipico de estas cuestiones,

e i e i L e e i i e i et e T TN T T TS TR TS TR S T wer e o e e~ 7 TpeTnEen
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METGDO MATRICTAL, , o -% 5
Se observa que: “ﬁ%l: Ly bf\%-ﬁfvz Cxx) b . Y
2
Bsto justifica el estudio de funciones del tipo: PN e ]
. - o ) b X1
(?;} —~ e = (XY ol Com GSe Y
’ Ji C. 1\\1'

1? "“"‘C""f }']
Q:’ s~ CKL ‘f')
En estec momento deba introducirse las operaciones con matrices (gue se
Jjustifican como instrumento de cdlculo gue facilita las operaciones) y
ver entonces que se ha construido una funcidén con una serie de propleda
des y que,por ellas, se. le llama Preducto escalar° Reciprocamente, si
se conoce una funcidn de este tipo, se puede construir una norma mediantve:
{o¥it= 7.2 . Aplicando las propiedades de binilealidad y simetrfa se
obtiene inmediatamente la expresidén del producto escalar y la norma res
pectc a cualquier base, (Ccsa que es mds difieil hacer solo con la norma)
Se puede plantecar tambien el problema de gué condiciones tiene gue cumplir
una matriz para ser la matriz de un producto escalar respecto a una hase

y andlogamente a lo hecho antes se cbiiene que la matriz debé cumplir Ilc
mismo que 3 a l

Z : a . .

A Es decir ser simétrica, con a,»0 y

¢ determinate positivo.
Ahora se continua con el desarrolle tipico,
Este método tiene el inconveniente de que no se ve claro, la razdn de ia
intreduceidn del producto escalar y tampoco se justifican suficientenen
te posteriores definiciones: Por ejemplo, 1la definicidn de vectores orto
gonales como V.w = O, '

METODO DE LA NORMA DE LA SUMA, . -y =N, e,
Consiste en estudiar gue ocurre con ”V*JVU' respecto a_NVinf?Wé.
Se ohserva que: -y C % Ya)
& =112, e : [ Y A, V4

e 2= UPUHEUWY S 2 (e X0k ¢ %} CIRNE R ATT-RAA E e e
Por definicidn , a lo situado deniro del paréniesis se le denomina
Producto escalar {(respecto a esa norma y es2 base), Se estudian sus
propiedades y se desarrclla el concepto introéucidolanéfagamente'&1
método anterior.,

Este método tiene los mismos inconvenientes gue el anterior. Se podria
pensar que, en este casc, la definicidén de ortogonalidad queda Justifi
cada, pues si v.w = O, entonces: [ip%&l"z !h7ﬂa+fhﬁﬁz es decir se
cumple el Teorema de Pitdgoras, El grave inconveniente de esto ¢s3 que
para hablar del Teorema ds Pitdgoras se necesita saber ya lo gue es ia
distancia y la norma, Las ventajas de claridad conseguidas se pierden por
completo,

METODO DE LA DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA,

Se puede intentar resolver el prob*ema de calcular la distancia de un

punto P a una recta r como: d{60) =l [acPe)| G}
y observar que se cumple que d(fr}z cl(f,6)donde Q cumple una ecuacidn
que se pude formular_como €%, e . G vV se llama entonce-s

producto escalar de FQ por V.

De esie modo apareceria de una forma sencilla y natural el concepto de
producto escalar y sobre todo el de orilcogonalidad. El problemna es que
aparece un problema de minimos bastante farragoso de resclver,

2
% '5-2_ w L - v [;>Z>O G=> ‘?’OLC ~ biF (j_
L ¢ . 4
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WMETODO: DEL: CGAMBIG DS BASYH,

Pefinida la norma respegm-_% una hase {m, vig, surge naturaimente cl pro-
blema de como calcular / 8i sus coordenadas vienen dadas respec
tc a atra base {w, pkconGOIGndo las coovdenadas_de estos vultimos rQSpeo
to a 1la base inicial, Sean waV)/ oy T Cﬂxb), uf-.C?sz; regpects | ,Ah

prreaando el vee tor v en funcién d@{_i, dy aplicando {1) V operande, sale

¥ ""‘W!a [i\-..r.H H Wi Xy [o..(}f,, Xy )+ l" 6 x,_%—"u Ya) . C.‘f;:Ye,J

'y para simpliflcur se llama a la expres] 8ién del corchete \iﬁz { que por
supuesto tambien estd definido cuando \b y W, no son base)

Este métode tiene la ventaja de que aparsceen directaﬂepte las férmulas del

cambic de base para 1a norma , y de quo dada una base{_ ah la norma se
xpresa como: [ h¥x Rt L5 2 gt ~ LXY .

Y 4
La condicién 1?0 ( O sea dac - v 30 ) se eseribe ahora Yy nwelit -4 1% ]

es decir /w*ﬁ%[éJM&ﬁﬁ%ﬁhue es la desigualdad de SCHWARTZ(Si w, y w,no son

hase se demuestra aparte),

A continuacidn se estudiarian las propiedades del producte escalar y se
verfia que, reciprocamente , un producto escalar define una norma,

Este método tiene la ventaja de que permite ver 1la importancia del concep
to de ortogonalidad. Una base serd "bLuena" cuando la norma venga expr Eaé
da de una forma sencilla, es decir cuando W, Wa 0. Una base ortogonal
diagonaliza la forma cuadrdtlca al anular ei faefor X,¥ Y una ortonormal
la convierte en /o) = Yii7

Surpge naturalmente, la cuestidn de existencia de bases ortonormales, que
se traduce en las ecuaciones;

Se comprueba que estas ecuaciones

A XC+ b xy, cYl=1 ([l Wil = f) siempre tienen solucidén y por tanto
una norma se puede siempre exXpresar

o b * L‘Xz‘rz P A Clw,y=4) ©n cierta base de la forma. més
sencilla.,Notese la importancia de
G XxXop b v _ W, W -o)este resultado, que dice que 1006s
L Ch,a4 Xe) # Cll =0 ( ’uﬁ*ﬂ1os productos escalares se pueden
. tratar de la misma forma {con las
mismas férmulas), aungue los resul
tados "fisicos" sean distintos,
METODO DE LA FORMA POLAR DE LA FORMA CUADRATICA,
Se sabe que en un espacio euclideo se puede ohtener v,w a partir de
la nerma mediante: thm/..-é (-ﬂv+ka 1 B T I Ua)

Estc es el proceso de polarizacidén de la forma cudrdtica y su traduccién
en geometria cldsica es el Teorema del coseno,Pero por supuesto la Ldérmf
la anterijior sigure sin tener nada de "natural"” y no puede justificarse
como definicidn de p;OﬁL"uO esclar.Este métode pretende ser una gugtlfi
cacidén de tal férumula, ES

Hasta ahora se tiene: HV// //CY,‘:)”:— ’3+.Bx‘(+c}'200n a~{mif 3 c= N7 HE

Es decir a y ¢ estdn estrechamentie relacionados con V..3 y " 3 conoci
das sus narnas se conocen a y c¢,.;0curre alvo pare01do cen b 2

Y A lc! Lf l}‘ = a+rbye = b=l v+ V112 - Usf Ly V e
Esta exprcsion apalece en muchos céloulos Y por esg ‘se Slmpllflca déndole
el nombre de productn escalar a R i Cude BN N on- gt )

. . . o

Por supuesto esta definicion vale si v y W no son base, .

A partir de aquf se puedp hacer un desarrolloe parecideo al dd método..
anterior, encontrando la expresidén del producto escalar y de la norma
Tespecto a una base eualquiera, justificande el conceplo de ortogonalidad
comg antes y planteando la existencia de bases ortonormales,

3=

I
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WETODD DE DIAGONAUTZACTON DTRECTA, i Tz

Este métodn conduce directaments o la expresidn = V¥ )

S1i los alumnos conocen y manejan lag "fdédrmulas del cambio de base', se
puede intentiar directamente diagonalizar la forma cuadrdtica, es deciry
buscar una expresidén mds sencilla de [y = ax» bxy+eyt tratando

de completar cuadrados, (lecuérdese que ay0 y 4ac -b'> 0 )
axbs bays ey = @ (xXpfay)Ea (e-bi)ye
=4

y con el cambio de base dﬁxesulta que : Ilﬁﬁﬂzz Qf‘aL?ﬁ;}?ﬁ
3

-

>><:X4§}'}--$T:’7 ‘
. Una bhase (o un sistcma de ejes) se dice
ortogonal cuande la forma cuadrdtica et  se expresa de esta forma (sin
término Xy), es deecir cuandoc es "diagonal", Queda probada la existencia
de bases ortogonales, y naturalmente se ve después que una base es ortogo
nal cuando su producto escalar es O, ' e
Se puede obtgnerit&mbién la existencia de hkases cortoncrmales, escribiends
st VR F (ﬁ“a = i = = .
ﬂp!l.-(3QHX)* [M*E;Y) y tomando X = UXJ¥; Y = C%g ¥ con le cual se
llega a gue para estas bases{que existen) -—- - - . - = — —-- Jeta xEpve,
Este método justifica el estudio de aplicaciones del tipo:
; 8, @ X es deoiy; e} estudio someroc de las matrices y
- S P4 las aplicaciones lineales que se necesgita si
= - se guliere introducir el producto escalar couc
Y 49, an Y en el método siguiente, aunque ahora se podria
' hacer por otro método llegdndose a

3" r "’7 v -L" A r
PR XXk WY, Pa Oy We Ol)

No parece muy Util en este método, hablar de #a matriz de la forma cuadrd
tica respecto a una bhase y quizds sea muy complicado. -
METCDO DE LA SIMETRIA : ,

Lste métocdo pretende justificar directamente la introduccidén de la norma
como Hetl = Vultyyz . Matemdticamente,esto estd justificado pues sabg
mos que siempre existen bases ortoncrmales; ahora se trata de justificar
mediante consideraciones geométricas de simetria bastante sencillas, su
introduccién directa gue ahorra mucho itilempo,

Para desarroliar este método se comienza como en la introduccidn buscando
una funcién polindmica que sirva como"longitud de un vector®, Los términos
lineales se eliminan como allf y entonces <&(xy)= ax®+ bxys-cyl . Se tra
ta ahora de justificar la eliminacidén del términc bxy,

Parece natural gue entre los cuadrantes que define la base Q? . ﬁﬁ no ha
yva ninpgunoe privilegiado., Si un punte del primeroc es (x,y), entonces sus
puntos simétricos en los otres tres son {-x,y¥),(-x,-v) y (x,-y). Por la
propiedad 3) se cumple que L{x,y) = L{-x,-y) y L{-x,y} = L(x,-y). Para
que los cuatro cuadrantes sean iguales "exigimos" L(x,y) = L(-x,y).Es
decir que la simetr{a {x,y) —3 (=x,7) sea una isometria,

Dicho de otra forma, que al cambiar X por -X, Se obtiene un vector de
izgual leongitud que el primero, quiere decir gque los cualro cuadrantes
scen "iguales" para nosotroes, y esa es precisanmente la definieidn que

da Euclides de perpendicularidad: “cuando una linea recta colocada sg
bre una l{inea recta forma dngulos adyacentes e iguales el unc al otro,
cada uno de los 4ngulos jiguales es recto y la linea recta colocada sg
bre la otra se llama perpendicular a aquella sobre la gue estd colocada".
Es decir, en el proceso se introduce la ortogonalidad directamente,
pues la simetrfa L(x,y) = L{-x,y}) lleva en cierto sentido implicita

la idea de que los ejes son ortogonales { pues esta simetria sclo se

"ve dibunjdndola™ cuando se pintan los ejes perpendiculares). Dos reg
tas o dos vectores serdn ortogonales cuando se encuentiren en 1a misna
posicidn relativa entre ellos que la que se encuentran los ejes dadcs.
Entonces resulta CXP+bxys+cyls axz"éxyi'ayzﬁbb=0, v queda 4Cxvl= axtyey
como L{xv) 3o (ryy=(t5,la dUnica condicidén gque deben eumplir & y ¢ cs
ser » 0, Luego se puede tomar a = ¢ = 1, Nétese que esta eleceién‘sg

pone tomar fwliz fiv,l} = 4 aunque qﬁxﬁ%ﬂa’ . Pero ndétese gque el proble

ma de encontrar vectores gue aparéntemente ne "miden" lo mismo y _

tienen la misma longitud algebraica ( o dngulos gue aparentemente ngo

son iguales y son algebraicamente el mismoj} aparece con cualguier
LI

forma cuadrdtica ( excepto lx%y? v TV )} aungue con este méiodo 153
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en lugar de “aparecer”, se afirms su existencia desde el comienzo, ¥ sec
enfrenta antes al alumne con 1la aparente incongruerncia de que uno pueds
eclegir unidades arbitrarias de longitud sobro los ejes {(al escoger a vy
¢) v de dngules {(al escoger la base VZ} v, ) cuando se estd definiendo
una distancia en el plano, s

Se llega definitivamente a [ (xullz Jx%y? utilizando la propiedad 3) como
en la 1ntr0du0016n5 (L M. ¥) = BILY) ). .

Se plantea alora la cucstidén de desarrollar lo introducido y de que apa
rezca el producto escalar, (El desarrcllo gue sigue sirve tambien para el
método anterior).Bsto se podria hacer por alguno de les métodos anteriores
y se llegaxza a la expresidn : V.Wx (KL% (% lz %.%2Y 0% e

Agui se va a indicar otro métedo gue tiene importantes ventajas, y que
con ligeras variantes sirve tambien para cualguiera de los otros métodos
indicados y resuelve(ailin en el caso de gus se introduzca el producto
escalar directamente} DE FOBMA MUY SENCILLA LOS PROBLEMAS DIDACTICOS
PLANTEADOS CON LA DEPINICION RIGUROSA DE ANGULO, LA DEFINICION DE LAS
RAZONES TRIGONOMETRICAS DE UN ANGULO,EL ESTUDIC Y CLASIFICACION DRE LAS
YSOMETRIAS DEL PLANO, SUS ECUACIONES Y RESULTADCS ELEMENTALES ("El pro
ducto de dos simetrias es una rotaecidén", "Toda rTotacidn es producto de
dos simetrfas",etc), LAS FORMULAS DE LA TRIGONOMETRIA PLxVA, ENRE et

Se trata de estudiar las transformaciones del plano que conservan 1la
estructura introducida, Asi el alumno se encuentira con ia primera idea
de conservacidén y el conocimiento que se alcanzaé de una estructura,es
tudiande gsus transformaciones,

Se definen las isometrias como aplicaciones biyectivas de W en W que
conservan la norma ( “i(v}{—LVH y las operaciones ( son lineales).

Cualquier puntoc de l1a eircunferencia unidad {7F[f“ﬁ”:* Stlenﬂ como ima
gen otro punto de 1a eircunferencia unidad{ es gdecir 1la circunferencia
uniidad es una §4rbita para las isometrfias)., Se observa que dada la imagen
( a, b) del punto (1,0), la imagen (x',y') de otro punto cualguiera (x,y
sobre la circunferencia unidad, solo pue e tener dos valores. 'm efecto
{0%0—[%9#— Wy~ coorlf _ y, de aqui, operando resulta axh by = x
‘yue con @ UL jmplica:

| iy ) (V) )L
5 -:-_d).(“"b\f i w = ax+by ol Hilen (‘1'): Lg&)(\{}o(\ﬁ! r;}(b»a)

= bx +ay @yl =bx-ay £l :

ﬁeczprocamente toda ap11c301on definida por matrices de estos tipos es
und isometri{ Estas ecuaciones valen para todo v{ Tdmese !gﬁﬁw )

¢ Cémo dlstlngulr un caso de otro? La simetria tiene dos puntos fijos en
la circunferencia unidad y l1la rotacidn ningune . Es deeir hay que re

solver: ¥
]

-G Y TG
z - =
Resulta que (1) es una rotacidn y (2) una simetria .

Si se define base pgrioncrmada come aquella en gue la forma cuadrdtica

se expresa como Vxlrwe: (definicidn equivalente a la normal) resul
ta que toda isemetrfa de matriz (1) en una base ortonormada, tiene una
matriz de este tipo en cunalgquier otra base. orionormada y los nmimercs

a ylbi no dependen de la base ortonormada y solo de la rotacidn., Se 1lla
ma a "a", coseno de la rotacién.Si el plano est#d orientado, entconces b
tampoco dpende de la base ortonormal escogida gue tenga el mismo senti
do gue la inicial, Se 1lama a "b", seno de la rotacidn, !
Despejando a en las ecuaciones de la rotacidn, se obtiene a= fo"yf ¢ v]
A lo tdltimo se le llama Producto es-calar y asi resulta gque & = CXJ? ey
A partir de aquf se puede desarrollar toda la Trigonometria y el resto
de las cuestiones enunciadas antes, Para un desarrolle concreto puede
verse: "GEOMETRIAY Queysanne-Revuz . CECSA., (Con la navoria de las
cuestiones muy simplificadas si se hace lo indicado arriba), o bhien
"ALGEBRA LINEAL Y GEOMETRIAM. Dieudonné. SELECCIONES CIENTIFICAS,

Con todo este hagaje es posible estudiar todas las cuestiones de la
Geometr{a euclidea cldsica o “wmoderna", Se pueden estudiar todas las
cuestiones de la geometria del tridngulo o del efreulo, rigorizando

Tasg dLmostrdCIOHCb sencillamente mediante los grupos de transformacioenes

adecuades v sns invariantes, i
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los valmes  gue siquew se obtiewen  wiraudo la tabla de loganituos .
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t;m?iad_a&es de los logartwen (P e{@uf:%o , ditectaeite
‘ ia? 0'2= % & %= 0'2. 2
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5040 ‘ -4 ~0'599
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DKz -6'6990 9

5 -EQ?O”A: ~0'6990 = - 6'%0
o %J.Tlecwdb Las Fm}n‘ea{ac#es de Ip {oaia.ri’cbuas

10f} 0'2 - Qo%%}"fj E %0}@4£03f9: 6'3040 - 4= - 0'6990 =-0'70 )

x[oloz [0z Jou o5 |06 o3 | o't | o
Y | -4 |-0'30 [-0'62 [-0'%0 [-0'3b f—o‘zz |-015 |-57603 J_alo»;

(Dibujadn estos tos | verun
X5 |25
Yldis {040
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e cougendna ghbeuer alquue ands:
. : i
35 149 | 95|95 | 28 o'

o054 {5 1034 10'g3 {6931 0'q§

F__LL_LLI,QG'LL tuyersa :
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de la ofa ce obhsewo Gue releeorn tiewe sus crw:;'{:ui_g q se habla ew qeuernl

de la relocmu exoteute eunte ﬁrd freas  de _Fuac;o wes  {uversac,
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TRIGONRCH

T

Las Presentes notzs resumen el trebajo sobre Tri-
goliometria, realizago ror el COlectivo ge Diddctica de 1ag Fate
Réticts de Sevillg,

’I:a

(8

dez cue bPreside el tems Consiste en pleoame-—
_el-mé%odo cientifico en sy desarrollo. Se comienye con el teo-
remz de Thales, dzdo como axioma previgs justificacién.Se intro-
ducen lag rszones trigonométricas ¥ se conétruyen'tablas con dog
deﬁmales,_di$tinguiéndose entre valoreg éproximados (obtenidos
ﬁor'medicién) ¥ valores exactos ( obtenidos tééricamente)ﬁﬁédiante
extensidn de lag rezones trigonométricas g€ introducen Jog funcion
circulsres, E1 tema continua con el estudio de 1a trigonometria
plana, pars acabar con log Principales desarrollocs trigonomaﬁr'w;
COs ¥ ecusciones, Finalmente, € confrontan los resultados Obtend-.
dostelricarente con los obtenidog Por medicidn, E
Vamos & sefiziar ios puntos centrales deltena,

Los alumnos dispondrdn ge los instrumentos elenm

i

helN

talag de dibujos regla, compds, semicirculo graduado, ete,

Teorema ge Thales,
Tras el planteamiento de situaciones concretas{ cil..

culo de alturs de puntog inaccesibles), bropondremos el siguiente

-ejercicios Dibujar dog rectas y un haz ge paralelas gue 1as'corte,

midiendo log segnentos aue se obtienen Y efectuando las razones gue
Se Indican: \

\ 4
\

Loa slurnos observardn aug 158 ragzores obtenidas nor ezde uno de

ellos gson SEroXirzdamenta igunales, Tras anzlizer dicha Obreyy-

e . N e s T T g s —— MR i b S

ST

TR i e



goncluiremos que 'las proporciones son igusles", insistiendo en
que dicha afirmacidén eg verdaders dentro de un marco tedrico. 4
contimvuacidn discutiremos la Jdependencia deios distintos valores
de las constentes gue han obtenido los glummos, hasta coneluir awe

dependen de« y de la 2inclinacidén' de las psralelas.

| i #// Trag fijar lz inclinacidn de lag vo

L/J/jf ° razlelas pervendicularmente, definire
A ‘ mos el coseno de«como la constante
ﬁﬂw‘ I ‘ de proporcionalidad: coseol= k

Fodemos sefizler shora le definicidn cléeicz del coseno, insistién
doge en cue no depende del tridngulo rsctdngulo cue se tome sino
s6lo del éngulo, Definiremos el seno como el coseno del complemen

terioc, ete.

Construccidn de teblas.

’ Pasaremos a construir tablas, por ejemplo ls &
'coseno,;F}eviamente,haremos ejerciciog en los que pediremos el e
seno de un Zngulo dado,por medicién. Cbseveremos cue, al utilizar
lz regla, es interesante tomar come unidzad 10 cm., pues ello nog
permite cobtener heste dos ‘decimales de sproximscidn, Observaremos
también, gue si se toma la hipotenusa como unidad, basta con me-
dir el cateto contiguo parz obtener el coseno pedido.Por Yltiro,
observaremos cue para consbruir una tsbles de 10 en 10 grados, por
ejemplo,es convenlente acudir, por economia de trabajo, a la "cip

cunferencisa goniométrica®:

™

ary

__rz_. S I~ .,
[Fatl2d .

Es interesante utilizer papel milimetrado.

A pertir de les nociones tedricas elementales de geometria, calcu-
laremos log vslores exactos de las razones trigonoméiricess de zlgu~
nos #dngulos (302, 602, 452, 229 30y Y, que confrontarenos con los
valores obtenidos por medieidn.

Aezbaremos, redefiniendo las razones trigonoméiricss sobre el primer

466

e SR Sk o ar i L s i e e B et i T i g



[l .

cuadrante de la circunferencis goniométrica.

Funcioneg circulares.

.Definiremos, por sumpliscidn, lzs rezzones trigonométri-

-0

cas en los dends cuadrentes. amplisremos lzs tablss,dibujaremos las

funcicnes trigonoméiricss ¥y sefialaremos svs principsles propi

X T propiedzdes,
Sobre la gréfica podremos obtener otros valores no dados en las ta-

blas °

Trigonometria plana.

Al construir las tablas habismos trsbajsdo con trifn-
gulos recténgulos, Fasaremos zhora = trébajar con tridngulos cualege
guiera.

Resolveremos primercmente tridngulos con dstos numéri-

cos ( = partir de problemes. concretos).Bjemplo:

Recolucibn: trzaremos la altura desde B

b ;

l‘i"’\ 3) E——_— Nt 5 Al 3)-
- 5 T
1
) L s - k =
A C pate z =0 Gz Al Me T

~ . Jew Fo

Reiterando este tipo de ejercicios seé obtiene un método que lleva
sl szlumno fécilumente al teoremz del seno.

Procederemos andlogsmente perz obtener el teorema del coOsenoe.

Bérmulee trisonoméiricas.

[

iy
w3}
<
g\]
s
ci
O]
]
5t
[e]
"

Aprovechsomos ejercicios del apart:




_de bolsillo obtendremos une sproxinscidn de senll? ¥ a pariir de

T
b ¥
' \
| \‘I 4
| \\\“\
, S ) . S
g =i hisd
o
- g 4 o tes A
gplicando el teorenma del seno:
- [ .\\—"\’\ & \g,.-\ "y >
& SR A4 2 oa B Mo O o= de= {Ay Eb)

A partir del sen(i + B) obtendremos las demds formulas trigono-

nétricas,

Aprovecharemos las férmulas trigonoméiricas para obiener wvalores
xactos.

Por dltimo,volveremcs a hzcer unaz tabla a pertir de lateoris.

Bodemos procedes asi:
= = %M«fv» v
’1 .
tg '5'&‘-/\'31‘{ Q- ({,} .}-E.-'»\ ‘{O‘ -! J ! e

= G . . H - - PR Ot
medisnte sproximaciones sgucesives {Bolz=ne) ¥ con uns csleuladorna

elle una tabla de, por ejemplo, 10 en 10 grados.Pestacarcios el
grado de sproximecidén gue podemos conseguir asi, frente al conss-

guido por medicidn.

-ttt eric bt et

il

Antonio Pérez Jiménez,

o
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o
n
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(Colectivo de Diddctica de lszs Katenmd:

Sevilla.)




CALCULD PRACTICO DE LIMITES

N.Intrduccione~

Hasta ahora para calcular el limite de una sucesion hemnos necesifn
do conocer unos cuantos terminos de la mism,,que nos daban direcia-
mente o, lo mas frecusnte, calculabamos a partir del termino-general
an.Esta procesu puede ser latoso cuands (-l)n+ 3

a) la expresion de a  es complitada, Pugie 8=

1,20
b) la sucesion es tal que hace falta conocer muchos terminos para
darse cuenta de cual es el limite; p. ej. e 2nd 3
n=
4n=10

O.l.Ejercicios escribe los 10 primeros termincs de la sucesion b).
Primeroc en forma fraccionaria y despues { con la calculadora) pasa-
los a forma decimal ,&éPuedes decir cusl es su limite?iSeria 0%.Cal-
cola & a,. __..Corroboran la suposicion anterior?.

1.000 ¥ ®15,p00 .

Vamos a estudiar en este epigrafe como se puede conocer el limi-~
‘te de una sucesion sin mas que cbservar cuidadodamente la forma del

termino general 8,

l.Calculo de limites.—

. AP . : [ 7 2
Fijate en el siguiente ejemplo: ap=\/n< 4+ 3 «~ mF-‘ ~Vamos a tratar
de descomponer ap en sucesiones mas sencillas de las que conoZcamos
el limite, y a partir de ellas sl limife total,

2 gs cada vez‘ I 3 es una 2 es una n es cada vez i
as grands 1 constante ' constanta mas granda .
+ 3 es cada vez 2/n es cada vaz mas
imas grands pequefic ( w3 0)

nZ% 3 es cada vez

mas grande { —»OR) ¢ g
"

Si a una cantidad cada vez mayor- let

. | restamos algo guem se acerca a 0,

el resultado sigue siendo cada vez

mayor.,

;lim{ﬁh2_4 3 - —%—j é *‘WQf




yd
l.l.EjerciciosReproduce el razonamiento anterior ( en la forma "&bre-
viada") para los siquientes casos:

o . 3 3 ,
%n = "ﬁg ; bnz'z‘hr—ﬁh S_Cmﬁvfn"l Podp= (=2)7 #n" (S’S)Sﬁ ;

Fa= (=0,4)7"; g = 3™ ; h?sn§34 2n? W1 ;4 o= w730 1
. 4 H y. N K . AL, . a 4 i E v
A LU IR L S Sy Ve RPN SE D11 toe(-1)2nHL

l.241dem para los ,siguientes casaos (observa que de muchias sucesiones
parclales ‘ya conoces el limite),.

& ' &
T A SN _ =l B8
. Lo m g ; 7 Sy 2 . il . Gy
an= - e } b= ( 2 % = it ";'IZ R 7("' - L 3)° 88
w2 4 LT
P ' rm ’ R . . .

oo A e . = NI . = m: ———
4= (0,5)™ ( 4 =TT i oens (g 3)e7n? 3Pu= (104 0,1M) (= ~ 4),
1.3.Idem para los siguientes casos: ~

.,.‘2“_" -l = i‘g" (=2)P = I

(=0,2)™ = %,3”1 o, n 4y LT
3 é& __2,?___ "'é""-,":l a

sl n g : "“‘@3
§=7,5)n Tl g,4m TR T ’

g (-1 503
-5 L5 g
4n n
n

1,4.D08 los ejercicios anteriores puedes sacar unas cuantas reglas
sencillass

&)a Elnf-'-*% 1 . |
by =~ 1% = an+ bn =3 ia, = b —= 8. by
b).El cociente requiere un poco mas de cuidados
8, =31 : ;
n 2 ¥ ] .
b, —> 14 0 =0 /b, T
an” —3 1£0

= e, /’bn ~—%  (hay varios casosjrecopila los ejem—

by — 0 plos de este tipo y estudialos),

c).Para los casos en que una es divergentes

a, —% T oo at b
bn —-é$ §#Og :$> anﬁ,bn ~—=>- (varips casos sequn el signo de ll
a,/b., —» ( idem)
b./a, === ( idem)
dJQPara.los casos en gue las dos son divergentes:
Ta, = lo® a_ 4 b —>
bn — 40 2 &4 . b, —



00 R 3

ar\
by —3 =@ B ﬁh i
a —p L eSO 1 ’

Habras notado .ue falta algun casocj;por ejemplo si a, =0y b e
an/bn.~w% 4%?.Algunos de ellos los trataremos en los apartados 81gu1ﬂnm
L8838
.8.Para los cascs de la forma Pnbmi tampoco hay reblas gernerales,Bus-—
ca entre los ejemplos amteriores las que sean de esa forma, y comprues-
ba gue las resultados dependen de a, y bp.En particular, si lim ay es.
positivo écual es lim a,"m 7,
195ﬂEjercicio,mHemas encentradoe algunos - egenp;os curiosostalguna { o
ningtina ) de les sucesiones parciales po tenia limite y sin smbargo la
total sil.iPuedes seffalar cuales en los ejercicios anteriores?.

1_

-

2.1ndeterminaciones en SUMAS ¢ =

2.1.Ejercicio,En 12 de BUP has visto la palabres "indeterminacion,
4En que parte de la asignatura?éiA gue se refiere?.Revisa este concepto
y apuntalo en el cuaderno, '

2.2.tjercicio.Escribe los 10 primeros termines de la sucesion o=
20 y de la bp= N.A partir de ellos escribe los 10 primsros terminos
dz la sucesion ap~bp.éCual es el limite de 'n;b y aqwbn e

203.Ejercicio, Idem con las suceslones a,wen y bp= ne,
2.4,Ejexciciol.Idem con las sucesiones ap=2n+l vy bn 2n-1,

2.5.Ejercicio.Idem con las sucesianes an=n y bg= (-1)" 4 n.

A la vista de los resultados ds los custro ultimos ejercicios:éplo-
dashdgr una regla general para el caso ay =3 daw i, b ﬁuﬂm i ﬁ%}
3p~ By, —F - T ,

Cuando. se nos presenta 'una situacion como las antericres, se dice
que tenemos una "indeterminacion del tipo 4 @@~ @ ",Lsto significa qus
del analisis del linite de los sumandos no podemos saber el limite del
total: hace falta estudiar cads casc en concreto. (Dbserva gue todo de=
pende del sumandc que diverja mas deprisa). :

A veces podemos ayudarnce de una serie de trucos matematicos para
"resolver la indeterminacion® sin necesidad de sscribier los terminos
de las stucesienes.se treta de transformer sl termino general en otro
{ equivalents, por supuestc) en el que se vea facilmente el limite.

2,6c.Ejercicinea,= 2n° - Sn.Comprueba que es del tipo anterior,.Escri-
be an de otra manera.l{Pusdes calcular asi el limite?.

247, EJBTClClD:&nm —Snzi 2n - 5, Idem,

2 B.Ejercicio.a = -2n 51 100 n% 4 3,000 53 + 5,Idem,.

2,9.Ejercicio,Es una generalizaciocn de los antericres.S5i el termi-
no genera} Bs ap= ¢ nP 4 Coml e R ¢1 n + cg dcual ss el limi-
te de a,?

Otro truco gue se emplea para resolver. los cascs del tipo a_ =

=
4%? “‘ﬂc y con by v o, —% +«@es el del siguiente ejemplo:

anrﬂfn fnzml gue , multlplzcanmo Y dividiendo porf ﬁ242 $ 5—1,
sc trasforma asi (Mn? 4 2 “\!ﬁ‘ -1 (?ﬁz 12 4Vn? ca )

ﬂ

n

Rgnz + 2 '4i/;2



%- -5 3 lm};
; ‘? - 2‘. % # 5 "r.-”
= R B (n 1i%~ &= ~w~——~~.gﬁm_ y asi lim & ”llmAhnxﬁﬁﬂkéiﬂ*“"“ =0
Vo2 T2 V2 <1 Vnis waiey wWoldz Wnli! 5, o

2.10.Ejercicio,iComo se llama la expresion que hemos Gtilizado para
multiplicar y dividir?.Aparecia esn 12.¢Para gque se wutilizaba entonces?
Revisalo y apuntalo en el cuaderno,

-3

3elndsterminaciones sn cocientas,—

3.l.Ejercicio,Escribe los L0 primeros terminos de las sucesiones
= 3n y bn~2” Escribe los 10: primeros termlnoo de la sucesgion an/b
¢Cuales son los limites de apj by y 2,/ b L7
3.2Ejercicio, Can los datos anterlmrcs EQCFlEB los 10 primerocs terminos
de la sucesion bp/ap y di cual es su limite)

3.3, Ejercicio,Escribe 10 terminos de a =21, b -nél y a /b .éﬁualeﬁ
son los limites de ay, bp y an/b, 7

JebdoEjercicin, Idem con anw2n$ ( l)n.n Y bBp=n.

A-la vista de los ejercicios anteriaoresé podrlas dar una regla paw

leul : ,
ra calcular limites del tipog E“B S an»Y'bn.“““% Lo 7,

n ;
@"KUuelve a aparecer una indeterminacion que llamaremos " del tipo
I -
& o7 5 - e
3.5.Ejercicio,Comprueba que las expresiones " “;§i~" y ¥ e ¥
@Cw

tambien son Jndetermlna01ones, paniendoc los HJEHDlDS cportuncse.

3.6eEjercicio, Idem la "0 (¢ eo)™ y ® ~§~ i

Hay um tipo de sucesiones que aparecen con frecuencia y gue dan lu-
=
yar, al. calculae su lomite, a uma indeterminacion * &mmn ",50n de lsa
forma siguiente: . : -

oo 332041 L _.In%s e 2n man=l
[ S et n: —-daar‘--l- —————— n::-_ ———————————
. ~8n243 n4-2n2-1 -3n34 n? 13

3e7T.Ejercicio,Compruebe dque el limite de las anteriores sucesiones
es una indeterminacion del tipo ”ifgf“ ; especificando en cada casog
de cual se trata, i

JisB.Ejercicio. 4Podrias escribir una "formula general" para las su-
cesiones del tipo de las arteriores?yObserva que expresiones aparecen
en el numerador y el denominador,

Veamos un artlflcla util para resolver estas indeterminaciones,

3nd -2n 4 1 Ae2ntl g2
an= 5 grado de 3n 2 S é_ Fsvogemos el menor de
-oncd 3 ' o toL5n%d 3 = o
ellos 2 y dividimos’ numeradur y denominador por i
: R
303 -2n 4 1 300 2n 1 3= ~&m & -5
o L e T3 TTs TS o1 n
"‘.:,]= - hg - e D D Do T o s y asi
! ~5n2473 oo
¥ e N Z
— A D kit ‘?‘\ "
- ‘ ; 5 oF
f- ffgln : L ‘(——’2--: A ;...; ..,\ Y“""%?‘*’
{ \h’{‘,f il né .
lim 2 = 1ip & *,:."‘“-wg"" j‘?:g) = e
n ~ TR m e I N
£ - s
!¢“5"\,_ 1 ,_,,_.é_... ‘ e
16‘ ., f ‘ 2 ‘
'y LY n /€ i
{* J‘ - -% ;—»--—-\ -?-S
@ "5 S



3,9« Ejercicio., Utiliza este método para calcular los fimites de las su-
ceziones b Y oc .

7o10, EJerc1c1o. Inventa tres expresiones del tipo anterior, y.calcula

su limite. _

3.1ls, Ejercicio. ; Obmervas alguna r8lacidn entre el limite que tienen esw~

tas sucesiones y los grados de los poiﬁnomios numerador w denceminador?
.Haz un esquema. con los resultados. .

ReiZa Ejerc;icio.-Calcu;af lim ( V n +n - V nz + 1 ) con las reglas ese

tudiadas en el apartado 2. Observa qu§ al final, sigue apareciendo una in-
'deterﬂinaci6n~ﬁ§%§r ~ Resuelvela dividiendo numerador y denominador por T

—-—m&ww—

"24.13s Ejercicio. Idem. con 1¢m ( V’zn w )

4.~ Tndoterminaciones en potencias, S

N

b.1. Ejercicio, Sea a, = { 1 +«%f')n

« Escribe los diez primeros términos
de-esta sucesién, efectuando previamente la operacién del paréntesis., Con
la calculadora, pasalos a—axpresién decimal,

4.2, Ejercicio., Idem con b = (1 - 1/n )" p -

%gS. Ejercicioce. u e o = (1 & 1/n )"

%54, Ejercicie, &{ Pueden tener el mismo limite las sucesiones de los ejere
ciciosg anteriores? Razona por qué, Sin embargo, compruéba gue las tres b~
ses y los tres exponentes tienen el mismo 1limite. : Cudles son 7

: : - : . . ; g —wE
Estanos ante otro importante tipo de indeterminacidn, de la forma * IV

Para resolverlas en algunos casos, podemos ayudarnocs de una sucesiodn muy
o owtante, que es la que aparece en el ejercicio L, 1, cuyo limite se co-
nceee desde.hace mucho tiempo, y es el famoso nimerc " e ", Esg un niimero

irracionai, y vale: .
Lo = 2 7183818284599%5¢,.....a.gsg

Le5. Ejercicio, Explica por qud aparecen puntos suspensivos después de la

Gltima cifra decimal,

L,6, Ejercicibﬁ'Los térm;nos gue, has calculado en ¢l ejercicic 4¢l no pare-

ce que se'acefquen éemasiado a.@, Calcula términcs muy avanzados, por ejc

plo el alOOO s s bdo s 8 £ ¢ & . L'Sa van acercando a e?

T 11
Partiendo de que e = 1im ( 1 & 1/n )"

-5-
minaciones del tipo " , transformando previamente las expresiones del

y Podemos resclvexr muchas indeter-

Ry
término general.

k,7. Ejerdicio. Calcula 1lim { 1 & l/n )2 o Previamente, transforma la expro

- . g . it L
sib6n del término. general en otra -en la que aparezca la sucesidn fundamental
{ la del niimero e ),



te8e Ejercicio. Idem, lim ( 1 + 1/n ?fF;
t.9s. £jerciciod it Lim (Alﬁé 1/n >7n 3 1im ( 3 ¢+ 3i/n )~3n

cwovu BEjercicio. Como resumen de lo untgrlor, caleula im ( 1 & 1/n )27,
iiendo a una uonstante.‘

bolla=¥ JerGlCIOn Calcula 1im ( 1 4+ 1L/n )}
1,12, Eger01c10e Calcula 1im ( 1+1/n)n+3

y lim ( 1$1/n) n~4' tronsformandr

reviamente lasg sucesiones en otras en las gue anarezca la fundamental e

tal3s Ideme lim ( 1 & 1/n y3n=3 lim(a & 1)"’4“*7

. ' ’ - T

tolb.~Ejercicio, Como resumen de los ejercicios anteriores, calcula

lim ( 1 4 1/n pRest , slendo a v b constantes.,

is15+ Ejercicio. Escéribe 5 términos de la sucesidn b = (1 & %fﬁ }n}B
. Comparalos con la a, = (1% 1/n )®. ¢ Tienen el mismo ligite?

to16 Ejercicio,. Razona 1a relaclon que hay entre la sucesidn ( 14 ==

» La ( 141/n )P, ; Tienen el mismo 1imite?

L

)n%k
+k

Utilizamcs el ejercicio anterior para calcular limites del siguiente ti-
Y

E S 1 o3 CL 1 nts3 | 1 .y3
f.mﬁ( L :n-c-3 ) = im (1 & W YU R T 1im (1 & m’_‘ ) .(1«5-;&%3)
I, eul = Qe
tol7. Bjercicic. Repite el truco enterior’ ‘para calctilar iim ( 1 & _igm R
£,18, E‘Jce:z'clclr.n Idem pars _ﬂiﬁ_ e
. . n+2 /

.19, Ejercicio. Como resumen de los ejercicios anteriores, calcula
A (1 & meem— siendo a una constante
[~ nta * © i i

Egtamos en condiciones de estudiar o} 14 mlte de otra suaegloﬁ importante,
le la cuél conocemos algunos téruminos{ ejennis é¢2)‘ a_ = (1 -1/n )%,

Fijate en las glgalentes uranSLor agiones:

o 1 =l yn _ ¢ 1. S R IS =

1~ 1/n ) ( ) ( ) = Aoxn C  heidioNm A
\n=-1 ) ( n=-1 -)

d-ﬂ-—r-l—ll

=1

1 1

4 A bk r— —— o=

Y L L ‘e 1 4 i =
\nml =1 -1

Entonces,; segOn lo visto antes,

) 8 e
dm (1= 1/n )P = 14 ““&if—h = 1l/e = et = 0;3678794k1ce0ec e
¥ 551

. - n-=iy 3n
Tiercicio. Calcula lim <f1?$ -

121y Ejercicios iy Iim ( 1 -~ 1/n “an
‘222, Bjercicio, n lim { 1~ 1£n y*
Lo 273, Ejercicioe n 1im n=s

nw°



p F

Veamos otros casos importantes que pueden regolverse a partir de la su~
cesidn fundamental,

L

424, Ejercicio. Escribe cinco términos de la sucesidn ( 1 4+ 1/2n }gn

‘ , 2 B o .
Comparalos con la sucegsidn fundamental., ; Tendrén el mismo limite ambas
sucesiones? :

. ) n:
4,25, Ejerdicio. Idem éon la ( 1 W 2/n ) n/2 = (1 & 2

.

b.264 Ejercicio.lQﬁé idmite tienen las sucesiones de la forma ( 1 + l/&ﬂ)ky}

A partir de esto; podemos calcular limites del siguiente tipo:

S 1/3
Lim(l & 1/35 )™ = 1dm ( 1 & ~g§ 30173 | 450 &f 1 & 1/3n )Bij = o3,
b

: . .

Lim (24 5/0 )" = 2im (14 %73)nf5 *7 = 1im if 14 2o n/%] 1
4.27. Ejercicio. Calcula lim ( 1 ¢ 3/n )28

4428: Ejercicio., " lim ( 1 & 7/n )=

£,29, Ejercicio. " 1lim { 14 i/ng )zn

4,30, Ejercicic, " lim { 1 & z/Ln)™

De tedos los ejemplos anteriores podemos sacar ‘Uiha conclusidn:

' : 2 : :
1im g% 3 ) e = B cuando a = &+ OO
. _ LA n
30
Esto nos permite calcular rqpidammrte llslﬁes del tigo " 1 " como .

ol siguiente: g JA— sk <

i }n bl N L NEm st
lim i s e 1" A o - = i B0

= T Wa\limme) 7 oo Mm(1ldetd T

. =R = briu2 R =

’ = limyil 4 e .13 3 %2nw5
. n~ _ | 2n+5 .
. 3 ‘J

P ——

?\l g , nd2 Q

4 31e Egerclcio. Caleula lim ( & - 1 ‘\

4Y.32, Ejercicio. Q} =

o
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Matondtica T¢ Nivel.

Tema 2t ADICIN  en 2 f |

mEZaDSZtaAnAanT

Jo= Adicifin en Ze AR R

0 ) :
Vamos|a oomsideraxr tres positilidsndes:
' i

i
18) 4dicibn de dos enterca positivos.

20) Adicién de dos enteros megativos.

3%} Adleibn un positivo y wn negative {o viceverea).

1.1} Adicién de dos enteros positivos.

1efet) Juanite tlene + 600 ptas. consisue un obsequio de + 100 piasm.

(Qué dinero tendrd shora?

Dinero = o
e Luego: (+ 60C) + (+ 100) = |

0 sbreviadamente: 600 + 100 =

L. * * - L3 -

1e1.2)  El termbmetro marcaba hace wmas koras + 129 Ci si he habido
desde entonces una variascidn de + 3¢ C. gCudl serd la tempera

tura zctusl?

Iuego: (+ 12) + {+ 3) =

0 abreviadamentie: 12 4+ 3 =

N e e e e e i S i s T T T T g P T T ey e T T TR P R LI P ey ) REAIWRY T T ris e



7 2.

toleld) No sa necesario seguir penssndo para &afirmar qus:

La suma de dos nimeros enteros positivos me obtiens de

forma que si fuesen naturales.

Diclho de otra formas

[fo= O s s MR LS m mme e A S Sr e e eon Am e AR e eer e e S A ReNs S B mewm mem e et A e

La suma de dos enteros positivos es otro entero .

e & & ‘¢ g

euyo valor absoluto es la sums de valores

e & & & & €& ° &

absolutos,

Bjet (+ 6) + (+ 18) = + 24
é u 6 + 18 = 24

142) Adicién de dos enteros negativos.

& 1.2.1) Araceli tiene en su cuenta corriente un sazldo de —~ 2.000 ptus.
Lo cargan mn recibo de quinientas ptas, (= 500 ptas). (Cull serd

g1 saldo agotusl?

© Saldo = (= 2.000} + (=~ 500) = rtas.

* * L4 L

& 1.2.2) Un mévil A4 e encuenira en el punto ~ 33 se desplaza = 2

(dos a la ) ¢En qué punto se encontrard?

* & ® & ¢ ¢ * e ¢ ® ¢ @

esenpdow

P P ld 5 o

'l
]

A
J'f \
\
-
] 9

(*.2) + (= 3)

A 0

Luegos (-2) s (=3) -




& 1.2.3) Un subrarinista B se encuentre a ocho petros bajo la super-
Ticie del mar (~ 8 m). Doscionde cuatro meiros whs (- 4 n).
¢Culll sord su posicién ahbora con respocto a la suporficio?

B el b W Sl o WP

Pogicién = (- 8 n) + (« 4 n) =

] : ueLo: I -8m} s (- 4n E
|, Luogo: L( )+ (= 4 n) !

( I = & = & °
E- N L
Ch _1[. -8
LAt _4
& 1.2.4) Un termémetro marcabus hsce 4 horas — 22 C. Si la tenperatura
ha sufrido desde entoncos una variseifn do = 19 C. gCufll serd
la ferperatura actunl? 1 e
* & & & & & £ & A& B & ® € =« " & o
t= - .
- Luegos -2y« (-1) = .
l“'z 8 B & ¢ & ¢
-
1.2.5) Observandc los cuairo ejercicios precedentes, y otrom mchos

3 ’

similares en los que i€ podrias pensar, trata de dar uvna regla

de c&lculo para hallur la suma de dos enteros negativos.

A T T A T oy [T T P SO
i



-I E:l - j

& 1.246) En la pussta en comfn comentaremos la regls que tU has dados

a ! se mo ccurre 8atat

la suma de dos negativos eas otro

L] - .. & - - . L3 * © -

cuyo valor absoluto es la suma de los valcres absolutos

de los sumandos.

Ejemplo:

(~4)+ (-5) = =9

(= 250) + (= 50) = - 300

Nota: Para eviter confusién los sunendes negativos los

pondrenos entre paréntesis por ahora.

& 1.2.7) Realiza las siguientes adicioness

(-9) + (- 2) = - vy {=1) (= 1)

& €& » ¥ © «

(= 38} + (=~ 45) = (= 3)+ (=7

o 5 e ¢ ® o o © 99

il

® ® o & 8 @

& 1,2.8)  Caleulas [(- 32) + (—19)} +(~8) = I N

& 1.2.9) Halla la siguiente suma:
[(— 3.956) + €2¢706)] + (= 319) =
= - o - - [ ] K » - L J [} L L ] » & -2 + (— 319) = & ® L - * L] * ® ®»

& 1.2.10) Calcula: (= 235) + (~806) + (- 34) + (—'16)

* e+ T & = & -+ o

TR ST, TR e O P T

T e e s o m2



1.3) Adici6n de dos enteros de distinto simo. (Positive nis nesative, o nesoe

& 1e3e1)

& 1e3.2)

& 1:303)

tivo més positivo).

Andrés tenfa en su cuenta corriente wn saldo ds -~ 5C0 ptas.

‘Recibo un ingreso de setecientas (+ 700} pesebas. ;Cuil sers

ahorg su saldo?

» L L o L] - L * - L] L4 -

Luego: (= 500) + (+ 7C0) =

® % ®= » © & &

MaTiele tenfa en su c. c. (cucnta corrients) un salde positivo
de peis mil ptas. cusndo le fue cargada una factura de ocho mil

resetas, (Cuil serd ghora su saldo?

Lusgos ( R ) =

ecePrsdOEOOLE LR B NN XN VLA S EHOCE B TODE

Pensando que los gsumandos positivos son ingresos vy que los
negativos son deducciones, calcula las variaciones gus ten-

drian lugar en cada wme de las sigulentes opereciones:

(+ 3.000) + (= 2.000)

+

]

(+ 5.000) + (~ 6.000)

¢

(- 4.900) + (+ 5.000)

(~10.000)

4
~

H

7.000)

A

(+ 6.000) + (- 6.000) =




& 1.35.04)

& 153.5)

& 1.3.6)

o e — T 51 desde que el leormOmetio marcava
! I ssocans
e
S L dos grados bajo cero ha experimaentado
+5 ey, S9N O : ‘
l‘ ae wna variacidén de + 58 C, (Qué tempera~
A
fura marcard ehora?
LJ L] L] L] 3 L] » L -

Luego: (=2) 2+ (+5) =

Observando los ejercicios precedentes muy bien dime qué regia
de cdloulo dariss t¢ para hallar révidamente la suma ée dog ni-
peros enteros de distinto signo. PIENSALO y FILIIATE KUY 3BIEN

puedes hacerlo en equipo.

En la puesta en cowln la comentarsmos. ifhora te pido que td

completes la reogla gue &2 mi se ms ocurred

Reglas La SUMA de dos nimeros ENTSR0OS .de DISTINTO SIGNO
es otro ntmero EN BROy cyyo SIE0 es el que corresponde al
SUHANDC FAYOR en VALOR ADSCLUTO y cuyo VALCR ABSQLUTO es la

de los VALORES ABSOLUTOS.

L] L] - - - L L3 L L] L] . [

Ejemplos: Calculemos: (= 12) + (+ 10)=

En valor absoluto:

- 12[ :).I+ 101 ===§- touenmos signo -

Ls diferencia l- 12| = l+ 10} =12 ~10 =2

Por tanto:r (= 12) + {(+ 10) = = 2

Ejemplos: (~ 30) + {(+ 40) = + 10

(+ 50) + (= 70) = - 20

Fr s ma e

i e e e e e S A



Hota: Por supuesto gua para calculer la diferencia de valores
absolutes, el mzyor valor absoluto siempre cs el minuen
‘do,

Bjemplos (-~ 30) + {4+ 5C) = 4+ 20 . SO

(+ 10) + (= 35) = = 25 35
1o
25

& 1e3.7) Tenlendo en cuenia le regla anterior efectda rédpidamente las

siguientas adiciones:

(+ 350) + (= 300) =
(= 350) + (+ 300) =

€ & ¢ &+ = e »

= L L3 - L] L]

& 163.8) Balla las siguientes sumas:

(+ 38) + (= 40)
{+ 52) + (= 50)
(= 15) + (+ 6)
(=100} + (+150)

f

fl

& 1e349) Caloulas

(+ 12.716) + (= 30.144)

L - - * L] - - . - -

L

(-687.139) + (+199.586)

* & @ . & @ & w - @

1.3.10) ESTUDIA todo lo ya irabajado hasta aquf de este tomz.

IR T T T LTS p AT [l ot ey




& 1.3.11)

©

Conmpleta la siguionte

el gmm mam b MmO S MR bR Mt SR v o e SNt RAM S M MWD M Gmsh WA M b dlrm e e e S e ]

SLa SUMA de dos IITEROS del NISHO SITHO os un
Simo: el mismo de los sunandos.
ENTERO con | ¥

Valor absoluto: suma de valores absolutos

(+20) + (+ 5) = + 25
(= 30) + (= 6) = = 36

[ wm mewa GAm a T GND S S B A S et Smo. Gms B Rt e o bt G e M R T Aml Gems WAL e e e ]

@ La SUMA de dos ENTERCS de DISPINTO SIMNC es un

( Signo: el correspondiente al sumando

de mayor

ENTERD con < h's

Valor abasoluto: la

© v 8 % & & & »

L-. de valores absclutos.

(= 38) + (+ 30) =

¢ ¢ s 5 ¢ ¥ &

(+ 10) + (“8) [

& k] L] & ] (] -

1.3,12) ESTUDIA 1la regla anterior.




& 1¢3013) Tenlendo presente la regla snierior efoctda lag niguientes

adicionesy

(+12) 4 (+ 30) =
(«43) + (=~ ) = |
(= 50) + (+ 40) =
{+100) + (- 93) =

|

& 1.3.14) Efecttas

(+ 34.186) + (+ 50.194)
(= 80.159) + (- 38.100) =

#t

(+500.000) + (~609.381) =
(~406.111) + (~35.184) =
{(=1.609.300) 4 (+2.050,380)

& 1.3.15) Efectda “paso a pasos
(s eo] s m=
1)+ [=5) s c20)] «

e & & ¥ 2 e ¥ & W & € € © B &

& 1.3.16) Calcula "paso a paso”s

(Feta: Suprimimos los signos + de positivo),

[8v c20)] w [es0ed])m e e
(04 15+ 3) + (~18) = '

a ¢ ® & ¢ ¢ B S ¥ B & B & & & ® T F & € @
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